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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

KOENIGSBERGER  (A.)—  Allgbmeine  Untersuchungen  aus  der  Théorie  der 
DiFFERENTiALGLEicHUNGEN.  —  I  vol.  in-S**;  Leipzig,  1882. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  Koenigsberger  a  publié  une  suite 
d'importantes  recherches  sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles et  notamment  des  équations  différentielles  linéaires;  on 
trouvera,  dans  le  Volume  dont  nous  rendons  compte,  les  résultats 
de  ses  recherches  réunis,  développés  et  généralisés;  elles  se  rap- 
portent principalement  à  la  notion  d'irréductibilité  des  équations 
différentielles  algébriques,  à  l'extension  du  théorème  d'Abel  aux 
intégrales  des  équations  différentielles,  à  l'étude  des  intégrales  des 
équations  différentielles  linéaires  d'ordre  quelconque,  en  tant 
qu'elles  peuvent  s'exprimer  par  des  combinaisons  de  fonctions  al- 
gébrico-logarithmiques  et  d'intégrales  abéliennes. 

La  notion  d'irréductibilité  s'est  offerte  comme  d'elle-même  à 
M.  Frobenius  dans  ses  recherches  sur  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires,  recherches  dont  le  point  de  départ  est  dans 
les  découvertes  de  M.  Fuchs  et  dont  M.  Floquet  a  développé  les 
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principaux  résultats  dans  un  Mémoire  inséré  dans  les  Annales  de 
l'Ecole  Normale  supérieure ,  a*"  série,  t.  Vlll,  p.  S. 3. 

Voici  comment  M.  Koenigsberger  étend  cette  notion  aux  équa- 
tions différentielles  algébriques  quelconques. 

L'équation  différentielle  du  m''™"  ordre 


j  y^i  y  \t  yt^  •  •  •  ?  y^^  #  »  •  •  •  ? 


dm  z 


dans  laquelle jKoJ 2?  •••?J>  sont  des  fonctions  algébriques  irré- 
ductibles de  X,  où  /désigne  une  fonction  rationnelle  enlière  des 
quantités  qui  figurent  enlre  les  parenthèses,  sera  dite  irréductible 

si,  relativement  à-j— ^>  elle  est  irréductible  en  sens  algébrique  et 

si,  en  outre,  elle  n'a  aucune  intégrale  commune  avec  une  équation 
différentielle  d'ordre  moindre  et  du  même  caractère 

/  dz  d^z\ 

où  ç  désigne  encore  une  fonction  rationnelle  entière  et  où  [jl  est 
plus  pelit  que  m. 

L'auteur  établit  ensuite  la  proposition  suivante  : 

Si  une  équation  différentielle  algébrique  a  une  intégrale 
commune  avec  une  autre  équation  différentielle  de  même  na- 
ture, irréductible  au  sens  algébrique  par  rapport  à  la  dérivée 
d'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure,  intégrale  qui  ne  vérifie  au- 
cune équation  différentielle  d^ ordre  moindre,  toutes  les  inté- 
grales de  la  seconde  équation  différentielle  satisferont  à  la  pre- 
mière. 

Celte  proposition  permet  de  transformer  comme  il  suit  la  défi- 
nition de  l'irréductibilité  :  une  équation  différentielle  algébrique 
est  dite  irréductible  si  elle  est  irréductible  au  sens  algébrique  par 
rapport  à  la  dérivée  d'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure  et  si  elle 
n'admet  aucune  intégrale  algébrique  dî' ordre  quelconque. 

Ces  définitions  établies,  la  question  suivante  se  pose  immédia- 
tement ; 

Etant  donnée  une  équation  différentielle  algébrique,  recon- 
naître si  elle  est  irréductible  ou  non. 
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Après  avoir  répondu  à  celle  queslîon  pour  quelques  types 
simples  d'équalions  différentielles,  Taulcur  traite,  à  ce  point  de 
vue,  des  équalions  différentielles  linéaires  el  montre  qu'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre  réductible 
admel  toujours  comme  intégrale  algébrique  du  premier  ordre  une 
équation  différentielle  linéaire  homogène  du  premier  ordre  (*); 
que,  si  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  m''"®  ordre, 
étant  réductible,  admel  une  intégrale  algébrique  du  p»''»"*  ordre,  et 
si  entre  les  m  intégrales  fondamentales  particulières  de  Téquation 
considérée  et  leurs  p  —  i  premières  dérivées  il  n'existe  aucune  re- 
lation algébrique,  cette  intégrale  algébrique  est  une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  p*"^^"*  ordre. 

M.  Roenigsberger  établit  ensuite  deux  propositions  qui  servent 
de  base  à  ses  recherches  ultérieures  sur  l'exlension  du  théorème 
d'Abel,  à  la  théorie  de  la  transformation  des  transcendantes  définies 
par  des  équations  différentielles  et  généralement  à  l'étude  de  la 
nature  de  ces  transcendantes;  voici,  tout  au  long,  l'énoncé  de  ces 
deux  théorèmes  : 

Soit  donné  un  système  d'équations  différentielles 

^  /  dz  d"*iz  \ 

•ù  //  (^/^  Vil,  >72»  ...,7i,v  ^'^r:'  •••'  ^P^)  =  ^' 

(1  =  1,  2,  ...,A:) 

où  Xi,  Xj,  ...,  x/(  sont  des  variables  indépendantes,  où  ^'1,0 
>'/,2î- •  «j^'ijPi  sont  des  fonctions  algébriques  irréductibles  delà 
variable  Xî;  supposons  que  ces  équations  différentielles  soient 
irréductibles,  au  sens  algébrique,  relativement  aux  dérivées  d'ordre 
le  plus  élevé  qui  y  figurent;  soient  ^«,  ^2, . . .,  Zf(  une  suite  d'in- 
tégrales particulières  déterminées  de  ces  équations  différentielles, 
intégrales  dont  chacune  esl  supposée  ne  vérifier  aucune  équation 
différentielle  de  même  nature  d'ordre  moindre  ;  une  telle  suite  exis- 
tera toujours  si  les  équations  différentielles  (i)  sont  irréductibles. 
Soient  de  plus  données  les  équalions  différentielles 


(  «  )    Voir  le  Mémoire  de  M.  Frobenius  dan^  le  79»  Volume  du  Journal  de  CreUe. 
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dans  lesquelles  les  variables  indépendantes  x/f^^,  ^a-|.2?  •  •  •>  ^a+i 
sont  liées  algébriquement  aux  variables  indépendantes  du  sys- 
tème (i)  par  des  équations  telles  que 

et  où 

désignent  des  fonctions  algébriques  irréductibles  de  ^A+y  ;  soient 
maintenant  5*^.1,  5*^.2,  •..,  ^a+x  ^  intégrales  particulières  des 
équations  différentielles  (a). 

Supposons  enfin  que,  entre  les  k  ~\-\  intégrales  Zi,  ^2>  •  •?  ^a- 
5a+o  •  •  •  7  -Sa+x  des  équations  différentielles  (i)  et  (?.)  et  leurs  déri- 
vées il  existe  une  relation  algébrique 


h" 


le  premier  théorème  consiste  en  ce  que  cette  relation  subsistera, 
si  l'on  remplace  les  intégrales  particulières  du  système  (i)  par 
d'autres  intégrales  particulières  quelconques  de  ce  système,  pourvu 
qu'on  remplace  en  même  temps  les  intégrales  particulières  du  sys- 
tème (a)  par  des  intégrales  com^enablement  choisies  de  ce  même 
système  ;  il  ne  suppose  aucune  restriction  imposée  aux  équations 
différentielles  algébriques  du  système  (:*);  le  second  théorème,  au 
contraire,  suppose  que  les  équations  de  ce  système  sont,  au  sens 
algébrique,  irréductibles  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  le  plus 
élevé  et  relativement  aux  intégrales  particulières  des  étpiations  de 
ce  système  qui  figurent  dans  la  relation  (3),  qu'il  n'y  ait  aucune 
relation  algébrique  entre  ces  intégrales  et  leurs  dérivées  prises, 
pour  chacune,  jusqu'à  un  degré  inférieur  d'une  unité  à  l'ordre  de 
l'équation  différentielle  correspondante;  sous  ces  conditions,  l'é- 
quation (3)  subsistera  quand  on  remplacera  les  intégrales  particu- 
lières du  système  (a)  par  d'autres  intégrales  particulières  quel- 
conques, pourvu  qu'on  remplace  les  intégrales  particulières  du 
système  (i)  par  d'autres  intégrales  particulières  convenablement 
choisies. 

De  ces  propositions,  M.  Koenigsberger  déduit  facilement  que  la 
relation  algébrique  possible   entre  des  intégrales  abéliennes  (en 
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considérant  comme  telles  les  logarithmes  de  fonctions  algébriques) 
est  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants,  où  le  second 
membre  est  une  fonction  algébrique;  il  montre  aussi  qu'une  rela- 
tion algébrique  ne  peut  pas  exister  entre  des  intégrales  abéliennes 
et  des  fonctions  analytiques  admettant  un  théorème  d'addition.  La 
méthode  qu'il  suit  le  conduit  à  un  problème  intéressant  en  lui- 
même  et  qui  jouera  d'ailleurs  un  rôle  important  dans  ses  recherches 
ultérieures. 

On  peut  regarder  comme  le  caractère  distinctif  des  équations 
différentielles  dont  la  solution  se  ramène  immédiatement  à  effec- 
tuer une  quadrature,  et  aussi  des  équations  différentielles  linéaires, 
la  façon  dont  l'intégrale  générale  dépend  d'une  ou  plusieurs  con- 
stantes arbitraires  et  d'une  ou  plusieurs  intégrales  particulières  :  on 
est  donc  amené  à  se  demander  quelles  sont  les  classes  d'équations 
différentielles  dont  l'intégrale  générale  est  une  fonction  algébrique 
d'intégrales  particulières  et  de  constantes  arbitraires;  cette  question 
en  comprend  deux  autres  suivant  que  l'on  admet  que,  dans  cette 
fonction  algébrique,  la  variable  indépendante  peut  ou  ne  peut  pas 
figurer  explicitement.  Par  exemple,  M.  Koenigsberger  établit  que 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  algébrique 
<lu  premier  ordre 

soit  telle  que  son  intégrale  générale  soit  une  fonction  algébrique 
d  une  intégrale  particulière  et  d'une  constante  arbitraire,  fonction 
où  ne  figure  pas  explicitement  la  variable  indépendante,  consiste 
en  ce  que  Ton  ail 

7.(<ï')  étant  une  fonction  algébrique  quelconque  de  (r  et  ^{v)  une 

fonction  algébrique  de  Vy  telle  que  —r—\  soit  une  différentielle  de 

première  espèce  et  de  genre  i .  Une  relation  algébrique  ne  peut  pas 
exister  entre  des  intégrales  abéliennes  et  l'intégrale  d'une  pareille 
équation. 

Ces  recherches  se  relient  d'ailleurs  par  le  lien  le  plus  étroit  avec 
celles  qui  concernent  l'extension  aux  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles algébriques  du  théorème  d'Abel  relatif  aux  quadratures. 
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Soit,  par  exemple,  z  une  intégrale  particulière  d'une  équation 
différentielle  algébrique  entre  2;  et  x  et  soient  Z|,  Z2,  Z  les  valeurs 
de  cette  intégrale  pour  les  valeurs  Xi,  X2,  X  de  la  variable  x,  va- 
leurs dont  les  premières  sont  indépendantes  et  dont  la  dernière  est 
liée  à  celles-ci  par  une  relation  algébrique 

s'il  existe  entre  >S|,  -32,  Z  une  relation  algébrique 

Z  =/{Zif  Zi,  xi,  Xi). 

M.  Koenigsberger  dit  que  l'équation  différentielle  considérée  pos- 
sède un  théorème  abélien  du  genre  1  ;  on  aura  de  même  un  théo- 
rème abélien  du  genre  a.  Si  ^1,  iSj,  ^3,  Zi,  Z,  étant  des  valeurs 
de  l'intégrale  particulière  z  pour  les  valeurs  Xt,  X'x^  X'^^  X,,  X, 
de  la  variable  x^  valeurs  dont  les  deux  dernières  sont  données 
algébriquement  au  moyen  des  trois  premières,  il  existe  une  rela- 
tion algébrique  de  la  forme 

F(Z|,  Zj;  -3|,  zj,  Zz\  a?!,  ;rj,  x{)  =  0,     

Le  principe  de  cette  extension  une  fois  admis,  les  questions  sui- 
vantes se  posent  immédiatement  :  Quelles  sont  les  équations  diffé- 
rentielles algébriques  qui  admettent  un  théorème  abélien  d'un 
genre  donné?  Quelle  est  la  forme  de  la  relation  algébrique  qui  con- 
stitue ce  théorème? 

Si  le  genre  du  théorème  abélien  est  égal  à  i ,  l'équation  différen- 
tielle doit,  tout  d'abord,  être  du  premier  ordre  et  son  intégrale 
générale  doit  être  une  fonction  algébrique  d'une  constante  arbi- 
traire et  d'une  intégrale  particulière,  fonction  où  la  variable  in- 
dépendante doit  figurer  explicitement  ou  non,  selon  que  les 
variables  x^^  x^  doivent  figurer  ou  non  explicitement  dans  le 
théorème  abélien,  suivant  que,  en  d'autres  termes,  ce  théorème 
peut  s'exprimer  par  une  relation  de  la  forme 

Z  =/(Zi,  Z2;  Xi,  ^2), 

ou  de  la  forme 

Z=/(Z„Zj). 

Ce  dernier  cas  est  évidemment  le  plus  simple:  alors,  ainsi  qu'on 
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Fa  (l(*jà  dit,  l'équalion  (lifTércntielle  doit  avoir  la  forme 

où  \[x)  et  [Jl(3)  sont  des  fonctions  algébriques;  en  outre,  les  dif- 

férentielles et  a( J:^)  dx  doivent  être  de  première  espèce  et  de 

genre  i. 

Dans  le  premier  cas,  M.  Roenigsberger  montre  que,  si  l'intégrale 
générale  est  une  fonction  entière  d'une  constante  et  d'une  inté- 
grale particulière,  cette  fonction  est  nécessairement  linéaire  par 
rapporta  l'intégrale  particulière,  le  coefficient  de  l'intégrale  étant 
une  constante,  et  le  second  coefficient  étant  une  fonction  algébri- 
que de  x;  l'équation  difi*érentielle  est  alors  linéaire. 

Si  l'intégrale  générale  est  une  fonction  rationnelle  d'une  inté- 
grale particulière  et  d'une  constante  arbitraire,  cette  relation  est 

dZ  -4-  3 

nécessairement  de  la  forme ^j  où  a,  B,  v,  o  sont  des  fonctions 

algébriques  de  la  variable  x  et  la  constante  arbitraire;  l'équation 
différentielle  est  alors  de  la  forme 

dz 

-—  ==  A^2-h  B5  +  C, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  algébriques  à^  x\  si  une  équation 
différentielle  de  cette  forme  admet  deux  intégrales  algébriques, 
l'intégrale  générale  est  toujours  liée  algébriquement  à  une  inté- 
Çrale  particulière  transcendante,  en  supposant  qu'une  telle  inté- 
grale existe,  et,  de  plus,  toute  intégrale  transcendante  admet  un 
théorème  abélien. 

L'examen  du  cas  où  le  théorème  abélien  est  du  genre  2  conduit 
l  auteur  à  des  propositions  et  à  des  recherches  analogues. 

Le  reste  du  Volume  se  rapporte  à  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  coefficients  algébriques  qui  admettent  comme 

■ 

intégrales  des  fonctions  composées  algébriquement  de  fonctions 
algébrico-logarithmiques  et  d'intégrales  abéliennes  :  on  sait 
quAbel  a  montré  que,  si  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique 
pouvait  être  ramenée  à  des  fonctions  algébrico-logarithmiques  et 
^  des  intégrales  elliptiques,  les  variables  des  fonctions  réduites 
pouvaient  s'exprimer  rationnellement  au  moven  de  la  variable  de 
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l'intégrale  abélienne  et  de  rîrrationnalité  correspondante;  et  c 
théorème  est  le  fondement  de  la  théorie  de  la  réduction  des  inté 
grales  d'une  fonction  algébrique.  M.  Koenigsberger  parvient  à  un 
suite  de  propositions  analogues  pour  les  intégrales  de  la  natur 
considérée  des  équations  différentielles  linéaires,  propositions  qu 
lui  permettent  de  fonder  la  théorie  de  la  réduction  de  ces  inté 
grales.  Ainsi,  lorsqu'une  équation  différentielle  algébrique  linéair 
à  second  membre  admet  une  intégrale  de  la  forme  Alogi^,  où  I 
est  une  constante  et  v  une  fonction  algébrique,  Tauteur  montr 

qu'elle  admet  nécessairement  une  intégrale  de  la  forme  -^  log(T',  oi 

0  est  un  nombre  entier  et  w  une  fonction  rationnelle  des  coeffi 
cients  de  l'équation;  plus  généralement,  supposons  qu'une  équa 
tion  différentielle  linéaire 

où  Y^ ,  Y2,  . . . ,  \mj  y  sont  des  fonctions  algébriques  de  jc,  admett 
une  intégrale  de  la  forme 

5  =  W-t-  As  logt»!  -+-  Al  logi'2-4-.  .  .-r-  A  A  logt'A- 

-+-   /     y\ds-{-  j     ytds--.,.-^  j      }\ds, 

où  Af,  A2,  ...,  Aa  sont  des  constantes;  w,  i'i,  i'21  •••1  ^'aÎ  5i?  £2»  •••^^ 
des  fonctions  algébriques  de  jt]  ^V|,^'2»  •  •  •  >  .^'^  des  fonctions  al 
gébriques  de  s;  on  voit  d'abord  que,  si  Y,«  n'est  pas  nul,  ;:;  s'ex 
primera  algébriquement  au  moyen  de  x\  Supposant  Y  m  =  ^ 
M.  Koenigsberger  montre  que  l'équation  proposée  admettra  un 
intégrale  de  la  forme 

-  =  U  -f-  B,  logV,  -f-  B,  logV,  -f-. .  .-^  B^  log\; 

p  :  - 1  p  -  1 

où  Bj,  B2,  ...,  h^  sont  des  constantes,  où  U,  V|,  ...,  Vji  son 
des  fonctions  rationnelles  de  Yj,  Y,,  ...,  Y;,j_i,  r,  oùy?,,y?2>  •••>/^ 
désignent  les  nombres  qui  caractérisent  les  genres,  où  0  est  ui 
nombre  entier;  enfin  les  limites  supérieures  i]^^^  sont  les  racine 
d'une  équation  de  degré  /?«  dont  les  coefficients  sont  des  fonction 
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rationnelles  de  Y|,  Y2,  ...,  Y;,|_|,^',  tandis  que,  Inversement, 
les  valeurs  de  TirrationnaUté  y  a  qui  correspondent  à  ces  limites 
s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  ces  limites  elles-mêmes 
et  des  coeflîcients  de  Téqualion  différentielle.  Relativement  aux 
sommes  d^ntégrales  abéiiennes  qui  figurent  dans  l'expression  de 
;  et  dont  l'une  quelconque  peut  être  représentée  par  le  symbole 


^^^    ^V? 


2/  ^-- 

M.  Koenigsberger  établit  la  formule  de  réduction  suivante  : 

P-» 

dans  le  second  membre  !)(*•,  Y)  est  une  fonction  rationnelle  de  s 
et  de  Y  telle  que  Û(5,  \)ds  soit  une  différentielle  de  première 
espèce,  d'ailleurs  quelconque;  dans  le  premier  membre, 

F(x,  Y|,  Y,,  ...,  \„t-uy) 

est  une  fonction  rationnelle  des  quantités  entre  parenthèses,  ex 
l  intégrale  est  aussi  de  première  espèce. 

Le  problème  de  la  réduction  est  ensuite  traité  avec  détail  dans 
lecas  d'une  irrationnalité  binôme,  et,  comme  application,  l'auteur 
donne  une  suite  d'intéressantes  propositions  sur  la  réduction  des 
intégrales  hyperelliptiques  à  des  intégrales  elliptiques. 

Enfin,  dans  le  cas  où  les  intégrales  de  l'équation  différentielle 
linéaire  ne  sont  pas  composées  par  voie  d'addition  au  moyen  de 
fonctions  algébrico-logarithmiques  et  d'intégrales  abéiiennes,  l'au- 
teur établit  quelle  doit  être  la  forme  de  cette  composition  et  ap- 
prend à  en  déduire  d'autres  formes  rationnelles  qui  doivent  encore 
être  des  intégrales  de  l'équation  différentielle. 

11  reste  un  problème  à  traiter,  celui  de  la  nature  des  irrationna- 
lités  algébriques  qui  servent  de  base  aux  intégrales  elliptiques  ou 
abéiiennes  que  l'on  suppose  satisfaire  à  une  équation  différentielle 
linéaires;  M.  Koenigsberger  réduit  d'abord  la  question  au  cas  dos 
intégrales  de  première  espèce;  considérant  ensuite  une  équation 


dx'n  •*  r/^m    »  '        ""-'  dx 
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où  Y|,  Y.J,  . . . ,  Y  m  _i  sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  où  r 
est  lié  à  ces  quantités  ei  k  x  par  une  équation  irréductible 

j'»-hQi(a',  Y,,  ...,  Y;„_,  )/«-» -I- . . .  =  o, 

et  supposant  qu'elle  soit  vérifiée  par  une  intégrale  elliptique  de 
première  espèce, 


pour  laquelle  t'  et  A(i^)  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de 
.r,^,  Y|,  ...,  Yfn^iy  il  observe  qu'on  peut  faire  décrire  à  la  va- 
riable X  des  circuits  fermés,  tels  que  Y^  •••>  Y„,_,  restent  inal- 
térés, tandis  que  y  devient  successivement  égal  aux  n  racines  de 
l'équation  qui  le  définit,  et  examine  d'abord  le  cas  où  une  racine 
de  cette  équation  se  produit  ainsi  multipliée  par  un  facteur  con- 
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stant  qui  est  nécessairement  de  la  forme  e  ^  ,  ^  étant  un  nombre 
entier;  si  l'équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre 
n'est  vérifiée  par  aucune  intégrale  abélienne  ou  n'est  vérifiée  que 
par  une  intégrale  elliptique  de  môme  module,  on  doit  avoir 
jjL  =  2,  3,  4  ou  6  et,  dans  les  trois  derniers  cas,  l'intégrale  ellip- 
tique a  l'une  des  formes 

L'auteur  étend  ensuite  ses  recherches  au  cas  où  il  existe  entre 
plusieurs  valeurs  de  j>^  une  relation  linéaire;  Tétude  de  ce  cas  se 
relie  à  la  théorie  de  la  multiplication  complexe  et  de  la  division  du 
cercle;  une  analyse  succincte  des  méthodes  employées  et  des  résul- 
tats obtenus  serait  difficilement  intelligible,  et  nous  devons  ren- 
voyer le  lecteur  au  beau  livre  de  M.  Koenigsberger.  J.  T. 
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MÉLANGES. 
FACULTÉ  DES  SCOHCES  DE  PABI8. 

SUETS  DONNÉS  Al'X   E\AMENS   DE  LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

Juillet  1869.  —  Mécanique,  —  Un  point  matériel  non  pesant  as- 
sujeiii  à  se  mouvoir  sur  un  cône  de  révolution  est  sollicité  par  une 
force  dirigée  à  chaque  instant  suivant  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  mobile  sur  Taxe  du  cône  et  proportionnelle  à  la  longueur 
de  cette  perpendiculaire.  Trouver  le  mouvement  de  ce  point. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  suivant  :  L'angle  que  les  gé- 
nératrices du  cône  font  avec  Taxe  est  de  3o",  la  vitesse  initiale  est 
perpendiculaire  à  l'axe. 

Impure.  —  On  donne  le  rayon  d'une  sphère,  les  projections  de 
son  centre  O  et  celles  d'un  antre  point  A.  —  Construire  la  trace 
horizontale  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  A,  et  qui  est 
circonscrit  à  la  sphère. 

On  ne  supposera  pas  que  le  point  A  soit  dans  le  plan  horizontal, 
ni  cjtie  la  droite  OA  soit  verticale. 

-4  nalyse.  —  Trouver  la  fonction  z  des  deux  variables  indépen- 
dantes  x  et  y,  qui  se  réduit  à  zéro  pour  x  =  a  et  qui  satisfait  a 
»  équation  aux  dérivées  partielles 

A-Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sol- 
hcité  par  deux  forces  dirigées  vers  un  même  centre  fixe,  l'une 
attractive  et  variant  proportionnellement  à  la  distance,  l'autre  ré- 
pulsive et  variant  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

On  appliquera  les  formules  en  supposant  la  vitesse  initiale  per- 
pendiculaire au  ravon  vecteur  initial. 

-rtialyse,  —  Etant  donné  un  cône  de  révolution,  on  considère 
sur  sa  surface  une  courbe  telle  que  le  plan  osculateur  à  la  courbe 
en  l'un  quelconque  de  ses  points  contienne  la  normale  à  la  surface 
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m  ce  même  point.  Déterminer  la  projection  de  cette  courbe  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cône. 

Novembre  1869.  —  Analyse.  —  Trouver  Téquation  générale  des 
surfaces  qui   coupent  à  angle  droit  les  sphères  représentées  par 

l'équation 

X*  H- j'*  -f-  ^'  —  u  a  3  =  o, 

où  a  est  un  paramètre  variable. 

Déduire  du  résultat  obtenu  quelques  systèmes  i'ormés  de  trois 
familles  de  surfaces  triplement  orthogonales. 

Mécanique.  —  Un  cylindre  de  rayon  a  et  de  moment  d'inertir 
A  par  rapport  à  son  axe  est  mobile  autour  de  cet  axe  supposé  fixt 
et  horizontal.  Sur  ce  cylindre  s'enroule  un  fil  sans  masse  supportant 
à  ses  deux  bouts  deux  poids  cylindriques,  de  même  diamètre,  mai* 
de  masses  Inégales  m  et  m' ,  Ces  deux  poids  éprouvent  de  la  pari 
de  l'air  une  même  résistance  olv-,  proportionnelle  au  carré  de  leui 
vitesse  commune  v.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système,  en  né- 
gligeant  le  frottement  du  cylindre  contre  l'air  et  contre  ses  appuis 

Examiner  le  cas  particulier  où  les  masses  ni  et  m'  seraient  égale; 
et  où  le  cylindre  serait  animé  à  l'origine  du  temps  d'une  vitesse  de 
rotation  donnée  (ùq. 

Épreuve  pratique,  —  Aju  longitude  du  Soleil  étant  3  2  ^'^  44' ^8",: 
et  l'obliquité  de  l'écliptique  23°  27^23",  7,  calculer  l'ascension  droit< 
et  la  déclinaison  du  Soleil. 

On  exprimera,  suivant  l'usage,  l'ascension  droite  en  temps. 

Juillet  1870.  —  Mécanique.  —  Une  droite  homogène  A.V  d< 
masse  m'  et  de  longueur  a  a  est  assujettie  à  tourner  autour  d'ui 
axe  vertical  auquel  elle  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  soi 
milieu  O.  Un  point  mobile  M  de  masse  m,  assujetti  à  rester  su 
cette  droite,  est  attiré  par  le  point  O  proportionnellement  à  sa  di 
stance  à  ce  point.  On  donne  la  vitesse  angulaire  initiale  o)^  de  1 
droite,  la  position  initiale  du  point  M  sur  la  droite  et  sa  vitcss 
initiale  relative.  Trouver  le  mouvement  du  système. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  où  le  point  M  est  plac 
d'abord  à  l'extrémité  A  de  la  droite  sans  vitesse  relative.  On  sup 

posera  en  outre  m'  ==  —  et  le  coefficient  d'attraction /=  4<'>Ô- 
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Épure,  —  Deux  circonférences  égales  dont  les  plans  sont  pa- 
rallèles au  plan  vertical  ont  leurs  centres  O  et  O'  dans  le  plan 
horizontal.  Une  surface  gauche  est  engendrée  par  une  droite  qui 
glisse  sur  les  deux  circonférences  et  sur  la  perpendiculaire  au  plan 
vertical  mené  par  le  point  I,  milieu  de  la  droite  00';  construire 
les  projections  d^une  position  particulière  de  la  génératrice,  ainsi 
que  les  traces  du  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  quelconque 
de  celte  droite. 

Analyse,  —  On  propose  de  trouver  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation 

*      d^  V  d-  y 

—r\  —  ^  —r-:  -4-  v  ~  A  e*  -h  B «-*  -H  G  sin ar  -h  D  cosr, 
dx^  dr* 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes. 

Mécanique,  —  Un  point  matériel  P  est  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  un  ccnlre  fixe  O  et  qui  dépend  de  la  distance  du 
point  P  au  point  O  ;  Faction  de  la  force  sur  l'unité  de  masse 
s'exprime  par  la  formule 

On  suppose  le  point  P  placé  d'abord  en  C  à  une  distance  a  du 

centre  O;  on  imprime  à  ce  point  une  vitesse  perpendiculaire  au 

k 
rajon  OC  et  égale  à  -;  déterminer  son  mouvement. 

Août  1871.  —  Ana/rse,  —  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  développable,  enveloppe  du  plan  mobile  représenté,  en 
coordonnées  rectangulaires,  par  Féquation 

z  r=  ax  -h  y^(oL)-^  R\/i       a' -+-«*(  a), 

OÙ  a  est  un  paramètre  variable,  cp(a)  une  fonction  arbitraire  de  ce 
paramètre  et  R  une  constante  donnée.  On  fera  voir:  i**  que  les 
Ç^nëratrices  rectilignes  constituent  un  premier  système  de  lignes 
^e  courbure,  comme  dans  toutes  les  surfaces  développables ; 
^^  que  les  lignes  de  courbure  du  deuxième  système  sont  situées 
*^rdes  sphères  concentriques  à  la  sphère  qui  touche  le  plan  mo- 
bile. 

Mécanique,  —  Déterminer  le  mouvement  d'une  baguette  recti- 

BuU.  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  t.  VII.  (Janvier  i883.)  a 
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ligne  pesante  homogène  dont  les  extrémités  sont  assujetties  î 
glisser  sans  frottement  Tune  sur  une  droite  liorizontale  Ox,  l'autre 
sur  une  droite  verticale  O  y. 

On  calculera  les  pressions  exercées  parla  baguette  sur  les  deun 
droites. 


0  ^^ 

Novembre  1871.  —  Analyse.  —  Etant  donnés  un  plan  P  et  ur 
point  O  dans  le  plan,  trouver  l'équation  générale  de  toutes  Icî 
surfaces  telles  que  si,  dans  un  point  quelconque  m  de  Tune  d'elles, 
on  mène  la  normale  mn  qui  rencontre  en  n  le  plan  P,  puis  la  per- 
pendiculaire mp  à  ce  plan,  Taire  du  triangle  Onp  soit  égale  à  iint 
constante  donnée. 

Déterminer  la  fonction  arbitraire  comprise  dans  Téquatior 
obtenue  de  manière  que  la  surface  passe  par  une  droite  Ox  située 
dans  le  plan  P. 

Mécanique.  —  Un  prisme  A  A' BB',  de  masse  donnée  /Wi,  repose 
par  une  surface  plane  A'B',  sur  un  plan  horizontal  sur  lequel  ilpeui 
glisser  sans  frottement;  dans  ce  prisme  on  a  creusé  un  cylindre 
ayant  ses  génératrices  horizontales;  un  point  matériel  pesant  de 

ig.  I. 


masse  donnée  m  glisse  sur  la  surface  de  ce  cylindre  sans  frottement. 
On  suppose  que  les  vitesses  initiales  du  prisme  et  du  point  maté- 
riel sont  nulles. 

Trouver  le  mouvement  de  ce  système. 

On  appliquera  les  formules  au  cas  où  la  section  droite  ACB  du 
cylindre  est  une  cycloïde  engendrée  par  un  cercle  roulant  sur  h 
droite  AB  et  Ton  supposera  que  le  point  m  a  été  placé  au  commen- 
cement au  point  le  plus  haut  A.  On  effectuera  le  calcul  en  suppo- 
sant que  la  masse  m  est  très  petite  par  rapport  à  nit  et  négligeant 


m 


les  puissances  du  rapport  —  supérieures  à  la  première. 
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Juillet  1872.  —  Analyse.  —  Déterminer  Tintégrale  définie 
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/      cot  -  (j:  —  a  —  b  J —  i  )  dx. 

Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  pe- 
sant assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la  surface  d'un  parabo- 
loïde  elliptique  de  révolution  dont  Taxe  est  vertical  et  dont  la 
concavité  est  tournée  vers  le  haut.  On  supposera  la  vitesse  initiale 
horizontale. 

Mécanique.  —  Étant  donnés  un  cône  circulaire  droit  dont  Taxe 
est  vertical  et  dirigé  de  bas  en  haut,  et  une  poulie  homogène,  de 
Riasse  et  de  rayon  connus,  située  dans  un  plan  méridien  du  cône 
en  tournant  autour  d'un   axe  perpendiculaire   à  ce  plan;  un  fil 


Fig.  3. 


flexible  et  inextensible  est  enroulé  sur  la  poulie;  un  des  brins  du 
fil  passe  dans  une  ouverture  infiniment  petite  pratiquée  au  sommet 
du  cône  et  à  son  extrémité  est  attaché  un  point  pesant  de  masse  m 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la  surface  du  cône  ;  l'autre  brin 
descend  suivant  la  verticale  et  porte  à  son  extrémité  un  point  pesant 
de  masse  m! .  Trouver  le  mouvement  de  ce  système  en  supposant 
que  la  vitesse  initiale  du  point  m  soit  horizontale  et  celle  du 
point  m'  nulle. 

On  néglige  le  poids  du  iil. 
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Analyse.  —   i°  Trouver  rintégrale  générale  de  l'équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre 

a,  6,  c,  constantes  données  ;  e  est  la  base  des  logarithmes  népériens. 
a°  :r,^,  z  étant  les  coordonnées  rectilignes,  a,  fr,  a,  6  les  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable,  on  demande  les  conditions  pour  que 
la  droite  ^  =  az  +  a,  ^  =  frz  +  6  engendre  une  surface  dévelop- 
pable  dont  les  lignes  de  courbure  normales  aux  génératrices  soient 
situées  sur  des  sphères  concentriques. 

Mécanique.  —  Les  axes  OX,  OY,  OZ  étant  invariablement 
liés  à  un  corps  solide  et  Taxe  OZ  étant  fixé  dans  Tespacc,  on  donne 
par  rapport  à  ces  axes  les  coordonnées  j?,  y  du  centre  de  gravité 
du  solide  et  les  valeurs  D,  E  des  sommes  Sm^'s,  'Emxz, 

Le  solide  étant  supposé  tourner  autour  de  l'axe  OZ  avec  une 
vitesse  angulaire  co,  sans  être  sollicité  par  aucune  force  extérieure, 
on  demande  : 

1°  De  trouver  quelle  relation  il  doit  y  avoir  entre  les  données 
D,  K,  X  et  y  pour  que  les  pressions  exercées  sur  Taxe  aient  une 
résultante  unique  ; 

2®  De  calculer,  quand  cette  relation  est  satisfaite,  la  valeur  de 
la  pression  résultante; 

3"  De  former,  par  rapport  aux  axes  mobiles  OX,  OY,  OZ,  les 
équations  de  la  droite  suivant  laquelle  elle  est  dirigée. 

Novembre  1872.  —  Mécanique.  —  Trouver  dans  un  plan  vertical 
la  courbe  AMB  sur  laquelle  un  point  pesant  doit  être  assujetti  à  se 
mouvoir  pour  que  le  rapport  de  la  pression  exercée  par  ce  point 
sur  la  courbe  à  la  composante  normale  de  son  poids  soit  égal  à  un 
nombre  donné  n. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  de  ai  =:  2. 

Analyse  et  Mécanique.  —  i"  Trouver  Tintégrale  générale  de 
Téquation  différentielle 


d^Y       ^     dy       ,  -        r''     dx 

dx^  dx        '^  ,/,     /TT 


X 


4 


2**  Déterminer  le  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  dont  les 
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molécules  sont  sollicitées  vers  un  point  fixe  par  des  forces  propor- 
tionnelles à  leurs  masses  et  à  la  distance  au  point  fixe. 

Juillet  1873.  —  Analyse,  —  Trouver  Téquation  aux  dérivées  par- 
tielles des  surfaces  décrites  par  une  droite  qui  se  meut  en  rencon- 
trant une  droite  fixe  sous  un  angle  donné. 

Intégrer  ensuite  cette  équation  aux  dérivées  partielles. 

Mécanique.  —  Une  sphère  homogène  est  posée  sans  vitesse 
sur  un  pian  horizontal;  trouver  le  mouvement  de  cette  sphère,  en 
supposant  tous  les  éléments  de  masse  qui  la  composent  attirés 
proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  O  du  plan. 
L'adhérence  de  la  sphère  au  plan  horizontal  est  supposée  telle 
qu'elle  ne  puisse  que  rouler  sans  glisser. 

Les  données  sont  le  rayon  R  de  la  sphère,  la  distance  a  du  point 
de  contact  initial  au  point  O  et  l'attraction  u  que  ce  dernier  point 
exerce  sur  Tunité  de  masse  à  Tunité  de  distance. 


nalyse,  —  Transformer  l'intégrale  double   /  /  dx  dy  qui  se 

"apporte  aux  aires  planes  en  substituant  aux  coordonnées  rec- 
^^^gulaires  Xy  y  les  paramètres  des  deux  familles  de  coniques 
nodc^ofocales  représentées  par  les  équations 


A^pplication  à  l'aire  du  cercle  de  rayon  R. 
Intégrer  l'équation  différentielle 

*i  ^ïY  étant  des  constantes  données. 

Juillet  1873.  —  Analyse.  —  Intégrer  le  système  de  deux  équa- 
tions différentielles  simultanées 

Mécanique. —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se  mou^ 


2'Jt 
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voir  sur  un  paraboloïde  de  révolulion  dont  Taxe  est  la  verticale  Oz, 
Il  est  en  outre  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  placé  au  foyer  F 


Fig.  3. 


/ 


tF  y 


de  la  parabole  méridienne.  Cette  attraction  est  proportionnelle  à 
la  distance  et  telle  que,  si  le  point  matériel  était  placé  en  O,  elle 
serait  égale  au  poids  de  ce  point.  On  donne  la  masse  m  du  point 

matériel,  la  distance  0F==  -  et  Ton  demande  d'étudier  le  mouve- 

ment  du  point. 

On  recherchera,  en  particulier,  les  diverses  circonstances  du 
mouvement  dans  le  cas  où  il  s'effectue  dans  un  des  plans  méri- 
diens de  la  surface. 


Novembre  1873.  —  Analyse. —  On  donne  une  série  de  courbes 
(c)  représentées    en   coordonnées  rectangulaires   par  l'équation 

7^  = 


y  OÙ  a  est  une  constante  arbitraire. 


2a  —  X 

On  demande  : 

1®  L'équation  différentielle  qui  représente  toutes  les  courbes  (c); 

a°  L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes (c); 

3®  L'équation  en  termes  finis  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  (c). 

Mécanique.  —  Deux  points  matériels,  de  masses  m  et  m',  réu- 
nis par  un  fil  flexible  et  inextensible  qui  traverse  un  anneau  infi- 
niment petit  a,  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement  dans 
un  plan  qui  passe  par  a  ;  le  point  m  est  sollicité  par  une  force  di- 
rigée vers  a  et  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance 
à  ce  point;  déterminer  le  mouvement  du  système  en  négligeant  la 
masse  du  fil. 
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On  examinera,  en  particulier,  le  cas  où  la  vitesse  initiale  du 
point  m'  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  la  position  initiale 
a  1.x   poinl  (i\e  a. 


Juillet  187i.  —  Analyse.  —  i®  Intégrer  les  deux  équations  difl'é- 
r<:i  nlielles  simultanées 


r/*  Y       ,  dv        ^  dz 

dx^  dx  dx 

dv  d^  z        ^  dz 

-j h  i  V  -*-      ,--    -r  3   —. r  i  ^  =  o. 

dx  dx^  dx 

2"  Intégrer  les  deux  équations  simultanées 

</*  1-       ,  dv        ^  dz 

(ix^  dx  dx 

dv  d^z        .  dz        ^ 

dx         '^         dx*  dx 

Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  matériels 

f>esants,    qui    s^attirent   proportionnellement   à    leur   distance  et 

^ui  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frottement,  le  premier  sur 

tane  droite  verticale  donnée,  le  second  sur  un  plan  donné  oblique 

^  rhorizon. 

On  examinera,  en  particulier,  les  circonstances  du  mouvement 
^ans  les  hypothèses  suivantes  :  i"  les  deux  points  matériels  ont 
des  masses  égales  ;  2"  leur  position  initiale  est  celle  où  ils  reste- 
raient en  équilibre  si  leurs  vitesses  étaient  nulles;  3**  les  projec- 
tions de  la  vitesse  initiale  du  second  point  sur  Thorizontale  et  sur 
la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sont  égales  chacune  à  la  vi- 
tesse initiale  du  premier  point;  4"  le  plan  donné  fait  avec  Thori- 
lon  un  angle,  dont  le  sinus  est  égal  à  \. 

Géométrie  descriptive.  —  Une  surface  est  engendrée  par  la  ro- 
tation d'une  parabole  autour  de  la  tangente  à  son  sommet.  Déter- 
miner la  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolu- 
tion, d'une  ligne  tracée  sur  la  surface,  et  telle  que  le  rayon  de 
courbure  de  la  vection  normale  qui  correspond  à  l'une  quelconque 
de  ces  tangentes  soit  infinie. 

Mécanique  —  Un  point  pesant  m  est  assujetti  à  se  mouvoir 
Sans  frottement  sur  un  cylindre  circulaire  droit  dont  Taxe  est  ver- 
Ucal,  et.  en  outre,  il  est   soumis  à  l'atfcraclion  d^in  poini   fixe   \, 
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attraction  proporlioniielle  à  la  distance.  Délerminer  le  mouveme 
du  point  m. 

NoYembre  1874.  —  Analyse.  —  On  considère,  sur  la  surfa 
d'un  paraboloïde  elliptique,  les  courbes  définies  par  la  conditii 
que  Ids  normales  à  la  surface  menées  par  les  différents  points  < 
Tune  d'elles  fassent  un  angle  constant  avec  Taxe. 

Trouver  Téquation  des  projections  de  ces  courbes  sur  un  pi 
perpendiculaire  à  Taxe  du  paraboloïde. 

Calculer  Taire  de  la  calotte  du  paraboloïde  limitée  par  une  d 
courbes. 

7?  Soient  ^{oc)  et  ^(^)  deux  fonctions  données  de  x^  leurs  d 
rivées  étant  représentées  par  ^\x)  et  ^'(•^)»  ^^  propose  d'intégi 
les  deux  équations  différentielles  simultanées 

dz 

Mécanique,  —  Un  point  matériel  libre,  sollicité  par  une  for 
dirigée  vers  un  centre  fixe,  se  meut  de  manière  à  être  à  chaq 
instant  sur  une  spirale  logarithmique  ayant  ce  centre  pour  pôle 
tournant  uniformément  autour  de  lui.  Ou  demande  la  valeur  de 
force  en  fonction  de  la  distance  du  point  mobile  au  centre  fixe. 

L'expression  de  la  force  étant  trouvée,  on  cherchera  l'équati 
générale  de  la  trajectoire  d'un  point  matériel,  soumis  à  l'acti 
de  cette  force. 

Juillet  1875.  —  Analyse, —  i**  Déterminer  les  lignes  de  courbii 
de  la  surface,  représentée,  en  coordonnées  rectangulaires,  \ 
l'équation 

e-  =  cosarcos^. 

!2°  Intégrer  les  deux  équations  différentielles  simultanées 

iL  =        ^ 


il 

dx 


y 


(^-j)« 


Épreuve  pratique,  —  Géométrie  descriptive, —  Unconoïd( 
pour  plan  directeur  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre 
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pour  direclriçes  :  i°  une  droite  AA'  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  à  o°*,io  de  chacun  des  plans  de  projection;  a°  une  circonfé- 
rence de  o™,o5  de  rayon  située  dans  le  plan  horizontal  et  tan- 
gente à  la  ligne  de  terre. 

Déterminer  les  projections  de  la  section  faite  dans  la  surface 
par  un  plan  dont  les  traces  seraient  les  projections  de  même  nom 
de  la  droite  AA'  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  de  cette  section. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  est  assujetti  à  rester  sur  une 
sphère,  dont  un  point  fixe  P  est  considéré  comme  pôle,  et  il  est 
sollicité  par  une  force  dirigée,  à  chaque  instant,  suivant  la  tangente, 
au  méridien  MP  et  inversement  proportionnelle  au  carré  du  cosi- 
nus de  la  latitude.  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  et  trou- 
ver l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère 
^t  pour  directrice  la  trajectoire  décrite. 

I^a  vitesse  initiale  du  point  M  sera  supposée  tangente  au  paral- 
•^Ic  passant  par  la  position  initiale  et  on  la  regardera  comme 
donnée. 

-analyse.  —  Déterminer  une  courbe  c  telle  que  si  Ton  forme 
^^e  de  ces  transformées  C\  par  rajons  vecteurs  réciproques,  rela- 
^^vernent  à  un  pôle  donné  O,  les  rayons  de  courbure  en  deux 
points  correspondants  M  et  M|  des  deux  courbures  c  et  C|  aient 
^^  rapport  constant. 

(  On  dit  que  la  courbe  C\  est  une  transformée  par  rayons  vec- 
^eurs  réciproques  de  c,  par  rapport  au  pôle  O,  lorsque  le  produit 
^^I.OMi  des  rayons  de  même  direction,  issus  du  point  O,  est 
^onsUnt.) 

Mécanique,  —  Un  point  matériel  non  pesant  est  assujetti  à  se 
Pouvoir  sur  un  cône  de  révolution,  et  il  est  soumis  à  l'action  d'un 
centre  attractif,  placé  au  sommet  du  cône  et  qui  Tattire  en  raison 
*ii Verse  du  carré  de  la  distance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  matériel  et  en 
pariiculier  la  projection  de  la  trajectoire  sur  un  plan  perpendicu- 
laire àla  génératrice  du  cône  sur  laquelle  se  trouve  le  point  matériel. 

Novembre  1875.  —  Analyse.  —  Intégrer  Téquation  différentielle 


[(£)'-•'•]'-•>•[(£)'-•>■]'• 
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Délerminer  toutes  les  surfaces  qui  satisfont  à  la  condition 

OP.MN  =  X.TJÂî\ 

dans  laquelle  X  désigne  une  constante  donnée,  O  l'origine  des 
coordonnées,  M  un  point  quelconque  de  Tune  des  surfaces,  P  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  M 
et  N  la  trace  de  la  normale  en  M  sur  le  plan  XOY. 
(Les  axes  des  coordonnées  sont  rectangulaires.) 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  pesant,  assujetti  à  rester  sur 
une  sphère  de  rayon  «,  est  attiré  proportionnellement  à  la  dis- 
tance par  un  point  fixe  B  situé  sur  la  verticale  O:;  du  centre  de  la 
sphère,  à  une  distance  OB  =  i  de  ce  centre.  On  donne  la  valeur  |jl 
de  l'attraction  à  l'unité  de  distance,  l'intensité  g  de  la  pesanteur, 
la  vitesse  initiale  k  du  point  mobile,  laquelle  est  supposée  hori- 
zontale, et  enfin  la  distance  initiale  h  de  ce  point  au  plan  horizontal 
Oxy  qui  passe  parle  centre  de  la  sphère. 

On  demande  de  trouver  les  limites  entre  lesquelles  variera, 
pendant  le  mouvement,  l'ordonnée  z  du  point  mobile;  de  déter- 
miner complètement  ce  mouvement,  dans  le  cas  particulier  où 
l'attraction  du  point  fixe  B  sur  le  centre  de  la  sphère  est  égale  et 
contraire  à  la  pesanteur. 

Epreuve  pratique,  —  Construire  les  projections  et  la  longueur 
d'une  normale  commune  à  deux  cylindres,  qui  ont  pour  bases 
deux  cercles  donnés  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  deux  droites  données. 

Juillet  1876.  —  Analyse.  —  On  donne  un  hélicoïde  gauche,  dont 
l'équation,  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

Y 
z  =  A- arc  lang  -  • 

On  demande  de  déterminer  les  projections  sur  le  plan  des  xy 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  de  façon  que  le  plan  oscu- 
lateur,  en  un  point  quelconque  de  Tune  d'elles,  comprenne  la 
normale  à  la  surface  en  ce  même  point. 

Mécanique.  —  Trouver  le  mouvement  de  deux  points  maté- 
riels, assujettis  à  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  horizontal^ 
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et,    s'atlirant  mutuellement  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
la  nce. 

épreuve  pratique,  —  Calcul  numérique;  rexcentricité  d'une 
planète  étant  supposée  égale  à  |,  calculer  Tanomalle  vraie  et 
r anomalie  moyenne  correspondant  à  une  anomalie  excentrique 

égaleà4o"i7'34\74. 

Analyse,  —  Les  axes  d'une  ellipse  sont  'la  et  'Àb\  on  suppose 
(t.  >  6;  cette  ellipse  sert  de  directrice  à  un  cylindre  droit;  calcu- 
ler la  portion  du  volume  de  ce  cylindre  qui  est  renfermée  dans 
une  sphère  ayant  le  centre  de  l'ellipse  pour  centre  et  son  demi- 
ê^i'and  axe  a  pour  rayon. 

Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  de  l'un  des  systèmes 
de  génératrices  rectilignes  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe. 

^lécanique,  —  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  de- 
'ï^eurer  sur  un  cône  circulaire  droit  dont  l'axe  est  vertical  ; 
**  est,  en  outre,  soumis  à  l'attraction  d'un  centre  fixe  placé  au 
sorriniel  du  cône  et  attirant  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
•^ance. 

On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  matériel. 

NoYembre  1876.  —  Analyse,  —  On  donne  une  sphère  et  une 
^ï^oîte  D;  déterminer  les  projections  sur  un  plan  perpendiculaire 
**  la  droite  D  des  trajectoires  orthogonales  des  sections  faites  dans 
*^  sphère  par  les  plans  menés  suivant  cette  droite. 

Mécanique. —  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  assujetti 
^  l'ester  sur  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  fait 
^n  angle  a  avec  la  verticale. 

■Analyse,  —  Trouver  une  courbe,  telle  que  le  triangle,  ayant 

pour  sommet  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  le  centre  de 

courbure  correspondant  et  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  M  ait 

une  surface  constante.  On  fera  voir  que  l'une  des  coordonnées 

s  exprime  en  fonction  de  l'autre  par  une  quadrature  et  que  l'on 

peut  se  faire  une  idée  de  la  forme  de  la  courbe,  sans  en  avoir 

'  équation  en  termes  finis. 
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Nota,  —  Les  axes  des  coordonnées  sont  supposés  rectangu- 
laires. 

Épure.  —  Contour  apparent  horizontal  d'une  surface  réglé€ 
déterminée  : 

1°  Par  une  ellipse,  contenue  dans  le  premier  plan  bissecteur,  se 
projetant  horizontalement  suivant  une  circonférence  ayant  o",o2 
de  rayon,  tangente  à  la  ligne  de  terre  et  ayant  son  centre  sur  1< 
grand  axe  de  la  feuille  ; 

2®  Par  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  à  o",o6  en  avant  du  plai 
vertical  et  o"*,o3  en  dessus  du  plan  horizontal; 

3"  Par  une  perpendiculaire  au  plan  vertical  dans  le  plan  hori- 
zontal, placée  sur  le  grand  axe  de  la  feuille. 

Déterminer  un  point  quelconque  du  contour  apparent. 

Mécanique.  —  I.  Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  M 
de  masse  /?i,  sollicité  par  une  force  dirigée  vers  un  point  fixe  O  e 

égale  à — ^  ^    >  r  étant  la  dislance  OM  et  6  l'angle  que  fait  c< 

rayon  vecteur  avec  le  rayon  vecteur  initial  OA  =  a.  On  supposera 
la  vitesse  initiale  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial  OA  el 

égale  à  1/ T^*  on  donnera  une  formule,  permettant  de  calculer  h 

position  du  mobile  à  chaque  instant;  on  cherchera  la  durée  de  h 
révolution  et  on  la  comparera  à  celle  qui  aurait  lieu  si  le  mobile 

placé  dans  les  mêmes  conditions  initiales,  était  sollicité  par  h 

P         mil. 
force  — f-' 

II.  Un  mobile  M,  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  sphère  donnée 
sans  frottement,  est  sollicité  par  une  force  dirigée  suivant  la  per 
pendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  un  diamètre  fixe  AB.  Suivan 
quelle  loi  doit  varier  la  force,  pour  que  la  trajectoire  décrite  pai 
le  mobile  soit  une  conique  sphérique  dont  le  diamètre  AB  est  l'ui 
des  axes  ? 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'heure  d'après  la  hauteur  di 
Soleil.  Données  :  latitude  du  lieu,  \^^oo'\  i"  boréale;  déclinaisoi 
du  Soleil,  1 5®  12' 2 3"  boréale;  hauteur  observée  corrigée  de  la  ré 
fraction,  3o*'28'3o''. 
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Analyse.    —    1°   Trouver    les  •  trajectoires    orlhogonales    des 
courbes  représentées  en  coordonnées  par  ré(|nation 

p«  r=  a«  log  — ^-  , 

r  °         C 

dsins  laquelle  c  est  un  paramètre  variable;  le  signe  log  désigne  un 
iogarithme  népérien. 
2°  L'angle  a  étant  supposé  compris  entre  zéro  et  ;^>  soit 

p«  =  a«  log  — ^^ 

réquait^ion  d'une  courbe  en  coordonnées  polaires;  on  demande  si 
Taire  du  secteur  limité  par  cette  courbe  et  par  les  rayons  vecteurs 

corresiDondants  ào)  =  aet  o)=-a  une  valeur  finie  ou  infinie. 

Mécanique.  —  On  considère  la  surface  de  révolution,  engen- 
drée j>ar  une  hyperbole  équilatère  ayant  une  asymptote  verticale  et- 
tournant  autour  de  cette  asymptote.  On  demande  le  mouvement 
d^un  point  pesant  assujetti  à  demeurer  sur  Tune  des  deux  nappes 
de  cette  surface. 

novembre  1877.  —  Analyse.  —  Étant  donnée  un  ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquation 

.r*        y*        z' 

—  -^  x;  •+•  -j  =  '  » 

a-       b*        c* 

on  considère  l'ellipse  E  résultant  de  Tintersection  de  cette  surface 
P^rle  plan  des  xz.  En  un  point  quelconque  M  de  cette  ellipse,  il 
existe  deux  sections  normales  principales  de  Tellipsoïde  dont  cha- 
cune a  pour  ce  point  son  rayon  et  son  centre  de  courbure.  Cela 
posé  on  demande  : 

'*  lits  expressions,  pour  chaque  point  M,  des  rayons  de  cour- 
bure H^^  Hj  des  deux  sections  principales; 

^*^    là  relation  qui  existe  entre  R|  etR2; 

^*    liC  lieu  des  positions  qu'occupent  les  centres  de  courbure 

'^^  sections  principales,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  Tel- 
lipse    E. 

^^canique.  —  Mouvement  de  deux  points  matériels  de  masses 
"*  et.  /yi'^  s'attirant  proportionnellement  à  la  distance  et  assujettis 
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à  se  mouvoir  sans  froUement  ^r  deux  cercles  concentriques  de 
rayons  a  et  a!  situés  dans  un  même  plan  horizontal.  On  suppose 
les  deux  mobiles  en  repos  à  Torigine  du  temps. 
Cas  des  oscillations  infiniment  petites. 

EpreuK'e  pratique  :  La  déclinaison  du  Soleil  étant  supposée 
égale  à  1 8" 27^1 6'',  calculer  la  distance  zénithale  de  cet  astre  à  6** 
de  temps  vrai  à  Paris. 

On  prendra  pour  latitude  de  Paris  la  valeur  de  48** Sq'  iS". 

Juillet  1878.  —  Mécanique,  —  On  considère  deux  points  matériels 
non  pesants,  de  masses  m  et  ni! ^  assujettis  à  se  mouvoir  sans  frotte- 
ment dans  deux  plans  différents,  mais  parallèles,  et  maintenus  à  une 
distance  invariable  Tun  de  l'autre  par  une  tige  dont  on  négligera 
la  masse.  Ces  deux  points  sont  soumis  uniquement  à  Faction  d'un 
centre  fixe  qui  les  attire  proportionnellement  à  leur  masse  et  à  leur 
distance.  On  demande  :  i  "  le  mouvement  du  centre  de  gravité  ;  2**  on 
indiquera  pour  quelles  conditions  initiales  le  mouvement  des  deux 
points  sera  le  même  que  s'ils  n'étaient  pas  reliés  Tun  àTautreparla 
lige  solide. 

Astronomie.  —  Connaissant  pour  un  astre,  à  une  certaine 
époque,  les  coordonnées  écliptiques 

X  =  2*5i'4',{5,     ^=9"  33' 38^,386, 

on  propose  de  trouver  les  coordonnées   équatoriales  correspon- 
dantes. 

On  supposera  l'obliquité  de  Técliptique 

0)  =  a3"  27' 32',  935. 

Analyse.  —  i"  Trouver  les  courbes  dont  les  coordonnées  rap- 
portées à  deux  axes  rectangulaires  satisfont  à  Téquation  différen- 
tielle 

dans  laquelle  dx  est  supposée  constante. 
2"  On  demande  de  démontrer  qu'en  posant 
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pois  successivemenl 


1  =    /      xydx. 


y 

«^    .r. 


=      /  ^1^. 


.  jr 


r, 


^expre^ssion  àeVn  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

l'^Pf^re, —  Un  conoïde  est  engendré  par  une  droite  s'appuyant  : 

'"  Sur  une  sphère  tangente  aux  deux  plans  de  projection,  ayant 
son  o^nlre  à  o°,4  »  droite  du  centre  de  la  feuille  et  à  o™,6  de 
chacu  n  cleâ  plans  de  projection  ; 

'^^  Sur  une  verticale  menée  par  l'extrémité  du  rayon  horizontal 
de  la  «^.phère  inclinée  de  45"  sur  le  plan  vertical  et  dirigée  vers  la 
gaucK^  en  avant. 

Déterminer  la  section  du  conoïde  par  le  plan  vertical. 

^^^Glyse.  —  Déterminer  les  surfaces  de  révolution  telles  que, 
en  chà^cun  de  leurs  points,  les  rayons  de  courbure  des  sections  prin- 
cipales soient  dirigés  dans  le  même  sens  et  aient  une  somme  con- 
sUnte  «. 

^^^  indiquera  la  figure  du  méridien  de  la  surface. 

Ccticul  cistronomique.  —  La  déclinaison  du  Soleil  étant  sup- 
posée boréale  et  égale  à  i6"32'48",  et  la  latitude  du  lieu  égale  à 
02°îitî'i^'',  calculer  à  o",  i  près  la  hauteur  du  Soleil  au-dessus  de 
Vhorizon  à  4**  28"  1 5*  de  temps  vrai. 

Mécanique, —  i®  Un  point  matériel  pesant  est  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  un  cvlindre  circulaire  droit  dont  l'axe  est  vertical.  Il 
est  soumis  en  outre  à  Taclion  d'un  centre  fixe  qui  l'attire  propor- 

• 

lionnellement  à  la  distance.  On  demande  d'étudier  le  mouvement 
nue  prendra  le  point  matériel,  les  conditions  initiales  de  ce  mou- 
vement élant  quelconques. 
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2"  Le  mouvement  d'un  point  matériel  est  défini  par  les  fc 
mules 

X  =  a  -¥■  b  t  -\^  c  ;*, 

z  —  a'-h  b't-^-c't^. 

Indiquer  la  nature  de  la  trajectoire  et  la  grandeur  de  raccélérati» 
à  un  instant  quelconque. 

NoYembre  1878.  —  Analyse.  —  Une  surface  de  révolution  auto 
de  Taxe  des  z  est  définie  en  coordonnées  rectangulaires  par  Téqu 
lion  z=^f{^)y  dans  laquelle  p  désigne  la  distance  d'un  point 
la  surface  à  Taxe. 

1°  Trouver  Téquation  différentielle  en  coordcmnées  polaires, 
pôle  étant  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires,  des  projectio 
sur  le  plan  des  xy^  des  courbes  tracées  sur  la  surface  qui  jouisse 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chaque  point  de  Tu 
d'elles  comprenne  la  normale  à  la  surface  en  ce  même  point  ; 

2°  Intégrer  Téquation  différentielle  obtenue. 

Mécanique,  —  Un  point  matériel  de  masse  égale  à  i  est  atti 

par  un  centre  fixe;  l'attraction  à  la  distance  :r  est  égale  à  -^  >  M  éta 

une  constante.  On  suppose  qu'à  l'origine  du  temps  ce  point  m 
tériel  est  situé  à  une  distance  a  du  centre  fixe  et  qu'il  est  anir 

perpendiculairement  au  rayon  vecteur  d'une  vitesse  égale  à  i/  ~ 

On  demande  de  déterminer  la  trajectoire  du  point  mobile,  d'asî 
gner  sa  position  et  sa  vitesse  à  l'époque  l  et  d'exprimer  l'arc  pa 
couru  depuis  l'origine  du  temps  par  une  intégrale  de  la  forme 

f j? 

(y4  suivre) 
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SCHLESINGEK  (0.).  —  Ueber  coxjugirte  binare  Formen.   Inauguraldisscr- 

tation.  —  57  p.  in-8';  Breslau,  1882. 

M.  Rosanes  {Journal  de  Crelle,  t.  70)  a  désigné  sous  le  nom 
(le  formes  con/ liguées  deux  formes  binaires  de  degré  n 


»a 


'l  -,_! 


1 
lelles  que  Tinvariant  simultané 

(««)*  =  «0  «/»—  -  «I  «rt-i  H- -h  (—  i)»  a„  <Xo 

^>l  Qui.  La  forme  la  plus  générale  conjuguée  d'une  forme  donnée 
^x  peut  évidemment  être  regardée  comme  composée  linéairement 
^^ec  n  formes  particulières. 

Veici  en  quoi  consiste  le  problème  traité  par  M.  Schlesinger. 

^^  sait  qu'on  peut  représenter  une  forme  binaire  a*  par  n  points 

^  Une  courbe  rationnelle,  les  n  valeurs  correspondantes  du  para- 

'ï^ètrequi  définit  uniformément  les  points  de  la  courbe  étant  res- 

P^tivement  égales  aux  racines  de  Téqualion  ^^  =  0;  supposant 

'Maintenant  qu'on  donne  ainsi  une  forme  a^  par  n  points  d'une 

Monique  ou  d'une  cubique  gauche,  on  demande  de  construire  toutes 

*^s  formes  conjuguées  a".  Ce  problème,  dans  le  cas  d'une  forme  du 

^^^isième  degré  représentée  par  trois  points  pi,  p2yP^  d'une  cu- 

*^'que  gauche,  a  été  résolu  par  M.  Sturm  {Journal  de  Crelle,  t.  80) 

^^»  en  effet,  il  est  susceptible  d'une  solution  extrêmement  simple  : 

*<^ute  forme  conjuguée  de  la  forme  définie  parles  trois  points/?!, 

^*>/>j  est  représentée  sur  la  cubique  par  trois  points  situés  sur 

^'^  quelconque  des  plans  qui  passent  par  le  point  d'intersection 

^^  plans  osculateurs  aux  points  y? o/>2î  /^a- 

•M.  Schlesinger  traite  avec  détail  de  la  construction  des  formes 
'^'^jiiguées  d'une  forme  du  troisième  degré  représentée  par  trois 

^uH.  des  Sciences  mat  hem.,  1*  série,  t.  Vif.  (Février  i883.)  S 
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points  d'une  conique  et  montre  comment  on  peut  s'élever  de  de^ — 
gré  en  degré  jusqu'à  la  construction  des  formes  conjuguées  d'un 
forme  de  degré  n,  en  supposant  celle-ci  représentée  soit  sur  un 
conique,  soit  sur  une  cubique  gauche. 


A.  SOUCHON,  Membre  adjoint  du  Bureau  des  Longitudes.  —  Traité  d'Astro-  — 

NOMiE  PRATIQUE,  Comprenant  Texposition  du  Calcul  des  éphéméridos  astro-  - 

nomiques  et  nautiques,  d'après  les  méthodes  on  usage  dans  la  composition  i 

de  la  Connaissance  des  Temps  et  du  Nautical  Abnannc.  —  Paris,  Gauthier-  - 
Villars;  i883.  Grand  in-8%  xciv-Sgôp. 

L'Ouvrage  que  M.  A.  Souchon  vient  de  publier  sous  ce  titre 
est  consacré  à  l'ensemble  des  formules  que  les  astronomes  et  les 
marins  appliquent  chaque  jour  pour  la  comparaison  des  observa- 
tions. Il  n'y  est  pas  question  des  observations  elles-mêmes.  L'au- 
teur s'est  proposé  d'offrir  aux  astronomes  et  aux  marins  un  com- 
mentaire de  la  Connaissance  des  Temps;  il  a  donné  avec  soin 
toutes  les  formules  qui  servent  à  la  construction  de  ce  Recueil  et, 
autant  que  possible,  les  a  démontrées. 

Ce  Traité  est  divisé  en  quatre  Parties,  dont  la  dernière  n'est 
que  le  tableau  des  formules  démontrées  dans  les  deux  précédentes. 
Un  tel  tableau  ne  nous  paraît  vraiment  utile  que  dans  un  Bureau 
de  calculs;  aucun  astronome  ne  se  résignera  à  appliquer,  sans  le 
comprendre,  des  formules  dont  la  démonstration  est,  en  définitive, 
assez  élémentaire.  L'habileté  avec  laquelle  l'auteur  a  su  résumer 
dans  les  trois  premières  Parties  les  diverses  questions  étudiées 
dans  cet  Ouvrage  nous  fait  regretter  qu'il  n'ait  pas  remplacé 
cette  quatrième  Partie  par  une  brève  théorie  des  instruments. 
Ainsi  complété,  son  Livre  serait  bien  un-  Traité  (V  Astronomie  pra- 
tique y  peu  encombrant,  d'un  usage  commode,  renfermant  tous  les 
renseignements  et  toutes  les  formules  qu'un  astronome  doit  avoir 
constamment  sous  la  main. 

La  première  Partie,  intitulée  :  Correction  des  positions  cé- 
lestes, traite  des  coordonnées  équatoriales  et  écliptiques,  géo- 
centriques  ou  héliocentriques,  du  passage  des  unes  aux  autres, 
des  relations  différentielles  entre  ces  coordonnées,  de  la  réfrac- 
lion  atmosphérique  par  la  méthode  de  Laplace,  de  la  parallaxe. 
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de  la  précession,  de  la  niilalion  et  de  Taberralion  des  fixes,  du 
Soleil  et  des  Planètes.  Il  n'y  est  pas  question  des  modifications  que 
la  prëcession  fait  subir  aux  nombres  qui  représentent  les  mouve- 
ments propres  des  étoiles. 

La  deuxième  Partie  a  pour  titre  :  Construction  des  éphémé- 
ridesy  et  est  consacrée  à  Tétude  du  calendrier,  de  la  construc- 
tion des  éphémérides  du  Soleil,  des  planètes,  de  la  Lune,  des 
étoiles  et  au  calcul  des  distances  lunaires. 

Hnfin,  dans  la  troisième  Partie  :  Prédiction  des  phénomènes 
astronomiques  y  il  est  question  des  éclipses  et  autres  phénomènes 
que  présentent  les  satellites  de  Jupiter,  des  éclipses  de  Lune  et  de 
Soleil  (ces  dernières  traitées  par  la  méthode  Woolhouse,  em- 
ployée au  A^autical  Almanac),  des  occultations  des  étoiles  et  des 
planètes  par  la  Lune,  des  marées,  des  passages  de  Vénus  et  de 
Mercure,  des  phénomènes  que  présente  Tanneau  de  Saturne. 

Toutes  ces  questions  sont  traitées  rapidement  et  généralement 
par  la  voie  la  plus  simple.  Peut-être  l'auteur  n'a-t-il  pas  assez 
insisté,  dans  la  transcription  des  formules  numériques,  sur  les 
unîtes  employées,  sur  la  fixation  précise  de  l'origine  du  temps; 
<^ertaines  formules,  certaines  constantes  reproduites  dans  TOuvrage 
et  cjui  ont  été  longtemps  employées  par  les  astronomes,  ont  été 
remplacées  plus  tard  par  d'autres  plus  exactes.  Peut-être  eût-il 
^^^  utile  de  donner  à  cet  égard  des  renseignements  très  précis; 
uy  a  là  un  des  points  les  plus  délicats  de  l'Astronomie  théorique. 
Ij auteur  nous  pardonnera  d'attirer,  en  vue  d'une  seconde  édition, 
son   attention  sur  ce  sujet. 

T^es   notes   courtes  et   intéressantes    terminent  plusieurs   cha- 
pitres. Ainsi,  à  la  fin  du  Chapitre  III  de  la  deuxième  Partie,  on 
trouve  une  utile  digression  sur  le  mouvement  des  planètes,  ellip- 
tique ou  troublé.   L'Ouvrage  est  terminé   par  des  Tables  num<^- 
nques  qui  seront  bien  accueillies. 

M.  Souchon  Ta  fait  précéder  d'une  Introduction  que  les  astro- 
nomes liront  avec  le  plus  vif  intérêt.  Cette  Introduction,  qui  ne 
compte  pas  moins  de  94  pages,  renferme  l'historique  de  diverses 
questions  traitées  dans  le  corps  du  livre  :  d'abord  une  histoire 
des  nombreuses  éphémérides  astronomiques  qui  se  sont  succédé 

depuis  celle  de  Regiomontanus(i/Î74)»  particulièrement  de  la  Con- 
i^oissance  des  Temps{on  trouve,  à  ce  propos,  le  récit  d'une  querelle 
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peu  mesurée,  entre  La  H  ire  etLerebvre,en  i7oo,qui  faitpeud'h< 
neur  au  caractère  de  ce  dernier);  puis  l^tiistoire  des  Tables  de 
Lune,  successivement  construites  par  Tobie  Mayer,  Masun,  B< 
vard,  Bùrg,  Burckhardt,  l^amoiseau,  Plana  et  Carlini,  Lubbo* 
Hansen  et  Delaunay;  Thistoire  des  Tables  du  Soleil  et  des  p 
nètes  de  Mayer,  La  Caille,  Lalande,  Lindenau,  Delambre,  B< 
vard,  Garlini,  Bessel,  de  Zach,  Hansen  et  Olufsen,  Le  Verri 
Newcomb,  Kowalski;  Thistoire  de  la  découverte  et  de  la  théo 
des  satellites  de  Jupiter  et  des  questions  qui  s'y  rattachent;  i 
énumération  d'un  certain  nombre  de  Catalogues  d'étoiles  ;  en 
de  courtes  notices  historiques  sur  les  éclipses  de  Lune  et  de  S 
leil,  sur  les  marées,  les  passages  de  Mercure  et  de  Vénus  et  i 
les  apparences  que  présente  Tanneau  de  Saturne. 

L^analyse  précédente  montre  assez  que,  si  l'Ouvrage  de  M.  S< 
chon  peut  comporter,  dans  une  édition  ultérieure,  quelqi 
améliorations  de  détail,  il  doit,  tel  qu'il  est,  rendre  aux  ast 
nomes,  aux  marins,  à  tous  ceux  qui  pratiquent  ou  qui  étudi< 
l'Astronomie,  de  réels  services.  B.  B. 


MÉLANGES. 

SUR  LA  BÉDUGTIOH  DES  IHTÉfiRALES   HTPEBELLIPTiaUES  AUX  FOlCTIi 
DE  PBEMI&RE,  DE  SEGOHDE  ET  DE  TROISliHE  ESPÈCE; 

Par  m.  IIEHMITK. 

L'étude  des  intégrales  hyperelliptiqucs  de  la  forme    /  — t=i> 

P,  Q  et  R  sont  des  polynômes  quelconques  en  x^  dont  le  dern 
est  supposé  n'avoir  point  de  facteurs 'multiples,  s'ouvre  par  la  i 
duction  à  un  terme  algébrique  et  aux  fonctions  de  première, 
seconde  et  de  troisième  espèce.  La  méthode  consiste  à  déco 
poser,   en  une  partie  entière  et  en  fractions  simples,  la  fracti 

rationnelle  g»    ce   qui    ramène  d'abord  aux   quantités     /  — t= 
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rdx 
p.;  on  fait  voir  ensuite  que,  en  désignant  le  degré 

R  par  r,  la  première  peut  être  réduite  pour  toute  valeur  de 
,  aux  cas  où  cet  exposant  ne  surpasse  pas  /* — 2,  tandis  que 
la   seconde  se  ramène,  par  un  procédé  analogue,  au  seul  cas  de 

Dans  une  leçon  à  la  Sorbonnc,  je  me  suis  placé  à  un  point  de 
vue  différent  pour  traiter  cette  question  importante,  et  je  vais  l'in- 
^'(fuer  en  peu  de  mots. 

•^e  partirai  de  la  forme  du  dénominateur  Q,  que  donne  la  mé- 
thode des  racines  égales,  à  savoir 

A,  B,  C^,  . . .  n'ayant  que  des  facteurs  simples  ;  mais,  en  outre,  je 
TOcllPaî  à  part,  s'il  y  a  lieu,  ceux  de  ces  facteurs  qui  appartiennent 
au  polynôme  R.  Dans  ce  cas,  j'adopterai  l'expression  suivante  : 

Q  =  A«^»  BP+»  Ct+>  . . .  S'T^ . . ., 

ou  S,  T,  . . .  sont  des  diviseurs  de  R,  et  il  me  sera  ainsi  permis  de 
supposer  A,  B,  G,  ...  premiers  avec  R. 

^cla  étant,  nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  G,  H,  . . . ,  M 
"*^s  polynômes  entiers 

V         G  H  M 

cl  Cette  expression  conduit  à  deux  types  d'intégrales 

J  A«^-'v/H     ^     J  SVr' 

n^e  je  vais  considérer  successivement. 
^^  ferai  d'abord  dans  la  première 

G  =  AX^A'RY, 

€n  remarquant  qu'on  satisfait  à  cette  condition,  au  moyen  de  po- 

*yn6nies  entiers  pour  X  et  Y^  attendu  que  A  et  A'R  n'ont  aucun 

lacleur  commun,  d'après  ce  que  nous  avons  supposé.  Nous  aurons 
donc 

r   Gdjc      _    r\dx  rA'Yy/H 
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ou  encore 

jA«-^^»/R      J  A-/K       «./         \AV/ 
Mais  on  oblieni,  en*  intégrant  par  parties, 

/--(f.)v/H-=ï#-/£#^'-. 

et  Ton  en  conclut  la  relation 


a  A' 


J  A'^-i/K      J  A«v/R      J         ^^ 

à  laquelle  je  donnerai  cette  autre  forme 

r   Gdx         _   rGxdx  _  Y  y/H 
J  A*^-»v/R    ^~ J  A*/R        *^*  ' 

en  posant,  pour  abréger, 

Gi  =  X-i-— YR'-4- iv'R. 
'2  2  a 

On  voit  que,  Gi  étant  un  polynôme  entier  comme  G,  celte 
égalité  donne  une  formule  de  réduction  dont  l'application  répétée 
conduit  à  l'expression  générale 

r  Gdx  rudx       *I>v/R 

où  n  et  O  représentent  des  fonctions  entières  de  la  variable. 

/M  dx 
- — j=.j  où  S  est  supposé 

un  diviseur  de  R,  de  sorte  qu'on  peut  poser 

Gela  étant,  je  détermine  deux  polynômes  entiers  X  et  Y,  par  la 

condition 

M  =  SX-hS'UY, 

à  laquelle  on  peut  ainsi  satisfaire,  puisque  S  et  S'U  sont  premiers 
entre  eux.  Nous  obtiendrons  par  là 

yidx        r\dT  /'S'UY 


j  S^'/K  ~  j  S»-»/R  ^  j  SVR       ' 
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puis,  en  remarquant  qu'on  peut  écrire  successivement 

S'Y/T 


.7  svh     J  ^o^\ 


dx 


celle  égalité  prend  la  forme 


rMdT  _  r  \dx  /    Dx<.Yv/u; 


1 

9  — 


(cr--i)S       ' 
Posons,  pour  abréger, 

M,  =  X  H ^—  YU'  H !— T  Y'  l  , 

nous  en  concluons  facilement 


/Mdx  _   r  Mt  dx   ^     Y  /a 


C'est  donc  encore  une  formule  de  réduction,  et  dont  l'application 
peut  se  continuer  sans  qu'on  soit,  comme  précédemment,  arrêté 
par  la  présence  d'un  logarithme.  De  proche  en  proche,  nous  en 
concluons  l'expression  générale 

Mdx        redx       H  /r 


/Mdx  _    / 


V/K 


clans  laquelle  B  et  H  représentent  des  polvnômes  entiers. 

Revenons  maintenant  à  l'intégrale  hyperelliptique,  qui  a  été  re- 
présentée par  la  formule 

rPdx  _    r    Gdx  r   Udx  r  M  dx  ^ 

J  Q/R  ~J  A*+t/H  "^J  BN-i/R  ^  J  SVH  ^"" 

Les   résultats   précédemment   obtenus   donnent   la   conclusion 
suivante  : 

Soit  K  =  ABC...   le  produit  des   fadeurs  simples  de  Q,   qui 
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n'apparliennent  pas  à  R  ;  si  l'oa  pose  Q  =  KL,  on  auru 

Pdx        r¥dx       G/H 


rvdx  _  rv dx 

J  Q/R~j  K/H 


en  désignant  par  F  et  G  des  polynômes  entiers  en  .r. 

L'intégrale  à  laquelle  se  trouve  ainsi  ramenée  la  proposée  con- 

duit  immédiatement,  si  Ton  décompose  la  fonction  rationnelle  t^ 

en  fractions  simples,  aux  fonctions  que  Ton  nomme  de  troisième 

espèce.  Mais  la  partie  entière  de  —  r  que  je  désignerai  par  E,  nous 

amène  à  traiter  un  dernier  point,  ayant  pour  objet  la  réduction  de 

— T=r-  Dans  ce  but,  j'emploirai  le  développement  en 

série,  suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  de  Fexpression 
suivante  : 

qu'on  obtient  facilement,  comme  on  va  voir. 

Désignons  par  r  le  degré  de  R,  et  supposons  le  module  de  la 
variable  supérieur  au  module  maximum  des  racines  de  Téquation 
R  =  o  ;  on  aura  d'abord 


Multiplions  ensuite  parle  polynôme  E,  dont  je  représente  le  degré 
par  e,  il  viendra  ainsi 

et,  par  conséquent^ 


/ 


— — -  =  a:    «/ — î- h -î- 

/RI'-  '• 


e hi        e 

2  'X 


Nous  concluons  de  là,  en  multipliant  de  nouveau  par  -r=9  qu'on 

peut  écrire 

E  rfj-      . ,      ^, 

=  M  H-  S, 


hi 


/H 
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M    étant    un  polynôme  en   x   de   degré   f^  — /• -|- i ,   S  une  série 

4  4  ,  ,  lofiTiT 

i_  .^ — i  _. ,  à  laquelle  s'ajoute,  s'il  y  a  Heu,  la  quantité  -j=-i 

multipliée  par  une  constante,  (^est  le  polynôme  M  qui  conduit  à 
la  réduction  cherchée.  Ayant  en  effet 

^  /„  /nv       IMR -+-M'R 
D^(M/R)=  ^ -= . 

je  considère  l'égalité 

J     /H  J     /H 

où  j'écris,  pour  abréger, 

et  je  remarque  que  le  degré  de  N  résulte  immédiatement  de  la 
relation 

Si  on  le  désigne  par/i,  et  qu'on  développe  suivant  les  puissances 
descendantes  de  la  variable,  on  trouvera  en  eflct,  en  égalant  les 
exposants  les  plus  élevés  dans  les  deux  membres,  la  condition 

r                    /• 
1  =  /t •  I . 

9.  i 

On  a  donc  /*  =  /*  —  2,  et  l'égalité 

E  dlr        r^  dx 


donne,  comme  nous  l'avons  dit,  la  réduction  de  l'intégrale  pro- 
posée. Je  terminerai  en  remarquant  que  l'équation  générale  précé- 
demment obtenue,  à  savoir 


rv dx  _   rF 
J  Q/H  ~J  K 


Fdx         Gy/H 
/R  L 


ne  détermine  pas  complètement  les  polynômes  F  et  G.  Sans  altérer 
la  forme  du  second  membre»  on  peut,  en  effet,  lui  ajouter  la  quan- 
tité identiquement  nulle 

J        /ïï 


Jl 


PREMIÈRE  PARTIE. 


où  H  est  un  polynôme  arbitraire.  Mais  nous  voyons  par  là  qu^ 
peut  toujours,  en  disposant  de  ce  polynôme,  supposer  le  degré 
G  moindre  que  celui  de  L. 

Pour  plus  de  clarté,  désignons  par  /,  gy  k,  l  les  degrés  de 
G,  K,  L  ;  on  aura  ainsi  g  =  l  —  1 1  et  notre  égalité  montre,  en  < 
veloppant  suivant  les  puissances  descendantes  de  x  le  terme 
gébriquc  et  les  deux  intégrales,  qu'il  faut  prendre  f=r-\-k  — 
si  l'on  suppose,  comme  on  peut  le  faire,  le  polvnôme  P  de  de{ 
moindre  que  Q.  Cela  étant,  il  est  facile  de  voir  que  G  et  F 

trouvent  alors  déterminés.  Prenons  en  effet  la  dérivée  de  l'éqi 

L' 
tion,  et  remarquons  pour  cela  que  le  quotient  -^  est  de  la  fori 

|T^  >  en  désignant  par  J  un  polynôme  de  degré  /•  -+-  A*  —  i .  Un  c 
cul  facile  nous  donne 

P  =  FL -^  G(iKR'  — J) -+- G'KR ; 

or,  le  degré  par  rapport  à  x  de  l'identité  à  laquelle  il  faut  ainsi 
tisfaire  étant  r -{-  k  -\-  l —  2,  on  obtient  r  -4-  A"  4-  / —  i  équatic 
qui  déterminent,  par  conséquent,  les  coefficients  de  G,  au  noinl 
de  /,  et  ceux  de  F,  au  non>bre  de  r  4-  A*  —  i .  De  là  résulte 
second  procédé  que  je  me  conlenterai  d'avoir  indiqué  en  quelqi 
mots,  pour  pai'venir  à  la  formule  générale  de  réduction  des  in 
grales  hyperelliptiques. 


DÉH0H8TBATI0H  ÉLÉMSnAIBE  DU  THÉORÈME  BELATIF  A  LA 

DBS  GÏÏBBS  DBS  HOMERES  SEGOHDAIBBS  ; 


Pab  m.  Exile  BAUBIEH. 


Formons  une  table  de  multiplication 

I X I,     1x2,     1x3, 
2x1,     2x2,     2X3,     . 


nxi,    /iX2,    71x3,     . 


,     I  X  n, 
,     2  X  /i. 


3x7? 


n  x/i. 


•   •  •  • 


La  somme  de  tous  les  produits  contenus  dans  les  N   premi< 
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lignes  et  les  N  premières  colonnes  est  évidemnienl  le  carré  de  la 
somjxie  des  N  premiers  nombres.  II  suffît,  pour  le  reconnaître, 
d'effectuer  la  sommation  par  lignes  horizontales  ou  verticales. 

Formons  la  somme  d'une  autre  manière.  Groupons  les  produits 
de  la  manière  suivante  : 

I  X  I 

(  I  X  2  H-  2  X  2 

/    -f-  2  X  I 

\        1X3-1-2x3-1-3x3 
/  -h  2  X  3  -h  I  X  3 

ix/i      -T-    2X/1-I-...      -h{n  —  i),n-h  n,n 

-l-(/i  —  i)/i-i-(/i  —  2)n-f-...-h    i./i, 

le  groupe  général  se  composant  de  tous  les  produits  contenus 
daris  la /i**"*  ligne  et  la  n'^'™'  colonne  jusqu'à  l'élément  commun 
io^Xusivement.  Si  l'on  fait  la  somme  de  tous  ces  produits,  dans 

chaque  groupe,  en  ajoutant  d'abord  ceux  que  nous  avons  disposés 

sur  la  même  ligne  verticale,  on  obtient  pour  le  groupe  de  rang  /i, 

n  fois  n^y  c'est-à-dire  n^. 

Donc  la  somme  des  cubes  des  N  premiers  nombres  est  égale  au 

carré  de  la  somme  de  ces  nombres. 


FACULTÉ  DES  8GIEVGE8  DE  PABI8. 

SUJETS  DONNÉS  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  ES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

(suite   KT   FIÎI.) 

Astronomie,  —  Sachant  qu'un  astre  A  a,  à  une  certaine  époque, 
pour  coordonnées  écliptiques 

X  =  2«5i'4',45    et    L  =  9«33'38',386, 

on  demande  les  coordonnées  équatoriales  correspondantes. 
On  prendra  pour  l'obliquité  de  l'écliptique 

to  =  23**  27' 32*,  09. 
Juillet  1879.  —  Analyse,  —  1"  Déterminer  les  trajectoires  or tho- 
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gonales  des  courbes  définies  en  coordonnées  rectangulaires  p; 
Téquation 

dans  laquelle  a  désigne  un  paramètre  variable. 

2°  Soit  AB  un  arc  de  courbe  sur  lequel  il  n'y  a  ni  points  singu- 
liers ni  points  d'inflexion.  En  un  point  quelconque  m  de  Tare,  on 
mène  la  normale  sur  laquelle  on  porte,  à  partir  de  m,  de  part  et 
d'autre,  les  longueurs  mnit,  mm^  égales  à  une  ligne  donnée  /;  le  "^ 
point  m  décrivant  Tare  AB,  les  points  /;*|,  m^  décrivent  deux  arcs 
correspondants  A|  B|  A3B2. 

Démontrer  les  relations  suivantes  : 

dans  lesquelles  S|,  S,  S,  représentent  les  longueurs  des  arcs  A|  B|« 
AB,  A2B2;  8  Tanglc  des  normales  extrêmes. 

On  suppose  que  Tare  A4  B| ,  situé  du  côté  de  l'arc  AB  où  se  trouve 
sa  développée,  ne  rencontre  pas  cette  développée. 

Epure,  —  On  donne  ;  1°  un  cône  de  révolution  dont  Taxe  est 
vertical.  Le  sommet  de  ce  cône  se  trouve  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille,  à  o™,  06  des  deux  plans  de  projection.  Les  généra  triées  font 
avec  l'axe  un  angle  de  45". 

2°  Une  droite  parallèle  au  plan  vertical  à  o"*,  09  en  avant  du  plan 
vertical.  La  trace  horizontale  de  cette  droite  est  à  0^,05  à  gauche 
du  centre  de  la  feuille  et  sa  projection  verticale  passe  par  la  pro- 
jection verticale  du  sommet  du  cône. 

On  demande  de  construire  le  contour  apparent  horizontal  du 
conoïde  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  constamment  sur 
la  droite  et  sur  le  cône. 

Indiquera  l'encre  la  construction  pour  trouver  un  point  du  con- 
tour apparent.  On  ne  représentera  à  l'aide  de  génératrices  que  la 
partie  de  surface  opaque  du  conoïde  placée  au-dessous  du  sommet 
du  cône,  tout  en  indiquant  en  Irait  mixte  la  portion  du  contour 
apparent  correspondant  à  la  région  enlevée  du  conoïde. 

Mécanique ,  —  Un  point  matériel  non  pesant,  de  masse  /«,  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  surface  d'une  sphère  de  rayon  /:  dans 
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chacune  de  ses  positions,  il  est  soumis  à  racllon  d^une  force  per- 
pendiculaire à  un  plan  fixe  P  mené  par  le  centre  de  la  sphère,  di- 
rigée vers  ce  plan,  et  dont  Tintensité  est  -yp»  z  désignant  la  dis- 
lance du  mobile  au  plan.  On  suppose  la  vitesse  initiale  parallèle  au 

plan  : 

I"  Xrouver  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  P; 

2*^  Y  et  0  désignant  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quel- 
conque de  cette  projection,  donner  les  expressions  de  r  et  de  0  en 
fonctioYi  du  temps,  dans  le  cas  où  Ton  a 

^0  désignant  la  vitesse  initiale  et  z^  la  valeur  initiale  de  z. 


Astmynomie,  —  L'obliquité  de  l'écliptique  étant  supposée  de 
23"a7' aC,  4?  on  donne  l'ascension  droite  d'un  astre  égale  à 
i4''*7*"35%28  et  sa  déclinaison  égale  à  —  46°49'i3\7.  Calculer 
la  longitude  et  la  latitude  à  o'',  i  près. 

Anctrlyse.  —  Étant  donné  le  paraboloïde  défini  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

m  .r*  -+-  î'* 


aflf 


> 


on  considère  sur  cette  surface  les  courbes  dont  les  tangentes  font 
un  angle  constant  donné  y  avec  l'axe  OZ: 

*  "  Trouver  l'équation  différen  tielle  des  projections  de  ces  courbes 
sur  le  plan  XOY  et  montrer  que  l'intégration  de  cette  équation  se 
ramène  à  une  quadrature  ; 

^'*  Eilectuer  la  quadrature  et  construire  la  projection  dans  le  cas 
particulier  où  m  est  égal  à  l'unité. 

^'^Odnique,  —  i"  Étudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  M 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  un  paraboloïde  de  révolution  et  attiré 
vers  le  foyer  F  de  ce  paraboloïde  par  une  force  inversement  pro- 
porliormelle  au  carré  de  la  distance. 

^  On  sait  qu'il  existe  à  chaque  instant  dans  le  mouvement  d'un 
piannxobile  Q,  sur  un  plan  fixe  P,  deux  points  dont  l'un  a  une  vi- 
tesse nulle  et  l'autre  une  accélération  nulle. 
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On  demande  quel  doit  être  le  mouvement  du  plan  Q  sur  1 
plan  P  pour  que  le  point  B  soit  fixe  et  la  distance  AB  constante. 

Astronomie.  —  Calcul  d'une  éclipse  de  Lune. 

Heure  de  rapparition,  temps  moyen i7'*39"*3o%3 

Déclinaison  à  cette  époque  de  la  Lune 4  •  ^3 . 1 7 , 4 

Déclinaison  du  Soleil 3 .  57 . 1 5 ,9 

Mouvement  horaire  en  ascension  de  la  Lune. . .  3o.  11 ,3 

Mouvement  horaire  en  ascension  du  Soleil  ....  a.  18 

Mouvement  en  déclinaison  de  la  Lune 16.  i3,6 

Mouvement  en  déclinaison  du  Soleil 58, 7 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune ^7.59,9 

Parallaxe  horizontale  du  Soleil 8,9 

Demi-diamètre  de  la  Lune i5.49,8 

Demi-diamètre  du  Soleil 16.  7,9 

On  demande  Tépoque  du  commencement,  du  milieu  et  de  la  fin 
de  Téclipse. 

Novembre  1879-  —  yinalyse,  —  On  donne  les  deux  surfaces  défi- 
nies en  coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

Y 
z  =  aarctang  -  (hélicoïde  gauche) 

et 

surface  engendrée  par  la  rotation  d'une  chaînette  autour  de 
Taxe  OZ. 

Soient  M  un  point  de  la  première  surface,  M|  un  point  de  la  se- 
conde, 0  Tangle  du  plan  MOZ  avec  le  plan  ZOX,  /  la  distance  du 
point  Màl'axeOZ,  Oj  l'angle  du  méridien  M|OZ  avec  le  plan  ZOX, 
T  l'arc  AM|  de  ce  méridien  compris  entre  le  point  m^  et  Téqua- 
teur  de  la  surface.  On  dit  que  le  point  ni^  de  la  deuxième  surface 
correspond  au  point  m  de  la  première  lorsqu'on  a  6|  =  6,  t  =  /;  le 
point  M  décrivant  une  courbe  G  sur  la  première  surface,  le  point 
M,  décrit  une  courbe  correspondante G|  sur  la  deuxième  surface: 

1"  Démontrer  que  les  arcs  correspondants  des  courbes  C  et  C| 
ont  même  longueur; 
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2"  A_>éinoDtrer  que  les  produits  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux <des  deux  surfaces  en  deux  points  correspondants  sont 
égaux.  . 

Aftr^i^ unique.  —  Une  figure  plane  se  meut  dans  son  plan  de  ma- 
nière   ^i^ue  deux  de  ses  points  Aet  B  restent  constamment  sur  deux 
droite  ^&  rectangulaires  fixes  Ox,  Oy\  on  sait  que  le  point  A  est 
animc^     d'un  mouvement  uniforme  sur  la  droite  O^. 
Ott.      propose  de  déterminer  pour  une  époque  quelconque  : 
i"*    T  ^  vitesse  angulaire  a>  de  la  rotation  autour  du  centre  instan- 
tanée 

2°    JL.'accéIération  d'un  point  quelconque  de  la  droite  AB  en  gran- 
deur ^  l  en  direction. 

Soî.<3nt  O  un  centre  d'attraction,  OXune  droite  fixe  passant  par 
ce  p(»  i.:Kit;  un  point  matériel  M  est  sollicité  à  chaque  instant  par  une 

force       dirigée   vers   le   point   O   et  dont  l'intensité  est  —z r^:» 

n  dési  gnant  une  constante,  r  et  0 jetant  les  coordonnées  polaires  du 

point    M,  r  =  OM;  6  =  XOM.  La  vitesse  initiale  est  dirigée  dans 

le  pls^xi  qui  passe  par  la  position  initiale  M©  et  la  droite  OX.  On 

demsàxide  de  déterminer  la  nature  de  la  trajectoire  du  point  maté- 
riel. 

Ex^^miner,  en  particulier,  le  cas  où  la  vitesse  initiale  est  per- 
pend  i  c;ulaire  à  OMo- 

Astronomie,  —  Calculer   l'anomalie  excentrique  et  l'anoma- 
lie nrmoyenne  d'une  planète,   sachant  que  l'anomalie  vraie  est  de 
ïiS**  3  y  iS^etquel'excentriciléderorbite  a  pour  valeur  0,016759366. 

iiitUet  1880.  —  Analyse,  —  Déterminer  la  courbe  C  telle  que  le 
triangle  TMN,  dont  les  côtés  sont  la  tangente  MT  en  un  point 
quelconque,  la  normale  MN  au  même  point,  la  perpendiculaire 
OT  élevée  au  pôle  O  sur  le  rayon  vecteur  OM  ait  une  aire  con- 
stante donnée  a^. 

On  indiquera  la  figure  de  chacune  des  branches  de  la  courbe. 

^pure.  —  On  considère  une  surface  réglée  ayant  pour  direc- 
trices : 

ï"Une  circonférence  avant  son  centre  sur  le  grand  axe  de  la 
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feuille  à  o"*,io  des  deux  plans  de  projcclion.  Le  plan  de  cette  cir- 
conférence est  horizontal  et  elle  a  o'",o4  de  rayon  ; 

2°  Une  perpendiculaire  au  plan  vertical  sur  le  grand  axe  de  la 
feuille  a  o"*,i4  au-dessus  de  ce  plan  horizontal; 

S""  Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  à  o™,io  en  avant  du  plan 
vertical  et  o™,o6  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Indiquer  à  Tencre  la  détermination  d'un  point  du  contour  ap- 
parent. 

Mécanique,  —  Un  fil  flexible  et  inextensible  sans  masse,  àm. 
longueur  /,  passe  sur  une  très  petite  poulie  O  et  porte  à  ses  deu's 
extrémités  deux  points  matériels  M  et  M'  de  masses  m  et  ni'. 

Le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  droite  fixe  OX 
il  est  attiré  proportionnellement  à  la  distance  par  un  point  fixe  A 
de  celte  droite. 

Trouver  le  mouvement  des  deux  points  M  et  M',  ce  mouvemen 
étant  supposé  se  faire  dans  le  plan  qui  passe  par  OX  et  M'^,  posi- 
tion initiale  de  M'. 

On  fera  OA  =  a  et  l'on  représentera  par  [x/n  Tattraction  de  A. 
sur  M  à  la  distance  i . 

On  supposera  qu'à  l'origine  du  mouvement  le  point  M  est  en  O 
et  qu'il  a  reçu  une  vitesse  h  dirigée  de  O  vers  A,  que  le  point  M' 
a  reçu  une  vitesse  k  perpendiculaire  sur  0M'„. 

Eflectuer  les  quadratures  lorsque  /=  a  et  trouver  la  trajectoire 
de  M';  fafre  complètement  les  calculs  en  supposant 


m  =  m\ 


Astronomie.--  Le  demi-grand  axe  de  Torbite  d'une  planète  est 
égal  à  2,954267;  l'excentricité  est  égale  30,218709.  Étant  donnée 
l'anomalie  vraie  égale  à  1 43®  28' 17", 6,  calculer  les  valeurs  corres- 
pondantes du  rayon  vecteur  et  de  l'anomalie  moyenne. 

Analyse.  —  L  En  un  point  quelconque  M  de  la  chaînette  défi- 
nie en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquation 


on  mène  la   tangente,  que  l'on   prolonge  jusqu'à  son   point  de 
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rencontre  T  avec  Taxe  Ox^  puis  l'on  fait  lourner  la  figure  autour 
de  cet  axe. 

Exprimer  la  différence  des  aîres  décrites  par  l'arc  de  chaînette 
AM,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe,  et  par  la  tangente  MT  : 

I**  Kn  fonction  de  l'abscisse  du  point  M; 

2**  En  fonction  de  l'abscisse  du  point  T. 

IL  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires et  dans  le  plan  ZOX  une  courbe  donnée  G.  Une  surface  est 
engendrée  par  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  reste  pa- 
rallèle au  plan  XOY,  dont  le  centre  décrit  la  courbe  C  et  qui  ren- 
contre constamment  OZ. 

On  demande  de  former  l'équation  différentielle  des  lignes  asym- 
ptotiques  de  la  surface  en  prenant  pour  variables  la  coordonnée  Z 
d'un  point  quelconque  Met  l'angle  0  du  rayon  du  cercle  qui  passe 
en  ce  point  avec  la  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX. 

Appliquer  au  cas  où  la  courbe  G  est  une  parabole  ayant  le 
point  O  pour  sommet  et  la  droite  OX  pour  axe. 

Mécanique.  —  i**  Un  tube  circulaire,  infiniment  petit,  peut  tour- 
ner librement  autour  d'un  de  ses  diamètres  qui  est  fixe;  dans 
Tmtérieur  du  tube  peut  se  mouvoir  sans  frottement  un  point 
matériel. 

Déterminer  le  mouvement  de  ce  système  en  supposant  que  les 
seules  forces  qui  agissent  sur  le  tube  et  sur  le  point  soient  leurs 
réactions  normales  mutuelles. 

^^  donne  le  rayon  r  du  cercle,  le  moment  d'inertie  A  du  tube 
par  rapporta  l'axe  fixe  et  la  masse  m  du  point  mobile. 

^-"  Un  corps  solide  se  meut  autour  d'un  point  fixe;  trouver  à 
chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corps  pour  lesquels  l'accéléra- 
lion  est  perpendiculaire  à  l'axe  instaritané  de  rotation. 

''^^frcmnmie.  —  A  un  lieu  dont  la  latitude  est 

'^  "•'^If^nce  zénithale  observée  est 

Z:^GI^î8'3o': 

la  réfraction  calculée  i',8; 

^^'ii.des  Sciences  mathcm.,  2*  série,  l.  VII.  (Février  i883.)  4 
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les  coordonnées  équatorîales  de  l'étoile  observée 

iR  =  4»'28'"48',38, 
8  =  73^44' 3o'. 

On  demande  l'heure  sidérale. 

Novembre  1880.  —  Analyse,  —  On  considère  le  conoïde  défini 
par  l'équation  ♦ 


-^di) 


I**  Former  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotîqiies  du 
conoïde. 

2°  Intégrer  cette  équation. 

3**  Chercher  quelle  doit  être  la  fonction  <p  pour  que  la  projec- 
tion de  Tune  des  lignes  asymptotiques,  sur  le  plan  de  xy^  soit  le 
cercle  représenté  par  l'équation  x^  -{-y^  =  ay. 

Quelles  seront,  dans  ce  dernier  cas,  les  projections  des  autres 
lignes  asymptotiques. 

Mécanique.  —  On  donne  un  c(^ne  de  révolution  dont  Taxe  OZ 
est  vertical  et  l'angle  au  sommet  AOB=  2a;  en  O  se  trouve  une 
très  petite  poulie  sur  laquelle  passe  un  fîl  de  longueur  /,  portant  à 

Fig.  4. 


ses  deux  extrémités  des  poids  égaux  à  M  et  M';  M  est  assujetti  à 
rester  sur  la  surface  du  cône  M'  sur  l'axe  OZ. 
Déterminer  le  mouvement. 
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On    supposera,  pour  les   données    initiales,  que,  pour  /  =  o, 

OM  =  To  ;  que  la  vilesse  initiale  Vo  du  point  M  est  égale  à  s/'^gh 
el  est  dirigée  tangentiellement  au  parallèle  du  point  de  départ; 
enfin  que  la  vitesse  initiale  de  M'  est  nulle. 

On  s'attachera  particulièrement  à  fixer  les  limites  entre  les- 
quelles varie  la  distance  OM  =  r. 

On  considérera,  en  dernier  lieu,  le  cas  de 

3  1 

Astronomie.  —  La  durée  de  la  révolution  d'une  planète  autour 
du  Soleil  est  de  io35J**"",438,  l'excentricité  de  son  orbite  est 
0,24536^.  Calculer  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  passage  de  la 
planète,  à  son  périhélie,  jusqu'à  l'instant  auquel  son  rayon  vec- 
teur est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Juillet  1881.  —  Analyse,  —  On  donne  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

/      dz  dz\      ,  ,  /      dz  dzY 

les  coordonnées  étant  rectangulaires  : 

1^  Transformer  cette  équation  en  substituant  aux  variables  indé- 
pendantes X  ely  les  coordonnées  polaires  p  (*t  0. 

2"  Intégrer  l'équation  transformée  et  indiquer  le  mode  de  géné- 
ratrice des  surfaces  représentées  par  l'intégrale. 

Géométrie  descriptive.  —  On  donne  : 

!*•  Une  circonférence  AA' dans  un  plan  horizontal  à  o™,o8  au- 
dessus  du  plan  horizontal.  Le  centre  de  cette  circonférence  se 
trouve  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  ©""joS  en  avant  du  plan  ver- 
tical, et  le  rayon  a  pour  longueur  o"\o4; 

2"  La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  BB'  à  o'",o4  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  o™,o8  en  avant  du  plan  vertical; 

3**  La  verticale  C  à  o"',o4  à  droite  du  centre  de  la  feuille  et  o",o4 
en  avant  du  plan  vertical. 
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Trouver  : 

I"  Un  point  de  contour  apparent  vertical  de  la  surface  réglée 
déterminée  par  les  trois  directrices  ABC  ; 

a"  Un  point  de  la  trace  horizontale  de  la  même  surface,  ains* 
que  la  tangente  en  ce  point. 

Astronomie.  —  La  comète  de  Donati  fut  observée  par  Jame^ 
Ferguson,  à  Washington,  le  i3  octobre  i858,  à  6^*26"* 21  Soi  temp» 
moyen,  qui  trouva  pour  Tascension  droite  et  la  déclinaison  corri^ 
gées  de  la  réfraction 

•H»  =  236°48'o',o5, 
(ô  =  7°36'5'2',o8, 

le  logarithme  de  la  dislance  de  la  comète  à  la  Terre  étant 

/A  =  9,7444. 
On  demande  le  lieu  géocen trique  correspondant. 

Analyse.  —  i**  Former  Téquation  du  second  degré  qui  donne 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  du 
paraboloïde  défini ,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équa- 
tion 

(I)  77"^   A   =^^' 

a         0 

2"  Exprimer,  en  fonction  de  la  variable  z,  chacun  des  deux 
rayons  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de  rencontre  du 
paraboloïde  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par  Téquation 

Astronomie.  —  Le  i*^  janvier  i85i,  fascension  droite  de  a  du 
Cocher  (la  Chèvre)  était  de  5'*5"'42%o3,  et  la  déclinaison 
45°5o'22", 4.  On  demande  de  trouver  sa  longitude  et  sa  lati- 
tude en  adoptant  pour  l'obliquité  de  Técliptique 

23*^27'  25% 47. 

Mécanique.  —  On  considère  la  surface  engendrée  par  une  cy- 
cloïde  ACB,  tournant  autour  de  sa  base  AB. 

Un   point  matériel  M,   non  pesant,  est  assujetti  à  rester  sur 
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celle  surface  que  l'on  suppose  parraltement  polie;  le  point  M  est 
soumis  à  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  AB,  dirigée  vers 
AB  et  dont  l'intensité  est  proportionnelle  à  la  distance  r  du  mo- 
bile ik  AB.  Déterminer  le  mouvement  et  discuter  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter.  Fixer  les  limites  entre  lesquelles  r  peut 
varier. 

Données,  —  a,  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cjcloïde; 
To,  valeur  initiale  de  r;  s,  angle  de  r^  avec  la  tangente  au  paral- 
lèle du  point  de  départ;  A',  intensité  de  la  force  d'attraction 
exercée  par  AB  sur  l'unité  de  masse  placée  à  la  distance  i 
de  AB. 

Un  triangle  isoscèle  rectangle  AOB  de  forme  invariable  et  dans 
lequel  le  sommet  O  de  l'angle  droit  est  fixe  est  animé  d'un  mou- 
vement quelconque.  Soient,  à  un  instant  quelconque,  AA',  BB' 
les  vitesses  respectives  des  points  A  et  B.  Démontrer  que  la  pro- 
jeciioQ  de  AA'  sur  OB  est  égale  à  la  projection  de  BB'  sur  AO  et 
que,  des  deux  angles  formés,  l'un,  par  les  directions  AA'  et  OB, 
l'autre,  par  les  directions  BB'  et  OA,  l'un  est  aigu  et  l'autre 
oblus. 

^yoç*^mbre  1881.  —  Déterminer  les  fonctions  u  et  i^  de  deux 
variables  indépendantes  x,  y  dont  les  différentielles  totales  véri- 
fient los  relations 

du  =(3u-^iiv)dj:  -^{lu-h  i2p)c(^, 

dv  ={u  -\-2v)dx -h(u-h  v)dy, 

M^^^cinique.  —  On  considère  deux  points  matériels  M,  M'  de 
inaâS&s  m  et  /«',  que  l'on  suppose  non  pesants.  L'un  d'eux  M  est 
ass^l^^li  à  demeurer  sur  un  plan  P;  l'autre  à  demeurer  sur  une 
jfoi^^  OZ,  perpendiculaire  au  plan  P.  De  plus,  ces  deux  points 
goot  reliés  par  un  fil  tendu  MOM'  de  longueur  /,  qui  passe  par 
iip6  petite  ouverture  pratiquée  en  O  dans  le  plan  P.  On  demande 
Je  déterminer  le  mouvement  de  ces  deux  points,  en  supposant 
qa'ih  se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance,  la  répul- 
sion mutuelle  à  la  distance  i  étant  [x.  On  négligera  le  frottement, 
f^l  I  on  représentera  par  Pq  la  dislance  du  point  O  à  la  position 
centrale  M©  de  M  par  v©  la  vitesse  initiale  de  M,  qui  sera  suppo- 
sera perpendiculaire  à  OMq  ; 
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2°  Un  poinl  M  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  un: 
hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  dont  on  demande  : 

1°  De  montrer  que,  toutes  les  fois  que  le  point  M  traverserais 
plan  (P),  la  normale  à  la  trajectoire,  située  dans  ce  plan  (P),  is 
passer  par  un  point  fixe  de  ce  plan.  On  projette  le  point  M  sur  u_ 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  cylindre,  parallèlement  à  la  tan 
gente  à  Thélice  au  point  où  elle  coupe  ce  plan.  Soit  m  la  projee 
tion  de  M.  On  construit,  à  un  instant  quelconque,  la  grandeia 
géométrique  qui  représente  l'accélération  du  point  m-Ondemandi 
le  lieu  du  point  /n'.  Dans  quel  cas  ce  lieu  se  réduira-t-il  à  un 
droite?  Quelle  est  la  trajectoire  du  point  ml 

Aslronomie,  —  Sachant  que  les  coordonnées  écliptiques  d'u 
astre  sont,  à  une  certaine  époque, 

X  =  2^5i'4',  55, 
4^r=9°33'38',  386. 

On  propose  de  trouver  les  coordonnées  équatoriales  corres- 
pondantes. L'obliquité  de  l'écliptique  est  supposée  égale  à 

(V  =  iV '}.-]'  3/.  935. 

On  a,  pour  Washington, 

cp  =  38«53'39',o3, 
/pcoscp'=  9,8917, 
/psin'x.'=  9,7955, 

et  le  temps  moyen  de  l'observation  réduit  en  temps  sidéral  est 

e=  i9''55™i6%98. 

Mécanique,  —  On  donne  une  ellipse  dont  les  axes  ont  pour 
longueur  ia  et  ai;  celte  ellipse  sert  de  base  à  un  cylindre  droit 
indéfini,  sur  lequel  un  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir. 
Ce  point  est,  en  outre,  attiré  proportionnellement  à  la  distance 
par  le  centre  O  de  l'ellipse.  Déterminer  le  mouvement  et  discuter 
les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Données  :  on  représentera  par  k-  l'attraction  du  centre  O  sur 
l'unité  de  masse,  à  Tunité  de  distance,  par  Vq  la  vitesse  initiale, 
par  e  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  génératrice  du  cylindre,  par  z^  la 
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disiance  de  la  position  initiale  du  mobile  au  plan  de  l'ellipse,  et 
par  Xfi  la  distance  de  ce  même  point  au  plan  qui  passe  par  Taxe 
du  cylindre  et  le  petit  axe  de  Tellipse. 

Appliquer  les  formules  trouvées  au  cas  du  b  =  a;  que  faut-il 
ciaos  ce  cas,  pour  que  la  trajectoire  soit  une  courbe  formée,  ou 
bien  une  courbe  plane? 

Calculer,  dans  la  même  hypothèse,  la  réaction  du  cylindre. 

Dynamique, —  On  considère  la  surface  engendrée  par  une  cy- 
cloïde  ACB  tournant  autour  de  sa  base  AB. 

XJn  point  matériel  M  non  pesant  est  assujetti  à  rester,  dans  cha- 
cune de  ses  positions  sur  cette  surface,  que  Ton  suppose  parfaite- 
ment polie  ;  le  point  M'est  soumis  à  l'action  d'une  force  perpendicu- 
laire à  AB,  dirigée  vers  AB,  et  dont  l'intensité  est  proportionnelle 
à  la  distance  r  du  mobile  à  AB.  Déterminer  le  mouvement  et  dis- 
cuter les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter;  fixer  les  limites 
entre  lesquelles  r  peut  varier. 

Données  :  «,  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  ;  t^o»  vi- 
tesse initiale;  To,  valeur  initiale  de  r;  £,  angle  de  v^  avec  la  tan- 
pente  au  parallèle  du  point  de  départ;  A*^,  intensité  de  la  force 
d'attraction  exercée  par  AB  sur  l'unité  de  masse  placée  à  la  dis- 
lance I  deAB. 

Cinématique, —  Un  triangle  isoscèle  rectangle  AOB,  de  forme 
invariable,  et  dans  lequel  le  sommet  O  de  l'angle  droit  est  fixe, 
est  animé  d'un  mouvement  quelconque  :  soient,  à  un  instant  quel- 
conque, AA',  BB'  les  vitesses  respectives  des  points  A,  B. 

l-'cmontrer  que  la  projection  de  AA'  sur  OB  est  égale  à  la  pro- 
jcction  de  BB'  sur  OA  et  que,  des  deux  angles  formés,  Tun  parles 
directions  AA'  et  OB,  Tautre  par  les  directions  BB'  et  OA,  Tun  est 
aig«  et  Vautre  obtus. 

'astronomie,  —  Le  i"  janvier  i8,")f,  l'ascension  droite  de  a^ 
Cocher  (U  Chèvre)  était  de 

et  la  déclinaison 

On  demande  de  trouver  sa  longitude  et  sa  latitude,  en  adoptant 
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pour  Tobliquité  de  récliplique 

Analyse.  —  i**  Former  l'équation  du  second  degré  qui  donne 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  quelconque  du  pa- 
raboloïde  défini,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  l'équation 

(l)  h^-r-=^z. 

'à?  Exprimer,  en  fonctions  de  la  variable  ^,  chacun  des  deux 
rayons  de  courbure  principaux,  pour  tout  point  de  la  ligne  de 
rencontre  du  paraboloïde  proposé  avec  le  paraboloïde  défini  par 
l'équation 
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COMPTES   RENDUS   ET  AN^ 

^ETTO    (E.).  —   SUBSTITUTIOXSTHEORIK  UND  III RE  ANWKNDUNO  AUP  DIE 

Algebra.  —  I  vol.  iD-8°.  Leipzig^  Teubncr;  1882. 

X) ans  son  Traité  bien  connu,  M.  Jordan,  développant  les  mé- 
ihod^s  de  Galoîs,  considère  la  résolution  par  radicaux  comme^ne 
des  applications  de  la  théorie  des  substitutions.  En  se  plaçant  à  ce 
poîntdevue,  il  faut  étudier  les  groupes  de  substitutions  comme 
un  nouvel  algorithme  et  en  développer  les  propriétés  indépen- 
damment de  toute  application.  Cette  méthode  a  Tavantage  de  don- 
ner des  résultats  généraux  pouvant  avoir  des  applications  nom- 
breuses. 

M,  Kronecker,  suivant  une  voie  toute  différente,  montre  que  le 

principe  de  Galois  résulte  de  la  théorie  générale  de  Télimination. 

Sa  méthode,  qui  consiste  tout  d'abord  à  ne  faire  que  le  nombre 

d  abstractions  nécessaires  pour  résoudre  les  questions  d^Algèbre 

dans  toute  leur  généralité,  permet  d'avoir  toujours  présent  à  Tes- 

prit  l'objet  même  que  Ton  a  en  vue,  d'insister  sur  ses  propriétés 

essentielles,  et,  dans  les  recherches  si  difficiles  de  l'Algèbre,  donne 

ainsi  moins  de  prise  à  l'erreur. 

Je  caractériserai  TOuvrage  de  M.  Netto  en  disant  que  c'est  à  la 
fois  une  introduction  à  la  lecture  des  différents  Mémoires  publiés 
sur  la  théorie  des  substitutions  et  à  l'étude  des  Communications 
célèbres  faites  par  M.  Kronecker  à  TAcadémic  des  Sciences  de 
Berlin. 

U  est  écrit  dans  un  style  à  la  fois  clair  et  concis  et  a  l'avantage 
de  contenir  des  exemples  nombreux.  La  division  des  matières  est 
faîte  avec  art,  et  l'intérêt  que  l'on  éprouve  à  la  lecture  de  TOuvrage 
ne  faiblit  pas  un  instant.  C'est  déjà  un  bien  beau  résultat,  si  l'on 
songe  que  l'on  a  aflaire  à  l'une  des  branches  les  plus  arides  des 
Mathématiques. 

Une  seule  fois  (§  S6),  on  suppose  connu  un  théorème  qui  n'est 
démontré  que  plus  tard  (§  lOi),  afin  de  pouvoir  énoncer  de  suite, 
(Vunc  manière  générale,  le  théorème,  que  le  plus  grand  commun 

/?////.  fiex  Srienrejt  mathom.,  v.'  sôrir.  t.  Vfl.  CMars  iK8.*i.>  '» 
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diviseur  des  discriminants  de  toutes  les  fonctions  corrcspondani 
au  même  groupe  est  une  puissance  déterminée  du  discrimînani 
des  éléments  du  groupe.  On  est  ainsi  amené  à  parler,  dès  le  §  56 
d'un  genre  de  fonctions,  alors  que  l'idée  même  de  genre  n'est  in 
troduite  que  plus  tard  (§  98). 

Les  fautes  d'impression  sont  peut-être  un  peu  nombreuses 
mais  elles  ne  sont  d'aucune  importance. 

L*auteur  nous  dit,  dans  sa  Préface,  que  si  la  différence  des  mé- 
thodes employées  ne  lui  a  pas  permis  de  faire  usage  de  l'Ouvragi 
de  Jd*  Serret,  il  doit  à  celui  de  M.  Jordan,  non  seulement  le: 
idées  fondamentales  qu'il  y  a  puisées,  mais  encore  la  marche  sui- 
vie dans  certaines  démonstrations  du  Traité  des  substitutions 
Mais  bien  souvent  on  remarque  l'influence  exercée  par  la  lectun 
des  publications  de  M.  Kroneckcr  sur  le  choix,  des  méthodes  em- 
ployées. Et  il  est  bien  naturel  que  M.  Netto  regrette  de  n'avoir  pi 
tenir  compte  de  la  publication  trop  récente  du  profond,  mais  dilli- 
cile  Mémoire  de  l'illustre  géomètre  :  Grundzûge  einer  arithnie 
tischen  Théorie  der  algebraischen  Grossen  (  *  ). 

Le  Livre  de  M,  Netto  se  distingue  du  Traité  de  M.  Jordan  e 
par  son  point  de  départ,  et  parce  qu'il  limite  l'étude  des  groupe: 
de  substitutions  à  celles  de  leurs  propriétés  qui  trouvent  une  ap 
plication  immédiate  dans  la  théorie  de  la  résolution  des  équation: 
par  radicaux.  La  première  Partie  comprend  une  théorie  des  sub- 
stitutions et  des  fonctions  entières;  dans  la  seconde  moitié  di 
volume^  cette  théorie  est  appliquée  à  l'étude  des  équations  algé 
briques.  Ce  qui  fait  l'originalité  de  l'Ouvrage  est  la  méthode  sui- 
vie par  l'auteur.  Je  vais  essayer  d'en  donner  un  aperçu. 


(')  Ce  grand  Mémoire  est,  en  eiTct,  la  base  des  belles  théories  de  M.  Kronecker 
Sa  publication  tend  à  réaliser  Fespoir  exprimé  par  M.  Jordan  dans  la  préface  d< 
son  Traité  des  substitutions ^  de  voir  grouper  un  jour  en  un  corps  de  doetrinf 
suivi  et  complet,  les  beaux  théorèmes  du  célèbre  géomètre. 

Mais  il  reste  à  développer  ces  théories  et  à  les  faire  connaître  à  tous.  M.  Kron 
ecker  a  bien  voulu  m'autoriser  à  entreprendre  ce  travail.  Grâce  à  son  extrém* 
obligeance,  je  pense  tout  d'abord  rédiger  et  publier  prochainement  sa  Théori 
générale  de  /'é/iminafion,  un  des  Chapitres  les  plus  importants  de  ses  recherches 
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II. 


OrM.     trouve  facilement  des  fonctions  entières  de  plusieurs  va- 
riable ^  indépendantes  dont  la  forme  ne  change   pas  quand    on 
écharB  ge  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles  les  n  variables 
qu'elles  renferment.  Ces  fonctions  sont  dites  symétriques;  elles 
sont  ^:mnivalentes.  Inversement  il  est  facile  de  voir  que  toute  fonc- 
ÙOQ  entière  univalente  est  symétrique.  Toute  fonction  symétrique 
de  n    déments  peut  s'exprimer  rationnellement  et  d'une  seule  ma- 
nière  j)ar  les  fonctions  symétriques  élémentaires  de  ces  éléments. 
Une  des  fonctions  symétriques  les  plus  importantes  est  le  discri- 
roinaiv^t  A  des  n  quantités  x^^x^y  .  . . ,  a:„. 

Loi'squ'une  fonction  entière  n'est  pas  symétrique,  elle  est  multi- 
valente.  Les  fonctions  multivalentcs  les  plus  simples  sont  les  fonc- 
lions  bivalentes;  leur  étude  nous  indique  la  voie  qui  devra  être 
suivie  pour  trouver,  en  général^  les  propriétés  des  fonctions  mul- 
livalentes. 

1^' existence  d'une  fonction  bivalente  se  déduit  de  celle  d'une 
fonction  alternée;  d'ailleurs  toutes  les  fonctions   alternées  sont 

divisibles  par  ^,  et,  comme  on  voit  facilement  que  y/A  est  une 
fonction  alternée,  on  obtient  à  la  fois  la  démonstration  de  l'exis- 
ICDce  d'une  fonction  bivalente  et  le  type  général  de  toutes   ces 

fonctions,  savoir,  S|  -|-  Sjy/A,  S|  etSj  étant  des  fonctions  symé- 
^<iues  et  A  le  discriminant.  On  voit  ainsi  que  toutes  les  subati- 
tations  composées  d'un  nombre  impair  de  transpositions  changent 
1^  valeur  d'une  fonction  bivalente,  tandis  que  toutes  les  substitu- 
erons composées  d'un  nombre  pair  de  transpositions  laissent  cette 
valeur  invariable.  Enfin  toute  fonction  bivalente  de  n  éléments 
^t  racine  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les  coefficients 
^ût  des  fonctions  rationnelles  symétriques  des  n  éléments.  On 
voit  de  suite  que  la  réciproque  de  ce  théorème  n'est  pas  toujours 
^'îaie  et  que  l'on  ne  doit  considérer  les  racines  d'une  équation  du 

second  degré  comme  fonctions  bivalentes  que  si  elles  sont  fonc- 

Uons  rationnelles  des  éléments. 
Des  questions  analogues,  mais  plus  générales,  se  posent  immé- 

dialemenl.  Existe- t-il  des  fonctions  de  n  variables  ayant  un  nombre 
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déterminé  p  de  valeurs?  Dans  le  cas  ou  elles  existent,  quelles  so  wnl 
les  substitutions  qui  laissent  la  fonction  invariable?  Quelles  tg\  a- 
tions  V  a-t-il  entre  les  p  valeurs  d'une  fonction  multivalente?  EnCîn 
n'y  a-t-il  pas  un  Ijen  commun  entre  toutes  les  fonctions  in\r  ai- 
riables  par  les  mêmes  substitutions? 

La  théorie  des  substitutions  n'est  encore  que  peu  avancée;   o  Mie 
ne  permet  de  répondre  qu'en  partie  aux  questions  posées. 

On  démontre  tout  d'abord  qu'à  toute  fonction  correspond  ^mjn 
groupe  tel  que  les  substitutions  de  ce  groupe  ne  changent  pas  la  ^^-a- 
leur  de  la  fonction,  et  qu'inversement  à  tout  groupe  correspond^?? ni 
une  infinité  de  fonctions.  Ce  théorème  permet  de  classer  les  fo*r»c- 
tions  entières  de  n  variables,  et  l'étude  de  ces  fonctions  est  aï  mns'i 
ramenée  à  celle  de  tous  les  groupes  de  substitutions  possibles  erm  »rc 
n  éléments. 

Dans  l'état  actuel  de  la  Science  on  ne  peut  former  tous  <^cs 
groupes;  on  se  contente  d'examiner  les  cas  les  plus  simples  z  le 
groupe  symétrique  d'ordre  /?  !  auquel  correspondent  les  fonctions 

symétriques;  le  groupe  unique  d'ordre  —auquel  correspondent 

les  fonctions  bivalentes,  et  que  l'on  nomme  groupe  alterné;    1^* 
groupes  formés  à  l'aide  d'une  seule  substitution;  ceux  qui   son^ 
formés  à  l'aide  de  deux  substitutions  5»,  5«j,  telles  que  5a  5^=  s^  •^•' 
enfin  le  groupe  de  degré  n  et  d'ordre  /?/,  /étant  la  plus  hat^J^*^ 
puissance  du  nombre  premier/;,  divisant  n\ 

C'est  un  théorème  fondamental  que,  si  p  désigne  le  nombre  ^^ 
valeurs  d'une  fonction  de  n  éléments,  et  /•  l'ordre  du  groupe  cr  o""' 
respondant,  r.pr=:/?!;  il  exclut  déjà  la  possibilité  de  l'existé?  «^^  ^^ 
d'un  grand  nombre  de  fonctions  multivalentes.  Les  théorèmes  ^^'^^ 
logues  et  leurs  corollaires  sur  les  groupes  contenant  et  conto*^"^ 
sont  bien  connus. 

En  considérant  les  groupes  correspondant  aux  p  valeurs  d^  «jnc 
fonction,  on  voit  que  leurs  substitutions  sont  semblables;  orm  ^^^ 
ainsi  amené  à  introduire  l'idée  des  groupes  transformés ^  et  ^  ^^ 
étudier  les  propriétés,  ce  qui  permet  de  démontrer  le  théorènr»  ^  ^ 
Cauchy  généralisé  par  M.  Sylow  :  si  l'ordre  d'un  groupe  G  est  ^'" 
visible  par/?*,/?  désignant  un  nombre  premier,  G  comprend  ^^^ 
groupes  d'ordre/?*.  Les  conséquences  de  ce  théorème,  dont  1^  ' 
monstration  repose  sur  la  possibilité  de  former  un  groupe  d'c^^     ^^ 
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/"^/élant  la  plus  haute  puissance  de  p  divisant  //!,  sont  fort  im- 
orlanles. 

Un  eiiemple  nous  montre  qu'il  existe  des  fonctions  telles  que 
;s  groupes  correspondant  à  leurs  p  valeurs  aient  des  susbstitu- 
ions  communes.  On  démontre  que,  pour  /;  ^  /{i  I^s  seules  fonctions 
puissant  de  cette  propriété  sont  les  fonctions  symétriques  ou  al- 
ernées.  Pour  n  =  4  ^^  rencontre,  au  contraire,  le  groupe  sin- 
;ulier 

Après  avoir  trouvé  les  relalions  cpii  relient  les  groupes  corres- 
londant  aux  p  valeurs  d'une»  fonction  multivalentc,  on  peut  se 
►reposer  de  trouver  les  rapports  existant  entre  les  p  valeurs  de  la 
onction  elle-même.  Klles  sont  racines  d'une  équation  de  degré  p, 
ont  les  coefficients  sont  fonctions  symétriques  des  éléments, 
^ans  le  cas  où  les  //  éléments  sont  indépendants,  les  seules  fonç- 
ons multivalentes  dont  une  puissance  est  symétrique  sont  les 
nclions  alternées;  dans  tout  autre  cas,  l'équation  précédente  ne 
'Ul  être  binôme.  Kl  si  //  >>  4i  il  "\  «  |>î»s  de  fonctions  (p  ^  2) 
'  n  cléments  indépendants  dont  une  puissance  soit  fonction 
valente.  Pour  n  =  .'i, /{  on  trouve,  au  contraire,  (|ue  si  o)  dé- 
rne  une  racine  cuhiipie  primitive  de  l'uni  lé, 

pondent  à  la  question;  ©^  et  cpj  sont  des  fonctions  bivalentes, 
ï^our  pouvoir  continuer  à  répondre  aux  ([uestions  posées,  il  Im- 
*^le  de  considérer  quatre  |)ropriélés  principales  des  groupes  de 
«slilutions.  La  première  appartient  à  (^auchy;  c'est  celle  de  la 
^iisiUvité,  Un  des  théorèmes  fondamentaux  est  drt  à  M.  Jor- 
'ï^  :  Tout  f^roupr  transitif  a  du  moins  (n  —  1)  substitutions 
'c  permutent  les  n  éléments.  S'il  en  a  tlftK'antaf^e,  il  con- 
-^t  aussi  (les  substitutions  permutant  moins  de  (n  — i)  élé- 
*^nts. 

des  groupes  peuvent  être  plusieurs  fois  transitifs.  Si  un  groupe 

fois  transitif  (A' ^  i)   contient   une    substitution   circulaire  de 

^îs  éléments,  il    contient  le   groupe  alterné;  s'il  contient   une 

^nsposilion,  il  est  symétrique.  On  en  déduit,  à  l'aide  de  lemmes 
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faciles  à  établir,  que,  si  un  groupe  de  degré  n  n^est  ni  alterné,  i 

symétrique,  il  ne  peut  être  plus  de  (  ^  4-  i  )  fois  transitif. 

Les  théorèmes  énoncés  n'ont,  en  général,  lieu  que  pour  k  >  i 
Cela  tient  à  une  propriété  de  certains  groupes  une  fois  trans 
tifs.  Cette  propriété  est  la  non-primitivité.  Gauss  et  Abel  € 
font  déjà  mention.  Les  groupes  transitifs  qui  ne  sont  pas  ne 
primitifs  sont  Aivs  primitifs.  Un  groupe  primitif  qui  contient  ui 
substitution  circulaire  s^  d^ordre/?  contient  une  série  de  substiti 
tions  semblables  5|,  ^2,. . .,  s,i_p^t,  telles  que^  soit  formé  à  l'aie 
des  éléments 

•^1»  ^î>  •  •  •  >  ^p—i-*-\  » 

le  choix  de JTi, 0:2 9  •  •  «^  J?/>-i  est  arbitraire.  Ce  groupe  est  (/i — />-|- 
fois  transitif.  On  voit  donc  que  le  manque  de  la  non-primitivi 
donne  à  un  groupe  transitif  un  caractère  plus  général  en  exclua 
certaines  relations  particulières. 

Déjà,  en  étudiant  les  groupes  transformés  d'un  groupe  donn 
on  rencontre  des  substitutions  échangeables,  des  groupes  perm 
tables.  On  est  ainsi  amené  à  parler  d'une  troisième  propriété  d 
groupes  dont  la  notion  est  due  à  Galois  et  qui  est  de  la  plus  hau 
importance  :  la  distinction  des  groupes  simples  et  composéSy 
définition  de  la  suite  d'un  groupe,  la  constance  de  ses  facteurs  t 
composition.  La  suite  de  composition  correspondant  au  grouj 
symétrique  est,  pour  /;  >  4?  le  groupe  alterné  et  l'unité;  le  grouj 
alterné  de  plus  de  quatre  éléments  est  simple, 

La  suite  principale  d'un  groupe  est  particulièrement  impo 
tante,  lorsque  Tordre  d'un  de  ses  groupes  II  est  égal  à  celui  c 
groupe  suivant  J,  multiplié  par  une  puissance  v  d'un  nombre pr 
micr  p.  Les  substitutions  de  H  sont  alors  échangeables,  à  d* 
substitutions  de  J  près.  On  démontre  également  la  réciproque  < 
ce  théorème. 

La  quatrième  propriété  dont  il  est  fait  mention  est  celle  < 
risomorphisme  holoédrique  et  mériédrique.  Elle  est  souvei 
utile.  A  chaque  groupe  transitif  d'ordre  r  correspond  un  grou| 
transitif  isomorphe  holoédrique  d'ordre  et  de  degré  /'.  Toi 
groupe  transitif  dont  Tordre  est  égal  au  degré  ne  contient  que  d 
substitutions  permutant  tous  les   éléments;  ces   substitutions 
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composent  de  cycles  du  même  ordre.  Lorsque  deux  de  ces  groupes 
sont  isomorphes,  ils  sont  semblables. 

En  introduisant  des  groupes  réciproquement  mériédriques, 
M.  Capelli  a  généralisé  la  notion  d'isomorphismè,  donnée  par 
M.  Jordan  dans  son  Traité.  M.  Netlo  ne  développe  pas  cette 
théorie,  mais  rappelle  que  la  construction  des  groupes  intransi- 
til's,  à  Taide  de  groupes  transitifs,  peut  être  ramenée  à  celle  de 
groupes  réciproquement  mériédriques. 

On  peut  maintenant  répondre  à  la  dernière  des  questions  que 
nous  nous  étions  posées.  Toutes  les  fonctions  correspondant  au 
même  groupe  sont  exprimables  rationnellement  par  Tune  d'entre 
elles; elles  font  partie  du  même  genre.  Le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  leurs  discriminants  est  une  puissance  déterminée  du  dis- 
criminant de  leurs  éléments.  C'est  ici  que  nous  rencontrons 
pour  la  première  fois  la  notion  fondamentale  de  genre;  clic  est 
Jue  à  M.  Kronecker  qui  insiste  à  plusieurs  reprises,  dans  ses 
communications  à  l'Académie  de  Berlin,  sur  sa  grande  impor- 
tance. 

Toutes  les  fonctions  *\  d'un  genre  sont  déterminées  rationnelle- 
n^ent  par  l'une  d'entre  elles  ç,  A  =  -r-*-*  H  est  donc  important  de 

montrer  que  dans  tout  genre  il  existe  des  fonctions  à  discriminant 
"inerenl  de  zéro,  quelles  que  soient  les  relations  existant  entre 
^^s éléments  inégaux  j?,,  jt^,  . . . ,  j?/|. 

^^**ol  donnée  une  suite  de  composition  G,  G|, .  .  .,Gv,  on  dé- 
monLi*e^  entre  autres  théorèmes,  le  suivant  : 

^^€t^r  que  l'on  puisse  déterminer  une  fonction  ayant 
PiPt-»  yjj, . . .  ,y>v  valeurs  et  correspondant  à  Gv,  à  Vaide  d\ine 
f^f^ctt^fi  ayant  p  valeurs  et  correspondant  à  G,  il  faut  et  il 
^^^jji€  quQ  chaque  groupe  Ga_,  puisse  être  formé  à  l'aide  du 
*^'^'^*^<  Gat  et  d^une  substitution  -Zx  permutable  à  Ga,  et  telle 
que  £^  nombre  premier  pm  soit  le  plus  petit  nombre  pour  le- 
quel   f3^  ^qI^  contenu  dans  le  groupe  Ga_|. 

•^  ^  iifiaintenant  l'on  cherche  à  répondre  à  la  première  des  qucs- 
uons   posées,   celle  de  Vexistence  de  fonctions  ayant  un  p  et  un  n 
donnés,  on  obtient  une  série  de  théorèmes  sur  le  nombre  de  va- 
leurs   que  peut    prendre    une    fonction    entière    de    n    éléments. 
^1'  ^elto  cite  (juuchv,  ^LM.  Bertrand  et  Scrrct,  et  plus  particu- 
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lièrement  les  démonstralions  de  MM.  Rronecker  e(  Jordan, 
tains  groupes  parliculiers  jouent  un  grand  rôle  dans  la  théorie 
équations.  Ce  sont  d'abord  les  groupes  û  dans  lesquels  Tord 
égal  au  degré  /i.  M.  Netto  considère  ces  groupes  dans  le  ca^ 
n  est  un  nombre  premier,  ou  un  produit  de  deux  nombres  pi- 
miers.  Dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  trois  types  de  groupes  Û;  M 
d'eux  est  le  groupe  cyclique.  Ce  sont  ensuite  les  groupes  don 
degré  p  est  un  nombre  premier  et  dont  les  substitutions 
peuvent  que  permuter  tous  les  éléments,  n'en  permuter  auc^ 
ou  enfin  n'en  laisser  qu'un  seul  invariable.  Ce  groupe  est  d^or^ 

^-J- y  où  T  est  un  des  diviseurs  de  (/?  —  i);  pour  t  =  i ,  on  c: 

tient  le  groupe  métacyclique;  pour  o*  =  2,  le  groupe  deml-mé  ' 
cyclique.  Ce  sont  enfin  les  groupes  de  degré  (/>  -|-  1)  et  d'ora 
{p  —  ^)p{p  -f-  0    qui    comprennent  toutes    les    substitutions 
néaircs  (mod/;);  ce  groupe  comprend  celui  des  équations  modi 
laires. 

Enfin  M.  Nello  démontre,  comme  application  d'un  ihéorèn 
général  de  M.  Kronecker,  que,  si  les  substitutions  d'un  grou| 
sont  échangeables,  il  existe  un  système  fondamental  de  substiti 
lions  5|,52,  .  ..,  d'ordres  /'ij/'a,  .  .  .,  tel  que  toute  substitution  cl 
groupe  puisse  être  représentée  par 

chaque  nombre  /'a  est  multiple  du  suivant  ou  lui  est  égal  ;  le  produ 
des  rff  est  égal  à  /•.  Les  nombres  />  sont  des  invariants  du  group 
Dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Netto  expose  les  premiers  prîi 
cipes  de  la  représentation  analytique  des  substitutions.  Et  c'e 
ici  que  perce  manifestement  son  intention  d'écrire  un  Traité  q 
puisse  servir  d'introduction  à  la  lecture  des  Mémoires  publiés  si 
ce  sujet.  Car,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  M.  Kronecker, 
semble  que  celte  représentation  analytique  n'est  pas  nécessaire 
même  qu'elle  n'est  pas  indiquée  par  la  nature  de  la  question  qi 
Ton  a  en  vue.  M.  Netto  donne  le  théorème  bien  connu  de  M.  He 
mite,  puis  considère  les  substitutions  arithmétiques  et  géom 
triques.  Il  termine  ce  Chapitre  en  démontrant  le  théorème  < 
Galois^  sur  l'ordre  du  groupe  linéaire  de  degré  /w*,  en  partici 
lier  />*. 
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III. 

Voici  mainlenant  la  marche  suivie  dans  la  seconde  partie  de 
rOu>Tage  : 

On  montre  tout  d^abord  que  la  méthode  à  Taide  de  laquelle  on 
peut  résoudre  par  radicaux  les  équations  des  premiers  degrés  fait 
défaut,  lorsque  l'on  cherche  à  résoudre  les  équations  générales  de 
degrés  supérieurs  au  quatrième.  On  identiHe  ensuite  ce  dernier 
problème  qui  en  renferme  plusieurs,  puisqu'il  s'agit  de  trouver 
toutes  les  racines  de  l'équation  proposée,  avec  la  résolution  de 
Inéquation  résolvante  de  Galois.  Celte  équation  de  degré  /i!  n'est 
plus  générale.  On  rencontre  ainsi,  dès  le   début,  une  équation 
particulière^  on  connaît  une  relation  entre  ses  racines  ou,  ce  qui 
'^vientau  même,  entre  ses  coefficients.  On  est  ainsi  amené  à  con- 
sidérer en  général  des  équations  particulières,  et  à  montrer  que 
ce  qui  les  caractérise,   ce  qui  les  distingue  des  équations  géné- 
'^'cs,  est  V  ad  jonction  a'  un  genre  oi\à\\n  groupe  de  substitutions 
''o/i  symétrique.  Il  est  facile  de  démontrer  l'identité  de  la  tran- 
Sitiviié  du  groupe  d'une  équation  et  de  l'irréductibilité  de  cette 
équation  (*);  on  voit  également  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  racines  d'une  équation  irréductible  soient 
^utes  exprimables  rationnellement  par  l'une   d'entre    elles  est 
^^e  l'ordre  du  groupe  transitif  de  cette  équation  soit  égal  à  son 
degré. 

Après  avoir  considéré  le  groupe  de  l'équation  résolvante  de  Ga- 
lois et  introduit  l'idée  de  résolvante  en  général,  M.  Netto  indique 
la  méthode  suivie  par  Lagrange  pour  réduire  et,  s'il  est  possible, 
résoudre  les  équations  par  un  choix  convenable  d'une  suite  de  ré- 
solvantes. 

U  n'y  a  rien  de  particulier  à  remarquer  sur  les  méthodes  don- 
nées par  M.  Netto  pour  résoudre  les  équations  binômes.  Le  Cha- 
pitre suivant,  qui  traite  des  équations  abéliennes,  contient,  outre 


(  )  On  peut  regretter  que  M.  Netto  n'ait  pas  démontré  aussi  que,  à  la  notion 
"^Cauchy  de  transitivité  (Fordrc  A*,  correspond  l'irréductibilité  des  équations 

/IJTJ  —  0, =  o,       ...,. \T~  -  -— -  o. 
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les  deux  cas  de  résolubilité  donnés  par  Abel  et  qui  sont  expo 
dans  le  Cours  d^ Algèbre  supérieure  de  M.  Serret,  une  recherc 
sur    les   équations    de   degré   /i  =  m.v,   dont   les  racines    so 
j?i,QjroO|  j^o  •  •  •)  les  fonctions  rationnelles  Q^  étant  liées  par  1— 
relations 


•  •  •  » 


Ces  conditions  sont  suffisantes  pour  que  Ton  puisse  efiectu« 
sur  Téquation  de  degré  v  dont  dépend  la  résolvante 

o,  =  X|  -f-  6  j*|  -h  . . .  -f-  6'«-*j'i, 

et  dont  les  racines  sont  ^i, . .  .,^v,  les  mêmes  réductions  que  ^ur^ 
Téquation  proposée.  On  montre  qu'elles  sont  également  néces-    " 
saires  sous  Tunique  condition  que  de  o^  =  rat(  cpa),  on  puisse 
conclure  que  j*^  =  rat|  (j:»).    On  trouve   facilement   le  groupe 
correspondant  à  celte  classe  d'équations. 

Mais  il  faut  observer  que  l'on  n'obtient  pas  ainsi  une  nouvelle 
classe  d'équations  résolubles  par  radicaux.  Il  eût  été  facile  à 
M.  Netto  d'insister  davantage  sur  ce  point  important  et  de  mon- 
trer que  ces  équations  sont  du  genre  de  celles  que  M.  Kronecker 
nomme  cycloïdales ;  ce  sont,  en  effet,  des  équations  abéliennes 
dont  les  coefficients  dépendent  rationnellement  d'une  racine 
d'une  équation  abélienne.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  il  con- 
viendrait, sans  doute,  de  changer  l'ordre  des  matières  et  de  con- 
sidérer les  équations  abéliennes  avant  celles  de  M.  Netto;  on 
pourrait  ensuite  dire  quelques  mots  sur  les  équations  cycloïdales 
en  général. 

M.  Netto  donne  deux  démonstrations  du  théorème  qui  permet 
de  ramener  la  résolution  des  équations  abéliennes  à  celle  d'équa- 
tions abéliennes  de  degré  premier.  La  première  est  due  à  M.  Kron- 
ecker :  elle  est  contenue  dans  les  Monatsberichte  de  1877;  la 
seconde  est  celle  donnée  par  M.  Jordan,  dans  son  Traité,  n'*  40^ 
407. 

Dans  des  recherches  plus  récentes  qui  viennent  d'être  publiées 
dans  les  Sitzungsberichle  der  Berliner  AkadeniiCy  M.  Kron- 
ecker décompose  toute  équation  abélienne  à  coefficients  entiers 
en  équations  abéliennes  premières  el  en  équations  unités.   Les 
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rac'ines  de  Téqualion  donnée  sont  fonctions  rationnelles  des  ra- 
cines des  équations  premières  et  des  équations  unités.  Il  étend  ses 
recherches  au  cas  où  les  coeffîcients  de  Téquation  abélienne  sont 
fonctions  entières  de  variables  A,  à  coefficients  entiers. 

La  décomposition  d'une  équation  abélienne  à  coefficients  en- 
tiers, en  équations  abéliennes  premières,  est  analogue  à  celle  d'un 
nombre  entier  en  ses  facteurs  premiers. 

Ces  nouvelles  recherches  de  M.  Rronecker  n*ont  naturellement 
pu  trouver  place  dans  TOuvrage  de  M.  Netto. 

A  la  suiie  des  équations   abéliennes,  Tauteur  considère  une 
classe  d'équations  dont  toutes  les  racines  sont  fonctions  ration- 
nelles de  deux  d'entre  elles.  Après  avoir  défîni  les  équations  de 
Galois,  il  cherche  leur  groupe  et  montre  comment  elles  peuvent 
^tre  résolues  par  des  équations  abéliennes.  Exemple  :  j?/*  =  A. 
(Comparer  Joedan,  Traité,  Liv.  III,  Chap.  II.)  Enfin,  il  expose 
'es  recherches  de  M.  Nother  {Math.  Ann.y  XV)  sur  les  équa- 
tions triples. 

Les  relations  données  entre  les  racines  des  équations  particu- 
lières considérées  jusqu'ici  permettaient  d'appliquer  à  leur  étude 
■^  théorie  des  substitutions.  Mais  en  est-il  toujours  ainsi  et  pour- 
quoi est-on  en  droit  d'appliquer,  en  général,  la  théorie  des  sub- 
stitutions à  l'étude  des  équations  résolubles  par  radicaux? 

Dire  que  Xf^  est  racine  d'une  équation  résoluble  par  radicaux, 
c  est   dire    que   Xq  peut  être    donné  explicitement   en  fonction 
^"ïtière  de  quantités  V,,  Va,  . . . ,  Vv,  telles  que  chaque  Vj«,  o\xp% 
^^   un   nombre   premier,    soit   une   fonction   entière  des  VoLfi, 
**f2),..,Vv,  dont  les  coefficients  soient  fonctions  ratiomiellcs 
^cs  quantités  faisant  partie  du  domaine  de  rationnalité.  D'autre 
P^^  la  théorie  des  substitutions  suppose  que  toutes  les  fonctions 
auxquelles  on  l'applique  soient  des    fonctions  entières   des  va- 
riables. Pour  légitimer  l'emploi  de  cette  théorie,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  il  fautdonc  démontrer  que  chaque  expression  Vx  est 
^'^ciîon  entière  des  racines  de  l'équation  considérée.  Et  ce  théo- 
^^^    doit  être  démontré   par  un  procédé  algébrique,  car  il  sc- 
'^   évidemment  illusoire  de  vouloir  employer  une  méthode  fon- 
^^  ^lle-mémc  sur  la  théorie  des  substitutions. 
^^  théorème,  démontré  d'après  M.   Kronecker,   dont  les  mé- 
"^ocltîs  simplifient  celles  d'Abcl,  il   est  facile  d'en  conclure  Tim- 


68  PHliMltilHE  PARTIK. 

possibilité  de  résoudre  par  radicaux  les  équations  générales 
degrés  supérieurs  au  quatrième.  I/étude  de  la  forme  des  raciiH 
d'une  équation  supposée  résoluble  par  radicaux  conduit  à   v — 
série  de  tliéorèmes  sur  ces  équations  ;  on  obtient,  en  partîculS^ 
le  théorème  célèbre  de  Galois,  que  nous  pouvons  énoncer  ain^ 

Toute  équation  irréductible  et  de  degré  premier j  résolu  - 
par  radicaux,  peut  être  ramenée  ù  une  suite  d'équations  a^ 
Hennés, 

Après   avoir   introduit   Tidée   fondamentale   de   groupe    dV  : 
équation,   M.  Netto  avait  démontré  deux  théorèmes  importa    j 
sur  ces  groupes;  je  les  ai  cités  plus  haut.  Mais,  dans  la  premi  «^ 
Partie  de  TOuvrage,  nous  avons  appris  à  connaître  une  série 
propriétés  fondamentales  des  groupes  de  substitutions.  Si,  à^ 
transitivité  du  groupe  d'une  équation  correspond  TiiTéductibi  1 
de  cette  équation,  il  est  naturel  de  chercher,   par  exemple* 
propriété  de  l'équation  qui  correspond  à  la  non-primitivité  de  se 
groupe  de  substitutions.  Considérons,  à  cet  elFcl,  l'équation  A 
degré  n  =  m.v  résultant  de  Télimination  de   v    entre  les  deur 
équations 

On  démontre  que  son  groupe  est  non  primitif  et  (pie  toult 
équation  dont  le  groupe  est  non  primitif  peut  être  considérée 
comme  résultant  de  l'élimination  de  y  entre  les  deux  équation 
précédentes. 

Outre  la  transitivité  et  la  non-primilivité,  nous  avons  vu  qu'i 
existait  une  propriété  bien  imj)ortante  des  groupes  de  substitu 
tions;  un  groupe  peut  être  simple  ou  composé.  11  est  moins  facil 
que  dans  les  cas  précédents  de  voir  directement  l'influence  d( 
cette  propriété  d'un  groupe  sur  l'équation  correspondante.  Mai 
les  propriétés  d'une  équation  algébrique  se  reflètent  pour  ains 
dire  dans  celles  de  sa  résolvante.  Lorsqu'une  équation  /*(.r)  =  \ 
de  degré  n  est  caractérisée  par  un  groupe  G  d'ordre  r,  l'équatioi 

résolvante  de    Galois    est  réductible  ;   chacun   de  ses  —  facteur 

/• 

F,(Ç)=  o  peut  être  considéré  comme  résolvante  de  l'équation 
toutes  les  racines  de  F| (';)=()  sont  fondions  rationnelles  de 
Tune  d'entre  elles  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  exprimer  toutes  les 
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racines  de  la  proposée.  Le  passage  de  /{-r)  =  o  à  F|($)  est  iden- 
tique à  celui  de  G  à  son  isomorphe  hoioédrique  Û.  (>e  lliéorèmc 
jetLe  une  vive  lumière  sur  Timportance  de  Tidée  d^isomorphisme 
dans  la  théorie  des  substiui lions. 

iV  chaque  genre  de  fonctions  correspond  une  certaine  multivo- 
ciLô  de  ces  fonctions.  Il  arrive  souvent  que  le  genre  que  Ton  ad- 
joint au  domaine  de  rationnallté  pour  caractériser  Téquation 
proposée  est  donné  comme  racine  d'une  équation  irréductible.  Il 
sc^inhle  alors  convenahh.*  d'adjoindre  au  domaine  de  rationnalité 
non  pas  une,  mais  toutes  les  racines  de  Téquation  irréductible.  11 
cou  vient  donc  de  se  demander  ce  que  devient  le  groupe  G  d'ordre /• 
d^iirie  équation  /(jr)=  o,  dont  les  racines  sont  jTi, Xj, . .  , ,  j:*,,, 
lorsque  l'on  adjoint  au  domaine  de  rationnalité  toutes  les  ra- 
cines 'i,,...,*!;,,!  d'une  équation  irréductible  ;:.'•('})  =  o,  dont  les. 
<^o€^ITicicnts  font  partie  du  même  domaine  de  rationnalité  que  ceux 
<lo  ^(x),  et  dont  nous  supposons  les  racines  fonctions  rationnelles 
<le  Xi^x^j  •  -  .fJCw  On  montre  que  l'équation  résolvante  ne  peut 
c^Lr Ci  décomposée  en  facteurs  non  linéaires  j)ar  l'adjonction  d'une 
c-<:|iialion  auxiliaire  que  si  le  f^roupe  G  est  composé. 

On  peut  voir  maintenant  de  quelle  importance  fondamentale  est 

la.  iioiion  de  groupes  simples  et  composés.  Si  G,  G^Gj, .  . . ,  Gv,  i , 

<^"î^t    une  suite  correspondant  au  groupe  composé  G,   chaque  Ga 

d'ordre  r^  étant  un  groupe  d'ordre  maximum  contenu  dans  Ggt_i  et 

permutable  à  ce  groupe,  on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation 

/(•a-)  =  o   à  groupe  G   à  celle   d'une   suite  d'équations  irréduc- 

^>l>les  de  degrés  —  »  -7»  •  •  •  >  -^  ?  /v,  dont  les  coefficients  font  par- 

*•€  du  doipaine  de  rationnalité  de  /{x)  =  o.  Les  racines  de  cha- 
^'^ne  de  ces  équations  sont  toutes  exprimables  rationnellement 

P^^  l'une  d'entre  elles;  leurs  t'roupes  d'ordres  —  >  —  >  ••• 

^^'^t  simples.  L'équation  résolvante  de  Galois  est  successivement 

réductible  en  —♦—>•••»-  >  r  facteurs. 

On  démontre  maintenant  (|ue  la  réduction  du  groupe  G  d'une 

*^^SUation/(j:)  =  o,  produite  par  l'adjonction  d'une  équation  irré- 

*^^ctible  quelconque,  dont  les  coefficients  font   partie  du   même 

^oniaine  de  rationnalité  que  ceux  de  /(/'),   est  équivalente  à  la 

^'^'^JUction  produite  par  l'adjonction  de   tontes   les   racines  dune 


> >   /  V 


/ 
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équalion  vérifiée  par  des  fonctions  rationnelles  de  JCi,  J?2, . . .  ,jr„. 

L'hypothèse  faite  plus  haut  n'est  donc  pas  une  restriclion,  en 
ce  sens,  du  moins,  que  nous  n'obtenons  aucune  réduction  nou- 
velle en  la  laissant  de  cùté. 

Mais  il  y  a  plus.  Il  n'est  point  nécessaire  que  les  ^  soient  fonc- 
tions rationnelles  de  x^^x-^y . .  ,jX„^  pour  que  le  groupe  G  soiti 
réduit  par  adjonction  Ae  g{i^)  =  o.  Il  suffit,  pour  que  la  réduc- 
tion ait  lieu,  qu'il  existe  des  fonctions  rationnelles  de  ^i,^2>  ••m^« 
égales  à  des  fonctions  rationnelles  de  x^^x^^  . .  •yXn* 

Si  l'on  suppose  enfin  que  les  racines  des  deux  équations  irré^^ 
ductibles  /(x)=o,  g(^^)-=z  o,  soient  liées  rationnellement  pni 
des  relations  de  la  forme  ©a(j^i»«3:2,  . . .,  J:«,'}i,  .  . .  ,^iii)  =  o, 
démontre  que  l'on  peut  déduire  ces  relations  de  cette  autre  pli 
simple  : 

où  les  racines  des  deux  équations  sont  séparées. 

On  voit  donc  que  l'adjonction  des  racines  de  g(^)  =  o  a 
domaine  de  rationnalité  de  /(x)  =  o  ne  peut  donner,  dans  • 
cas,  comme  dans  le  précédent,  d'autres  réductions  que  cell 
que   l'on   obtient    par    adjonction  de  fonctions   rationnelles 

X^f  X^^   ***>  *^tt* 

Nous  avons  étudié  les  propriétés  fondamentales  des  groupes' 
nous  venons  de  voir  comment  ces  propriétés  se  reflètent  dans  ïea 
équations  correspondantes.  Ceci  posé,  on  peut  demander  quelles 
sont  les  équations  résolubles  par  radicaux.  La  réponse  est  simple: 
il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  de  composition  du  groupe  cor- 
respondant à  l'équation  soient  des  nombres  premiers.  A  l'aide  des 
théorèmes  démontrés  sur  les  suites  de  composition  d'un  groupe, 
on  peut  énoncer  ce  théorème  de  bien  des  manières  diflerentes;  on 
en  déduit  des  corollaires  intéressants. 

M.  Netto  démontre  ensuite  le  théorème  qu'Abcl  énonce  dans  le 
t.  Il  de  ses  Œuvres  complètes,  p.  191;  sa  démonstration  repose 
sur  ce  qu'un  certain  groupe  de  la  suite  de  composition  du 
groupe  G  de  l'équation  donnée  est  un  des  groupes  de  la  suite  de 
composition  principale  de  G.  Elle  montre  clairement  Tinipor- 
tance  de  la  notion  de  suite  de  composition  principale^  due  à 
M.  Jordan. 
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J* insiste  sur  le  résultat  suivant  du  ù  M.  Netto;  il  montre  com- 
IVien  sa  méthode  peut  être  avantageuse  : 

Lorsqu^en  passant  d'un  terme  II  de  la  suite  de  composition 
/principale  de  G  au  suii^ant  K,  ^équation  f{x)  =  o  est  réduc- 
tible dans  le  nouveau  domaine  de  rationnalité  et  contient  les 
yacteurs /^{x),/i(x), ..., /x{x),  ona/t{x)./2{jr).../i{x)=/{x); 
siy  au  contraire,  cette  réduction  s* est  effectuée  en  passant  d'un 
terme  H  de  la  suite  de  composition  de  G  au  suivant  H',  on  sait 
seulement  que  le  produit  fx{x)f2[x) ...  f\[x)  est  égal  à  une 
puissance  de  f{x). 

Les  équations  du  quatrième  degré  donnent  un  exemple  du  der- 
nier cas. 

On  est  ainsi  amené  à  supposer  l'équation  donnée  primitive  et 
degré  p"^.  Si  alors  Téquation  doit  être  résoluble  par  radicaux, 
^^  montre  facilement  que  son  groupe  est  formé  par  la  combinai- 
son des  substitutions  arithmétiques  de  degré />^  et  de  substitutions 
S'^ométriques  du  même  degré. 

L^auteur  examine  particulièrement  le  cas  où  X  =  i  ;  pour  X  =  2, 
'*     donne  les  trois  tvpes  des  équations  primitives  résolubles  par 
'"^^îcaux,  et  renvoie  au  Mémoire  publié  par  M.  Jordan,  dans  le 
"^^^urnal  de  Liouville^  2*  série,  t.  XIII. 

£i]Bn,  dans  le  cas  général,  il  démontre  plusieurs  théorèmes 

^^^nt  les  derniers  jettent  une  vive  lumière  sur  les  recherches  de 

^  -  Nôther  relatives  aux  équations  triples  que  j'ai  citées  plus  haut. 

^  voit  que  Ton  peut,  en  appliquant  la  même  méthode,  construire 

s  équations  quadruples  de  degré/?',  .... 

Je  citerai  ce  résultat  élégant  qui  généralise  celui  de  Galois  sur 

*^^  équations  de  degré  p  résolubles  par  radicaux  :   «  Toutes  les 

^înes  d^une  équation  primitive  de  degré />^,  résoluble  par  radi- 

^x,  sont  exprimables  rationnellement  par  (). -i-  1)  d'entre  elles, 

Orvu  que  ces  dernières  ne  forment  pas  un  système  conjugué.  » 

^1.  Netto,    fîdèle  jusqu'au   bout  à  son  programme,   se   limite 

goureusement  à  la  résolution  des  équations  par  radicaux.  On 

*'^^ixie  le  Livre  en  ayant  beaucoup  appris  et  en  désirant  apprendre 

^ avantage.  J.  Molk. 


L 
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MANNHEIM   (A.).  —    Premiers   éléments   de  (îéométrib    descbiptive. 

Paris.  i88î    ln-8°.  \o  p. 

M.  Mannhcim,  avec  une  indiscutable  compélencc,  propose  J^^ 
réformer  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive,  de  façon  ^ 
rapprocher  cet  enseignement  des  habitudes  pratiques. 

Dans  la  plupart  des  Traités  didactiques  sur  la  matière,  on  al-  ^ 
Iribue,  à  ce  qu'il  nous  semble,  trop  de  réalité  aux  plans  de  projec- 
tion ;  n'est-ce  pas  un  abus,  en  efl'et,  que  de  forcer  le  dessinateur  à 
figurer,  comme  invisibles,  les  lignes  qui  seraient  cachées  par  ces 
plans?  D'un  autre  coté,  on  est  bien  obligé  de  reconnaître  que  la 
considération  des  points  situés  soit  au-dessous  du  plan  hori/.onlal, 
soit  en  arriére  du  plan  vertical,  rend  les  épures  difficiles  à  lire. 

Partant  de  ce  que  les  projections  d'une  figure  quelconque  ne 
changent  pas  quand  on  éloigne  les  plans  de  projection  parallèle- 
ment à  eux-mêmes,  M.  Mannheim  propose  de  laisser  la  position 
<le  ces  plans  indéterminés,  de  ne  pas  tracer  la  ligne  de  terre  et 
de  supposer  la  figure  dont  on  veut  obtenir  les  projections  tout  en- 
tière en  avant  du  plan  vertical  et  au-dessus  du  plan  horizontal  : 
il  donne  ensuite  quelques  exemples  bien  choisis  qui  montrent 
nettement  que,  en  procédant  ainsi,  on  n'a  à  faire  que  des  construc- 
tions tout  aussi  simples  que  celles  où  Ton  utilise  la  ligne  de  terre, 
et  qu'on  lit  plus  facilement  les  résultats  de  ces  constructions. 

J.  T. 


MELA\(iES. 

SUR   LES   UNITÉS    ÉL£CTBiaU£S  (<); 
F^ii  M.  J.  lŒRTnXND. 

L'unité  est  une  grandeur  arbitraire  à  laquelle  on  compare,  pour 
les  mesurer,  toutes  les  grandeurs  de  même  espèce  qu'elle;  telle  est 


(•)  ^    Treatise   on   Eleclricity  and  .\fognetisnu  hyj James   CIcrk  Maxwell. 
Oxford,  at  ihc  Claronclon  Pross,  iS;^.  --   /feporfs  of  the  Commit tee  on  Ktectri- 
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a    définition  très  correcte  proposée  dès  le  début  des  études  ma- 

L¥i.éniatiques,  souvent  même   dès   la   première   leçon   d'Arithmé- 

ticTue;  elle  est  irréprochable  et  ne  souffre  aucune  exception.  Les 

e\ioi\  sont  libres,  non  indifférents;  il  existe  des  raisons  souvent 

évidentes,  quelquefois  plus  cachées,  pour  établir  une  dépendance 

entre  les  unités.  Un  mauvais  choix  peut  compliquer  les  formules, 

faire  disparaître,  avec  Thomogénéité,  la  mise  en  évidence  des  lois 

qui  s^en  déduisent;  mais  il  n'entraîne  aucune  erreur. 

La  Géométrie,   par   des    exemples   très    élémentaires    et   très 
simples,  peut  rendre  ces  remarques  plus  précises  et  plus  claires. 
Les  longueurs,   les   surfaces   et   les    volumes   sont  le   sujet   des 
études,  des  mesures  et  des  calculs  géométriques.  Trois  unités  sont 
donc  arbitraires,  aucune  dépendance  entre  elles  n'est  nécessaire. 
Le  mètre  étant  choisi  pour  unité  de  longueur,  rien  n'empêcherait 
d'y  associer,  comme  unité  de  surface,  la  superficie  du  lac  de  Ge- 
nève, et,  pour  unité    de   volume,    celui   du   plus   gros  diamant 
connu.  Les  géomètres,  les  écoliers  mêmes,  trouveraient  facile  de 
mettre  les  énoncés  classiques  en  harmonie  avec  ces  conventions 
nouvelles.  On  devrait  dire,  par  exemple  :  la  surface  d'un  triangle 
a  pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  une  fraction  de  sa  hau- 
teur dont  la  valeur  numérique  se  calculerait  aisément.  La  surface 
d'un  cercle  s'exprimerait  par  le  carré  du  rayon  multiplié  par  un 
nombre  qui  ne  serait  plus  égal  à  tt,  et,  pour  mesurer  le  volume 
d*une  sphère,  on  devrait  multiplier  le  cube  du  rayon  par  un  fac- 
teur différent  de  ^Tz.  Le  savant  auteur  d'un  Rapport  fait  à  l'Associa- 
tion Britannique  sur  cette  théorie  des  unités,  si  bien  étudiée  par 
ell^î  paraît  voir  dans  l'introduction  de  ces  facteurs,  qu'on  a  de- 
puis nommés  parasites,  un  grave  inconvénient  qu'il  faut  avant 
tout  éviter.  Chacun,  dit-il,  comprendra  qu'il  serait  absurde  d'en- 


c€ii  Standard*ê  appointed  by  the  British  Association  for  the  advancement  of 
Science,  reprinted  by  permission  of  the  Council.  London,  E.  et  F.-N.  Spon,  187.3. 
—  Leçons  ttir  Vélectricité  et  le  magnétisme,  par  E.  Mascart  et  J.  Joubert,  t.  F, 
Paris,  G.  Masson,  1882.  —  Ueher  die  verschiedenen  Maassy sterne  zur  Afessung 
electrischer  und  magnetischer  Grossen,  von  II.  Clausius.  Sépara t-Abdruck  aus 
dcn  Verhandlungen  des  naturhist.  Vereins  dcr  preitss.  Rheinlande  und  Westfa- 
lens,  Band  XXXIX,  1882.  —  Sur  les  unités  électriques,  par  M.  Maurice  Levy, 
ronféreoce  faite  à  la  Société  dVncouragcment.  Paris,  Gauthier-Villars,  i88q.  — 
l^es  grandeurs  électriques  et  de  leur  mesure  en  unités  absolues,  par  E.-E.  Bla- 
vier.  Paris,  Dunod,  1881. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  VII.  (Mars»  i883.)  <i 
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seigner  la  Géométrie  en  choisissant  Tunité  de  capacité  de  U 
sorte  que  le  volume  du  cube  fût  mesuré  par  6  l'ois  j  le  cube 
son  côté,  et  Tunité  de  surface  telle  qu'un  rectangle  fût  éga 
0,000023  fois  le  produit  de  ses  côtés.  Ces  coeificients,  cho 
au  hasard  par  l'auteur,  n*ont  rien  cependant  qui  soit  plus  incc 
mode  que  le  facteur  tt,  par  exemple,  introduit  dans  la  mes 
classique  du  cercle.  Qui  a  songé  cependant  à  bannir  le  nombr 
de  la  Géométrie?  Les  géomètres  ne  le  désirent  nullement,  f 
heureusement,  car  leurs  efforts  seraient  inutiles. 

Lorsque  les  unités  sont  choisies,  les  formules  sont  déterminé 
elles  changent  avec  les  unités  :  il  y  faut  introduire  des  coefHcie 
nouveaux.  Le  système  adopté  depuis  Ëuclide,  de  son  temps  s: 
doute  déjà  fort  ancien,  permet  cependant  de  changer  de  longw 
sans  qu'aucun  des  énoncés  s'en  ressente.  C'est  ainsi  que  la  si 
stitution  du  mètre  à  la  toise  a  laissé  subsister,  sans  changemi 
aucun,  les  théorèmes  et  les  formules  de  la  Géométrie;  il  n'en  « 
pas  été  de  même  si,  les  longueurs  étant  mesurées  en  mètres, 
avait  voulu,  pour  unité  de  surface,  conserver  la  perche  ou  1 
peut. 

Ces  vérités  sont  évidentes;  si  nous  y  insistons,  c'est  com 
introduction  seulement  à  Tétude  de  cas  plus  compliqués.  Ajout* 
qu'une  formule  de  Géométrie,  quelle  qu'elle  soit,  l'unité  de  h 
gueur  y  restant  arbitraire,  convient,  par  cela  même,  à  un  nom 
infini  de  figures  différentes.  Si,  par  exemple,  les  côtés  d'un  trian 
étant  3,  4ï  5,  on  en  déduit,  par  l'application  d'une  formule,  * 
la  surface  est  6,  cela  prouve  à  la  fois  qu'un  triangle  dont  les  cl 
sont  4",  5"  et  3",  a  pour  surface  6™'',  et  que  celui  dont  les  c^ 
sont  4*""^  5''"*  et  3*"°,  a  pour  surface  6*^"*''.  On  peut  même  affirnr 
par  cela  même  qu'il  existe  une  formule  indépendante  de  I'uk 
de  longueur,  que  les  triangles  dont  les  côtés  sont  proporlionr 
ont  leur  surface  dans  le  rapport  du  carré  des  côtés  homologues 

En  Mécanique,  les  grandeurs  en  présence  sont  plus  nombreus 
pour  mesurer  les  longueurs,  les  temps,  les  forces,  les  masses, 
vitesses  et  les  accélérations,  on  serait  en  droit  d'adopter  six  uni 
distinctes  et  indépendantes;  les  formules  changeraient  alors  a\ 
le  choix  que  l'on  voudrait  faire.  On  pourrait  obtenir,  quelles  q 
fussent  les  conventions,  la  durre  de  l'oscillation  du  pendul 
mais,  si    l'on  veut  à  la  seconde,  par  exemple,  prise  d'abord  po 
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uni  lé  de  temps,  substituer  la  minute,  il  faudra  changer  la  formule 
et  introduire  un  coefficient  nouveau  qui,  naturellement,  serait  —, 
Dans  la  formule  classique,  ce  changement  s^accomplit  de  lui- 
inême  et  résulte  de  la  convention  d'après  laquelle,  avec  Tunité  de 
temps,  il  faut  changer  Tunité  de  masse  et  par  suite  le  nombre  qui 
représente  la  gravité. 

Les  mécaniciens,  dans  leurs  formules,  laissent  trois  unités  arbi- 
traires dont  les  autres  dépendent.  Le  nombre  de  ces  unités  fonda- 
mentales est  lié  aux  principes  mêmes  de  la  science  :  on  ne  doit  ni 
le   diminuer  ni  Taccroître.   M.   Blavicr,  dans  un  savant  Ouvrage 
cité  en  tète  de  cet  article,  a  écrit  :  Le  nombre  des  unités  absolues 
doit  être  aussi  restreint  que  possible.  Si  l'assertion  était  admise, 
elle  conduirait  à  n'en  adopter  qu'une  seule.  Qui  empêcherait  en 
efict ,  après  avoir  adopté' le  mètre  pour  unité  de   longueur,   de 
prendre,  pour  unité  de  temps,  le  temps  employé  par  un  point  de 
»  équateur  terrestre  à  parcourir,   dans  sa  rotation  diurne,  un  arc 
%al   à  Funité  de  longueur,  et  pour  unité  de  force  le  poids  à  Téqua- 
teur    de  Tunité  de  volume  d'eau  distillée?  On  définirait  ensuite 
'  unité  de  masse  et  Funité  d'accélération,   comme  on  le  fait  dans 
les   livres  classiques.  Le  mètre,   dans  ce  système,  serait  la  seule 
^'ïité  indépendante.  Le  savant  auteur  indique  lui-même  la  possi- 
bilité d'une  convention  qui  réduirait  à  deux  le  nombre  des  unités 
«ondaraentales  ou  indépendantes:  a  On  aurait  pu  »,  dit-il,  «réduire 
**    <ieux  le  nombre  des  unités  fondarnenlales  en  faisant  intervenir 
^^  loi  de  la  gravitation  universelle,  l^s   unités  de  longueur  et  de 
*^«3isse  étant  fixées,  on   aurait  pris  pour  unité  de  force  celle  avec 
i^cjuelle  s'attirent  deux  masses  égales  à  l'unité  situées  à  runité  de 
*^*si54nce;   puis,   de  l'unité  de   force,  on   aurait  déduit  l'unité  de 
^ernps;  mais,   en  fait,   on  a  adopté  trois  unités  fondamentales.  » 
^^1   a  eu  pour  cela  d'excellentes  raisons,  et  la  rè';le  doit  être,  con- 
^^^1  rement  à  l'assertion    *jiie    nous    venons    de    rapporter,    d'en 
î^Uopier  le  plus  grand  nombre  (|ui  soit  compatible  avec  la  condi- 
^»on  (le  pouvoir  ex[)rimer  tous  b's  lliéoièmcs  de  la  Science  par  des 
lorriiules  indépt^dantes  du  choix  d(;  ces  unilée.   Si    l'on  accroît 
P'^s  qu'il    ne  convi(înt    le  nombre   des   unités  fondarnentah's,    il 
Uuclra  changer  les  formules  avec  les  unités  adoptées;  si  on  le  di- 
"^^ïiue  plus  qu'il  n'est  nécessaire,  \cs  formuh's,  il  est  vrai,  pour- 
^^ïil  subsister,   quelles  que  soient  les  unités,  mais  la  reslri<'tion 
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inulilemcnt  imposée  au  choix  qu'on  peut  faire  de  celle-ci  restrein- 
dra sans  nécessité  la  généralité  des  résultats  exprimés  par  chaque 
formule.  Si,  par  exemple,  pour  réduire  le  nombre  des  unités  fon- 
damentales à  deux,  Tunité  de  longueur  et  Tunité  de  masse,  on 
adoptait  Tunité  de  force  indiquée  plus  haut,  on  ne  pourrait  plus 
faire  varier  Tunité  de  longueur  sans  changer  avec  elle  l'unité  de 
temps  :  le  cube  de  Tune  serait  dans  un  rapport  constant  avec  le 
carré  de  l'autre,  et  les  formules  de  la  Science  pourraient  se  parta- 
ger en  deux  groupes,  les  unes  dans  lesquelles  la  convention  nou- 
velle ne  jouerait  aucun  rôle  et  qui  resteraient  vraies,  quelles  que 
fussent  les  unités  de  longueur  et  de  temps,  les  autres  qu'il  faudrait 
changer  avec  le  rapport  du  cube  de  Tune  de  ces  unités  au  carré 
de  l'autre. 

La  possibilité  de  disposer  des  unités  dans  l'application  de 
toutes  les  formules  et  de  représenter  par  les  mêmes  nombres  les 
mesures  relatives  à  des  problèmes  différents,  fait  apparaître  avec 
une  simplicité  merveilleuse  plus  d'une  loi  importante  de  la  Science. 
Si  l'on  a,  par  exemple,  déduit  des  équations  de  la  Mécanique  la 
durée  de  l'oscillation  d'une  corde  de  longueur  égale  à  l'unité, 
tendue  par  un  poids  égal  à  l'unité  et  dont  la  masse  entière  soit 
égale  aussi  à  l'unité  de  masse,  ce  problème  résolu  fournit  immé- 
diatement, non  comme  déduction,  mais  comme  traduction  pure 
et  simple  du  résultat  obtenu,  la  formule  générale  qui  comprend 
tous  les  cas,  et  il  ne  peut  en  être  autrement,  puisque  la  longueur 
unité,  la  force  unité  et  la  masse  unité  sont  indépendantes  et 
toutes  trois  arbitraires.  Les  conventions  connues,  en  y  rattachant 
l'unité  de  temps,  fixent  le  sens  du  résultat.  On  pourrait  contester 
l'intérêt  de  celte  remarque;  un  cas  particulier,  en  effet,  dans  un 
problème  de  ce  genre,  n'est  pas  moins  difficile  que  le  cas  général, 
et  l'on  ne  gagne  rien  à  y  réduire  le  problème.  Mais,  pour  ce  cas 
particulier  auquel  tout  se  réduit,  rien  n'empêche  d'interroger 
l'expérience,  et,  par  une  seule  observation,  de  prévoir  alors  toutes 
les  autres. 

L'élude  des  unités,  en  Mécanique  comme  en  Géométrie,  peut 
être  faite,  on  le  voit,  à  deux  points  de  vue  distincts  :  la  dépen- 
dance à  établir  entre  les  diverses  unités  et  celles  qui,  restant  arbi- 
traires, sont  nommées  fondamenf  aies  y  et  le  choix  de  ces  unités 
arbitraires  rattachées  autant  (jue  possible   à   des  grandeurs  im- 
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muables  aisées  à  retrouver  à  toute  époque.  Les  savants  français, 
dans  le  système  métrique,  ont  donné  le  t^pe  le  plus  parfait  des 
unités  absolues  pour  la  longueur  et  le  poids.  La  seconde,  liée  à  la 
durée  du  jour,  remplit  également  toutes  les  conditions  désirables; 
niais  ces  unités,  adoptées  quand  la  science  du  mouvement  avait 
acquis  déjà  une  grande  perfection,  n'ont  conduit  à  changer  aucune 
des  formules  ni  l'énoncé  d'aucune  loi. 

Pour  la  théorie  de  Télectricilé ,  les  conventions  relatives  aux 
unités  ont  été  proposées  dans  un  ordre  inverse;  on  a  choisi 
d'abord  les  unités  nommées  absolues  qui,  comme  le  mètre,  le 
g^ramrae  et  la  seconde,  inscrites  en  permanence  dans  la  nature, 
peuvent  être  retrouvées  et  vériCées  à  toute  époque.  Gauss  et 
VVeber,  en  les  proposant,  se  préoccupèrent  peu  des  change- 
ïïïents  qui  pourraient  résulter  d'un  choix  nouveau  des  unités 
fondamentales.  Un  éminent  géomètre  anglais,  Maxwell,  a  le 
premier,  je  crois,  étudié  cette  dépendance,  et,  dans  un  Ouvrage 
•mémorable,  A  Treatisc  on  E lectricity  and  Magnétisme  il  a 
donné  le  tableau  de  toutes  les  variations  résultant  du  changement 
^<îs  unités. 

Cette  théorie  présente  une  singulière  anomalie  :  deux  systèmes 
Sont  offerts  aux  physiciens.  Tous  les  auteurs  les  font  connaître 
s^ïis  exprimer  aucun  étonnement.  Ils  sont  inconciliables,  maison 
caisse  le  choix  libre.  La  résistance,  dans  Tun  d'eux,  est  assimilée 
*  tine  vitesse;  dans  Tautre,  à  Tinverse  d'une  vitesse. 

La  résistance  d'un  circuit  est  une  vitesse!  Cette  proposition, 

^''^oncée  dans  les  ouvrages  classiques  par  des  auteurs  dignes  de 

^^te  confiance,  a  dû  se  poser  comme  une  énigme  à  l'esprit  de 

P*Us  d'un  lecteur;  mais  rélonncment  cesse  (|uand,  en  examinant 
^  proposition  de  plus  près,  on  en  explique  le  sens  véritable  : 
^^te  grandeur  étant  mesurée  par  un  nombre,  et  tout  nombre  re- 

r^^^^entant    une    vitesse,    l'assimilation    d'une    résistance    à    une 

*^^sse,  si  elle  signifiait  simplement  qu'à  chaque  résistance  cor- 

^^I^ond  une  vitesse  numériquement  égale,  n'aurait  véritablement 

^■^un  sens.  Mais  il  y  a  plus  :  si  l'on  change  l'unité  de  longueur 

^  **  unité  de  temps,  les  conventions  faites  sur  l'unité  de  résistance 

■^^"^scrivent  de   la  remplacer  par  une  unité  nouvelle;  le  nombre 

i^^i  sert  de  mesure  à  la  résistance  d'un  certain  circuit  sera  changé; 

'^**«^ii  qui  mesure  la  vilesse  changera  aussi,  cl,  malgré  ces  chan- 
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gemenls,  leur  égaillé  subsiste.  Mais  celte  égalité  est  purement 
numérique,  elle  a  lieu  entre  les  nombres  qui  représentent  deux 
grandeurs  absolument  différentes,  comme  celle  que  l'on  pourrait 
signaler  entre  lo''^  et  lo*^",  et  qui  persisterait,  si  Ton  prenait 
pour  unités  successivement  le  gramme  et  le  mètre,  le  milligramme 
et  le  millimètre,  le  centigramme  et  le  centimètre.  Aurait-on  ce- 
pendant le  droit  de  dire,  si  une  convention  prescrivait,  pour  un 
motif  quelconque,  de  prendre  pour  unité  de  longueur  une  frac- 
tion arbitraire  du  mètre,  et  pour  unité  de  poids  la  même  fraction 
du  gramme,  que  les  longueurs,  par  là,  deviennent  des  poids?  Ils 
le  seraient  ni  plus  ni  moins  que,  dans  le  système  qui  nous  occupe, 
les  résistances  des  vitesses. 

Pour  faire  comprendre  plus  clairement  encore  ce  qu'un  tel  rap- 
prochement a  d'arbitraire,  j'ai  cherché,  par  une  convention  ra- 
tionnelle, à  faire  naître,  dans  une  théorie  toute  différente,  un 
résultat  de  forme  analogue. 

La  pression  dans  un  gaz  est,  d'après  la  définition  adoptée  par 
les  physiciens,  la  force  normale  exercée  sur  l'unité  de  surface  de 
la  paroi  du  récipient  qui  l'enferme. 

On  peut  choisir  un  système  d'unités  qui  donne  le  droit  de  dire, 
dans  le  sens,  bien  entendu,  expliqué  plus  haut  :  La  pressioriy 
dans  un  gaz,  est  le  carrée  d^une  vitesse. 

Supposons,  en  effet,  que,  voulant  embrasser  dans  les  mêmes 
conventions,  les  théories  chimiques  et  mécaniques  à  la  fols,  on  se 
soit  préoccupé  tout  d'abord  de  la  loi  de  Gay-Lussac  :  les  équiva- 
lents chimiques  des  gaz  représentent,  à  la  même  température  et 
à  la  même  pression,  des  volumes  égaux;  si  on  les  représente  par 
des  poids,  ils  sont  proportionnels  aux  densités  que  l'on  a  droit  de 
prendre  pour  leur  mesure,  et,  si  l'on  choisit  enfin  pour  équiva- 
lent unité  celui  de  l'hydrogène,  tous  les  autres  deviendront  des 
nombres  absolus  indépendants  du  choix  des  unités  fondamen- 
tales. L'unité  des  masses,  pour  que  les  densités  soient  invariables, 
doit  être  proportionnelle  à  l'unité  de  volume.  Les  formules  de  la 
Mécanique  ne  seront,  par  là,  nullement  altérées,  et  l'on  pourra 
toujours,  F,  L,  M,  T  représentant  une  force,  une  longueur,  une 
masse  et  un  temps,  écrire  ' 

,,       ML 
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par  conséquent, 

JF  _  M  M 
L«  ~  L'  T«' 

Le   premier  membre    peut  représenter  une  force  rapportée  à 
l'unité  de  surface,  par  conséquent  la  pression  dans  un  gaz;  le  fac- 

t-^ur  ^»  par  convention,  est  invariable  quand  les  unités  changent, 

€:?t.  ^  représente  le  carré  d'une  vitesse,  ce  qui  conduit  au  théo- 
rème énoncé. 

X)ans  ce  rapprochement  relatif  à  un  ordre  de  phénomènes 
milieux  connus  et  d'un  mécanisme  moins  mystérieux  que  les  trans- 
ports électriques,  personne,  je  crois,  ne  verra  autre  chose  qu'une 
convention  entièrement  arbitraire  comme  le  choix  des  unités  qui 
la  Tait  naître. 

Lorsque,   dans  le  choix  d'un  système  d'unités,  on  se  propose 

^^  l>ut  défini  à  l'avance,  on  doit  exiger  qu'il  soit  atteint.  Si  Ton 

^^'^il,  au  contraire,  se  borner  à  définir  les  unités  avec  exactitude  et 

r^ï'écision,  tous  les  systèmes  sont  légitimes.  Aucun  des  auteurs  de 

§"**3ride  renommée  et  de  grand  mérite  qui  ont  traité  jusqu'ici  la 

T'-iestion  ne  paraît  avoir  énoncé  formellement  un  principe  général 

^^    Un  but  à  atteindre.  Les  conventions  proposées  peuvent  dès  lors 

^^**e    plus  ou  moins  commodes;   dans  aucun  cas  il  n'y  a  Heu  de 

^^^     déclarer  fausses.  Lorsque,  passant  en  revue,  comme  on  l'a 

^•t,    quelques-unes  des   lois   mathématiques  démontrées  ou  ad- 

'^^^ses  dans  la  Science,  le  choix  que  Ton  fait  a  pour  but  de  simpli- 

*^*^^  les  équations  qui  les  expriment,  le  système  peut  changer  avec 

^^^    lois  qu'on  a  choisies,  sans  cesser  jamais  d'être  légitime. 

L'action  de  deux  masses  électriques  étant  proportionnelle  au 

T^^c>cluit  des  masses  et  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 

^*^ tance,  on  choisit,  par  exemple,  l'unité  de  masse  électrique  de 

^ell^  sorte  que,  dans  la  formule  qui  exprime  cette  loi,  le  coeffi- 

^*^^ni  numérique  soit  réduit  à  l'unité;   chaque  unité,  à  son  tour, 

^^    trouve  définie  en  vue  d'une  équation  acquise  antérieurement  à 

*^   Science  et  dans  laquelle  elle  réduit  à  l'unité  un  coefficient  que 

*^    loi  physique  laisserait  arbitraire.  Une  telle  manière  de  procé- 

"^ï*  rend  la  contradiction  impossible  ;  mais  si,  prenant  l'analogie 

pHir guide,  nous  regardons  comme  désirables  dans  le  svstème  des 
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unités  électriques  les  conditions  qui  sont  remplies  pour  les  uni 
tés  géométriques,  mécaniques  ou  calorifiques,  nous  constate 
rons  sans  peine  que,  dans  la  théorie  électrique,  elles  ne  le  son 
pas. 

Les  divers  systèmes  adoptés,  en  dehors  des  théories  électri 
ques,  sont  tels,  que  les  formules  exprimant  les  lois  de  la  Scienc 
puissent  rester  invariables  lorsqu^on  change  d^une  manière  ai 
bitraire  les  unités  fondamentales,  laissées  aussi  nombreuses  qu 
possible. 

Cette  condition,  par  exemple,  est  remplie  pour  la  Mécanique 
dans  toutes  les  formules  de  la  Science,  Tunité  de  temps,  Tunit 
de  longueur  et  l'unité  de  masse  sont  arbitraires;  elles  peuvei 
varier,  on  en  déduit  les  autres  lois  suivant  une  loi  connue,  et  le 
formules  ne  sont  pas  changées. 

Les  deux  tableaux  proposés  par  Maxwell  et  considérés  depuii 
par  tous  les  auteurs,  comme  également  acceptables,  ne  satisfoc 
pas  à  cette  condition.  Il  importe  d'insister  sur  ce  point. 

Si,  dans  un  système  de  conducteurs  isolés  ou  parcourus  par  de 
courants,  on  se  donne  les  forces  électromotrices  mises  en  jeu,  le 
résistances  électriques  des  diverses  parties  de  Tappareil,  les  cou 
rants  d'induction  qui  prennent  naissance,  les  forces  d'attractîo 
ou  de  répulsion  mutuelles  mises  enjeu,  toutes  les  circonstance 
enfin  du  phénomène,  on  pourra  mesurer  toutes  les  grandeurs  pî 
des  nombres  qui  serviront  de  définition  au  système.  Si  Ton  chang 
les  unités  fondamentales,  les  nombres  restant  les  mêmes,  les  grai 
deurs  de  tout  genre  qu'ils  représentent,  longueurs,  temps 
masses,  forces,  vitesses,  intensités  de  courants,  charges  éle< 
triques,  résistances,  etc.,  changeront  à  la  fois.  Le  système  noi 
veau  qu'elles  définissent  sera-t-il  possible?  Nous  pouvons  aise 
ment  démontrer  le  contraire,  soit  qu'on  adopte  le  systèm 
électrostatique  ou  que  l'on  préfère  celui  qu'on  a  nxjmnié  électrt 
dynamique. 

L'application  des  deux  tableaux  proposés  par  Maxwell  à  u 
problème  quelconque  dans  lequel  figurent  à  la  fois  des  actioi 
électrostatiques  et  électrodynamiques  montre  en  effet  que 
dans  chacun  des  deux  systèmes  proposés,  à  un  changement  d'unil 
correspondent,  pour  la  mesure  de  ces  forces  de  nature  diverse 
des  multiplicateurs  différents.  Sans  reproduire  ici  le  tableau  toi 
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entier,     Ijornons-iious  à  rappeler  que,  dans  le   système  électro- 
âlaûque,  on  lit  : 

Masse  électrique F*  L, 

y  L 

Intensité  d'un  courant F*=« 

Si  donc  Tunité  de  force,  Tunité  de  longueur  et  l'unité  de  temps 
sont  les  unités  fondamentales,  il  suffirait  de  changer  Tunîté  de 
temps,  en  laissant  les  deux  autres  invariables,  pour  changer  la 
mesure  des  intensités  de  courant,  et,  par  conséquent,  Févaluation 
numérique  des  forces  provenant  des  actions  électrodynamiques, 
sans  altérer  celle  des  forces  dont  l'origine  est  électrostalique.  Le 
svslènie  nouveau,  au  point  de  vue  mécanique,  ne  serait  donc  pas 
^mblable  à  l'ancien,  puisque,  parmi  les  forces  mises  enjeu,  quel- 
ques-iiQes  restant  invariables,  les  autres  seraient  multipliées  par 
'^n  «acteur  arbitraire. 

l^ansle  système  électrodjnamique,  on  lit  : 

Masse  électrique F*  T 

X 
Intensité  d'un  courant F* 

*  ^*  l'on  change  l'unité  de  temps,  les  mesures  des  forces  électro- 

**Ucjnes  seront  multipliées  par  un  facteur  arbitraire,  celles  des 

^^s  électrodynamiques  restant  invariables.  Ces  nombres  nou- 

^^X,  si  l'on  revient  aux  unités  anciennes,  représenteront  un 

j^^^èfne  dont  la  similitude  avec  le  système  primitif  est  impossible. 

^^elle  est  la  cause  de  cette  déception?  On  pourrait  se  borner  à 

l^ondre  que,  en  définissant  le  système  des  unités,  on  ne  s'est  nuUe- 

^ï^t  proposé  la  condition  que  nous  cherchons  à  vérifier;  il  n'y 

^oncpas  à  s'étonner  qu'elle  ne  soit  pas  remplie;  non  seulement 

^  i^'a  jamais  prétendu  rendre  toutes  les  formules  générales,  mais 

^^  auteurs  soigneux,  en  exposant  cette  théorie,  ont  expressément 

^^gnalé  les  coefficients  qui  doivent  varier  dans  certaines  formules 

^Vcc  le  choix  des  unités.  Il  ne  saurait,  par  suite,  être  question  ici 

^  erreur  commise,   mais  de  choix  plus  ou  moins  habile,  et  nous 

Conservons  le  droit  de  chercher  si  Ton  pourrait,  par  d'autres  con- 

>fentions,  rendre  toutes }cs  formules  indépendantes  des  unités  fon- 

Q^menlales  et  mettre  en  évidence  les  lois  de  la  similitude  élec- 

L  ^'•ique.  La  réponse  négative  semble  résulter  de  l'étude  même  tant 
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de  fois  déjà  reproduite;  si  les  systèmes  proposés  exigent  tous  de 
que,  dans  certaines  formules,  un  coefficient  change  avec  le  ch< 
des  unités,  c'est  qu'il  a  été  impossible  de  tout  concilier.  M.  Ma 
rice  Lévy,  dans  le  savant  travail  qu'il  a  consacré  à  cette  questic 
signale  en  effet  une  relation  nécessaire  entre  trois  coefficients  c 
figurent  dans  le  premier  membre  d'une  équation  dont  le  seco 
est  une  vitesse.  Tous  trois  ne  peuvent  donc  pas  rester  invariable 
et,  si  l'on  change  les  unités,  de  manière  à  altérer  l'expression  i 
mérique  des  vitesses,  l'un  des  coefficients  au  moins  doit  chang 

En  examinant  cependant  les  formules   mises  tout  d'abord 
présence,  on  reconnaît  que  l'une  d'elles,  acceptée  à  la  fois  da 
les  deux  systèmes  comme  restant  invariable,  quelles  que  soient . 
unités,  pourrait  être  supprimée  sans  inconvénient  : 

Llintensité  (Tun  courant  est  mesurée  par  la  quantité  d'éli 
tricité  qui,  dans  V unité  de  temps,  traverse  une  section  duj 

Ce  principe,  qu'il  ne  semble  pas  possible  de  vérifier  expé 
mentalement,  est  proposé  comme  un  axiome,  et  c'est  pour  mai 
tenir  invariable,  sans  y  introduire  aucun  coefficient  numériqi 
l'exactitude  de  l'équation  qui  l'exprime,  qu'on  s'est  interdit 
rendre  toutes  les  autres  à  la  fois  générales.  En  supposant  mêi 
que  l'on  puisse  justifier  cette  conception  du  courant  et  l'assit 
lation  à  un  flux  d'électricité,  ou  même  à  un  double  flux  de  de 
masses  égales  et  de  signes  différents,  la  proportionnalité,  seu 
non  l'égalité  des  deux  membres  de  l'équation,  pourrait  en  rés 
ter,  et  l'on  aurait  le  droit  d'introduire  comme  multiplicateur 
l'un  d'eux  un  facteur  variable  avec  le  choix  des  unités.  M.  Maur 
Lévy  en  fait  judicieusement  la  remarque,  mais  il  ajoute  :  <c  < 
considérerait  comme  très  incommode  d'avoir  à  faire  usage  d' 
coefficient  pour  passer  de  l'unité  d'électricité  à  l'unité  de  courai 
aussi  le  système  qui  l'exigerait  n'est  pas  utilisé.  » 

Ce  système,  cependant,  est  le  seul  qui  puisse  mettre  en  é 
dence  la  loi  complète  des  similitudes  électriques.  On  doit  rem 
quer,  en  outre,  que  l'équation  dont  il  s'agit  ne  figure  en  fait, 
ne  semble  pouvoir  figurer  à  aucun  litre,  dans  la  solution  d'auc 
problème.  La  quantité  d'électricité  qui,  dans  l'unité  de  tem 
traverse  la  section  d'un  fil  conducteur  ne  peut  se  présenter 
effet,  à  cAté  de  l'intensité,  ni  comme  donnée  ni  comme  inconni 
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^  ne  la  mesure  directement  dans  aucun  appareil,  on  ne  cherche 
3T1S  aucun  cas  à  la  déterminer  par  le  calcul.  Loin  de  pouvoir 
tre  considérée  comme  incommode,  l'introduction  d'un  coefficient 
rarî^l^'^  dans  l'équation  qui  lie  l'intensité  à  la  niasse  électrique 
en  mouvement  resterait  donc  absolument  inaperçue,  et  l'on  pour- 
x^ît,  par  conséquent,  réduire  à  l'unité  en  même  temps  les  deux 
coefficients  dont  un  seul  disparaît  dans  chacun  des  systèmes  de- 
venus classiques. 

Le  système  ainsi  obtenu,  qui  semble  présenter  plus  d'avantages 
qu'aucun  autre,  ne  différerait  d'ailleurs  de  celui  qu'on  a  nommé 
tlectrndynaniique  que  par  le  changement  de  l'unité  d'électricité 
statique  et  des  grandeurs  qui  en  dépendent  immédiatement. 

Je  ne  puis  terminer  cet  article  sans  parler  d'une  remarque,  très 
singulière  assurément,  dont  peut-être,  cependant,  on  a  exagéré 
rimportance. 

Si,  après  avoir  choisi  les  trois  unités  fondamentales,  de  lon- 
gueur, de  temps  et  de  force,  on  rapporte  les  grandeurs  électriques 
successivement  aux  unités  correspondantes  dans  les  deux  systèmes 
nommés  électrostatiques  et  électvodynamiques  ^  on  obtiendra 
pour  chacune  d'elles  des  mesures  différentes.  Le  rapport  de  ces 
«eux  mesures  peut,  pour  toutes  les  grandeurs,  être  assimilé  à  une 
vitesse  ou  à  une  puissance  d'une  vitesse  dont  l'exposant  est  1,2 
ou  —  i;  cette  vitesse,  la  même  pour  tous  les  rapports,  change 
^expression  numérique  avec  le  choix  des  unités,  mais  représente 
^ujoursune  même  rapidité,  que  l'on  peut  calculer,  et  qui,  chose 
siïïgulière,  diffère  fort  peu  de  la  vitesse  de  la  lumière. 

Aucune  explication  plausible  n'a  été  donnée  de  ce  rapproche- 
ment réellement  singulier,  dans  lequel  on  a  vu  la  preuve  d'une 
"Cpendance  nécessaire,  quoique  cachée,  entre  les  deux  théories, 
ïa-l-il vraisemblance,  en  suivant,  sans  aucune  préoccupation  des 
théories  optiques,  des  conventions  logiquement  enchaînées  rela- 
Oves  à  l'électricité   seulement,    de    rencontrer    fortuitement    la 
vitesse  de  la  lumière  ou,  tout  au  moins,  une  vitesse  peu  différente? 
t/oe  rencontre  aussi  imprévue  a  très  justement  attiré  l'attention. 
\\  hui  remarquer  cependant  que,  sur  la  route  qui  y  conduit,  se 
placent  des  conventions  qu'on  aurait  pu  ne  pas  faire.  Le  résultat, 
d'ailleurs j  dans  les  systèmes  adoptés,  ne  répond,  en  dehors  de  la 
coïncidence  des  chiffres,  à  aucune  conception  physique. 
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Il  en  serait  autrement  si,  adoptant  le  système  d^unité  qui 
met  de  représenter  toutes  les  formules  sans  introduire  de  coeflk!^ 
cients  variables,   on   renonçait    à   drfinir  Tintensité  du  cours ^^^^^ 
comme  égale  à  la  quantité  d'éleclricité  qui  traverse,  dans  runz.jité 
de  temps,  une  des  sections  du  fil.  Les  conventions  seraient  l^Bes 
suivantes  :  Taltraction  de  deux  masses  électriques  étant  démc=»ii- 
Iréc  proportion  ne  lie  à  leur  produit  et  en  raison  inverse  du  ca:srré 
de  la  distance,  on  décide  qu^elle  est  égale  au  produit  des  mas  âses 
divisé  par  le  carré  de  la  distance,  et  par  là  se  trouve  définie  Puik  ité 
de  la  masse  électrique. 

L'action  de  deux  éléments  de  courant  étant  supposée  représ^-»- 
tée  par  la  formule  même  d'Ampère,  sans  adjonction  d'aucun 'co<?/^ 
ficient  constant  ou  variable,  Tunité  d'intensité  se  trouve  défin/^'" 

Ces  conventions  étant  admises,  si  l'on  regarde  Tintcnsité  d'uo 
courant  comme  proportionnelle  à  la  quantité  d'électricité  qui, 
dans  l'unité  de  temps,  traverse  la  section  du  fil,  il  n*est  plus  pos- 
sible de  transformer  cette  proportionnalité  en  égalité,  et  le  flux 
électrique,  dans  cette  hypothèse,  se  trouvera  représenté   par  le 
produit  de  l'intensité  par  la  vitesse  de  la  lumière.  Lors  donc  qu^on 
assimile  le  circuit  voltaïque  à  un  courant  continu  d'électricité,  si 
l'on  veut  supposer  la  vitesse  de  celle-ci  égale  à  la  vitesse  de  la 
lumière,  chaque  unité  de  longueur  du  fil  contiendra,  à  chaque 
instant,  une  masse  électrique  numériquement  égale  à  l'intensité 
du  courant. 

La  même  conclusion  s'appliquerait  à  l'hypothèse  plus  satisfai- 
sante, quoique  sujette  encore  à  de  grandes  difficultés,  dans  la- 
quelle on  suppose  deux  courants  d'électricité  positive  et  négative 
cheminant  en  sens  opposé  avec  des  vitesses  égales. 

Dans  la  comparaison  des  deux  systèmes  qu'on  a  nommés 
électrostatique  et  électrodynaniique ,  le  rapport  des  nombres 
qui  représentent  une  même  grandeur  électrique  se  trouve,  pour 
toutes  successivement,  intimement  lié  à  une  vitesse  qui  difi'ère  peu 
de  celle  de  la  lumière.  Cette  circonstance  soigneusement  remar- 
quée n'ajoute  rien  à  l'importance,  quelque  grande  qu'on  veuille 
la  faire,  du  j)remicr  rapprochement.  Les  divers  éléments  élec- 
triques se  rattachent,  en  efi'ct,  les  uns  aux  autres  par  des  relations 
simples  qui  peuvent  servir  de  définition.  Le  produit  de  la  résis- 
tance par  le  carré  de  rinlcnsilé,  par  exemple,  doit  représenter  un 
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travail,  et,  comme  conséquence,  la  variation  du  nombre  qui  re- 
présente rintensité  dépend  nécessairement  de  celui  qui  représente 
la  résistance.  La  force  électromotrice  divisée  par  la  résistance 
donne  rintensité  ;  cette  relation  peut  lui  servir  de  définition,  et, 
quand  on  change  d'unités,  les  variations  de  deux  des  trois  gran- 
deurs ainsi  enchaînées  déterminent  celles  de  la  troisième.  C'est 
pour  cela  que  la  vitesse  de  la  lumière,  introduite,  fortuitement  ou 
non,  dans  le  rapport  de  deux  mesures,  ne  pouvait  manquer  de  se 
relrouver  dans  toutes  les  autres. 

Nous  indiquions,  quelques  pages  plus  haut,  par  quelles  consi- 
dérations un  physicien  aurait  pu  être  conduit  à  adopter  pour 
unité  de  masse  la  masse  de  l'unité  de  volume  d'hydrogène,  en 
laissant  d'ailleurs  indéterminées  \es  unités  de  longueur  et  de 
temps.  La  pression  d'un  gaz  dans  ce  système,  c'est-à-dire  la  force 
exercée  sur  l'unité  de  surface,  peut  être  assimilée  numériquement, 
quelles  que  soient  les  unités  fondamentales  restées  arbitraires,  au 
carré  d'une  vitesse.  Un  calcul  facile  fait  connaître  cette  vitesse, 
égale,  pour  l'air  atmosphérique,  à  i*'"  environ  par  seconde  (1070™), 
peu  différente,  on  peut  le  constater,  de  la  moitié  de  la  vitesse 
imprimée  à  un  point  de  l'équateur  solaire  par  la  rotation  de  l'astre 
sur  lui-même. 

Loin  de  moi  la  pensée  d'assimiler  les  deux  cas;  personne  assu- 
rément n'oserait,  sur  un  tel  indice,  chercher  une  dépendance  entre 
la  théorie  des  gaz  et  le  phénomène  de  la  rotation  solaire  ;  et,  si 
la  vitesse  de  la  lumière,  inopinément  introduite  dans  Tétude  des 
unités  électriques,  a  mérité  la  plus  soigneuse  attention,  c*est 
que,  indépendamment  de  ce  rapprochement  inexpliqué,  les  physi- 
ciens et  les  géomètres,  depuis  longtemps  déjà,  attendent  des  pro- 
grès de  la  Science  la  fusion  complète  des  deux  théories. 


DU  TRAH8P0RT  DE  LA  FORCE  PAR  L'ÉLECTRICITÉ  (>); 

Par  m.  J.  REHTRAM). 

Léon  Foucault,  pour  démontrer  dans  une  usine  la  perfection 
"  un  régulateur  de  vitesse,  confia  un  jour  à  la  machine  à  vapeur  le 

^   ^-iimiére  électrique,  journal  unWersel  ciélertricitéy  dircrlcur  scicnli- 
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soin  de  donner  Fhcure  aux  ateliers.  Sans  pendule,  sans  échap 
ment,  Thorloge  fut  conduite  par  la  même  bielle  que  les  lamino 
Taiguille,  dont  Taspect  n^avait  rien  d^insolite,  aurait  pu,  sans  re 
der  pour  cela  d'une  minute,  transmettre  et  régler  tout  le  trav 
solidaire  de  la  roue  principale,  elle  en  partageait  la  puissance. 

Les  dimensions,  la  masse  et  la  vitesse  des  organes  d'une  i 
chine  ne  peuvent  rien  apprendre  sur  l'énergie  qu'ils  recèlent.  ( 
conque  a  visité  de  grandes  usines  en  a  pu  faire  la  curieuse 
marque  et  voir,  par  exemple,  une  paire  de  cisailles  ouvrir  et 
mer  ses  puissantes  mâchoires,  prèle  à  couper  indifféremment 
barre  de  fer  ou  une  baguette  d'osier ,  sans  ralentir  en  rien 
mouvement. 

Les  forces  électriques  présententdes  contrastes  analogues,  Tinl 
site  d'un  courant  n'en  détermine  nullement  la  puissance  ;  un  fa 
courant  peut  gouverner  un  marteau  de  loo''^,  lorsque,  à  côU 
lui,  un  autre  dix  fois  plus  intense  restera  impuissant  à  condi 
une  machine  à  coudre.  L'intensité  règle  Teffort  actuellement 
ponible,  mais  elle  s'affaiblit  par  le  travail  accompli ,  et  la  di 
nution  est  fort  inégale  pour  des  courants  d'apparence  identic 
Un  courant,  sous  ce  rapport,  ressemble  à  une  roue  dont  la  vit< 
ne  peut  révéler  si  elle  est  capable  d'un  travail  de  lo  chevaux 
prête  à  s'arrêter  sous  la  pression  d'une  main  posée  sur  elle, 
peut  comparer  la  pile  à  un  réservoir  dont  l'eau  s'écoule  ;  la  vit 
dépend  de  la  hauteur  du  liquide,  mais  le  ralentissement  est  r 
par  son  volume. 

Pour  définir  un  courant,  plusieurs  éléments  sont  nécessaii 
jamais  un  physicien  n'oubliera  d'en  tenir  compte,  l'erreur  se 
trop  évidente  et  trop  forte.  Mais  plus  d'une  fois,  pour  abréger 
a  négligé  de  les  mentionner  explicitement,  et  l'on  peut,  dans 
livres  également  dignes  de  confiance ,  rencontrer  sans  dévelop 
ments  des  propositions  telles  que  celles-ci  : 

fique  M.  du  Monccl.  —  The  Elcctriciaru  a  svcekly  Journal  of  tlieorical  nnd 
plied  Electricity  and  Chemical  Physics,  piihlishcd  hy  James  Gray.  Londoi 
Elektrotechnische  Zeitschri/ty  rodij^irl  von  I>'  K.  Kd.  Zod/.rho,  Rcrliii.  - 
transport  ëlectrique  de  l'énergie^  «'onfirenre  f;iilc  à  la  Sorit'l/!  d'enrouragei 
par  M.  Maurice  Lévy,  in^^'énieur  des  Pouls  et  Cliîiussée^.  —  Die  niagnetoele 
schen  und  dynamoelektrischen  Maschinen,  darj;e>lclll  von  Guslav  Glase 
Cerv.  Wicn,  Pesl,  Lcipzip:,  r883.  —  Electric  transmission  of  power,  its  prt 
position  and  advantages,  t'agel  lli^'gs,  London,  i^^i*^.  Iteiinion  infernatio 
des  électriciens,  Comptes  rendus  sténographié<,  l*ari*i,  1H82. 
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L'énergie  d'un  courant  est  proportionnelle  au  carré  de  son  in- 
tensité ! 

L'énergie  d'un  courant  est  proportionnelle  à  son  intensité! 

L'énergie  d'un  courant  est  indépendante  de  son  intensité! 

Chacune  de  ces  propositions,  en  apparence  contradictoires,  de- 
vient eiLacte  quand  on  complète  l'énoncé  ; 

L'énergie  d'un  courant,  quand  la  résistance  est  invariable , 
est  proportionnelle  au  carré  de  son  intensité. 

L'énergie  d'un  courant,  quand  la  force  électromotrice  est 
donnée,  est  proportionnelle  à  son  intensité. 

L'énergie  d'un  courant,  enfin,  est  indépendante  de  l'intensité, 
en  ce  sens  qu'avec  une  intensité  donnée,  quelle  qu'elle  soit,  on 
peut,  en  disposant  de  la  résistance  du  circuit,  le  rendre  capable 
de  tel  travail  qu'on  voudra. 

C'est  ainsi  qu'un  géomètre  peu  soucieux  de  la  précision  du  lan- 
gage pourrait  dire  : 

La  surface  d'un  triangle  est  proportionnelle  au  produit  de  ses 
trois  côtés;  sous-entendant  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est 
donné. 

La  surface  d'un  triangle  est  proportionnelle  à  son  périmètre  ; 
sous-eo tendant  que  le  rayon  du  cercle  inscrit  est  donné. 

La  Surface  d'un  triangle  est  indépendante  de  son  périmètre; 
voulant  dire  qu'avec  un  périmètre  donné  un  triangle  peut  avoir, 
entre  d^s  limites  fort  écartées,  telle  surface  que  l'on  voudra. 

L intensité  d'un  courant  n'est  pas  changée  quand  on  augmente 

dans  1^  même  proportion  la  force  éleclromotrice  et  la  résistance 

au  circuit,   c'est  la  loi  d'Ohm;   mais  la  dépense  d'énergie  et  le 

iravail    disponible  deviennent  bien    différents.    Supposons   deux 

courarxts  de  même   intensité  traversant  un  même  laboratoire  :  le 

premi^Pgg^  produit  par  une  force  électromotrice  égale  à  l'unité, 

en  pr^s-gg^çg  d'une  résistance  également  mesurée  par  un;  la  force 

electronjQtrice  qui  donne  naissance  au  second  est  mesurée  par 

'^o>     ^insi  que  la  résistance  du  circuit.    Le  galvanomètre,  s'il  est 

pariai l_^  leur  assignera  la  même  mesure;  le  voltamètre  n'accusera 

entre      ^^y^  aucune  différence  appréciable;  l'inégalité  des  énergies 

^^^  ^ès  grande  cependant,  et  toutes   les  épreuves  la  mettront  en 

évidence. 

^■^    même  accroissement  apporté  aux  résistances  d(\s  deux  cir- 
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cuîts  pourra  décupler  Tune  et  faire  varier  l'autre  seulement  d 
la  dixième  partie  de  sa  valeur;  le  premier  courant  deviendra  doi 
dix  fois  plus  faible,  lorsque  Taltération  du  second  sera  presqi 
insensible;  un  (il  de  platine  introduit  dans  Tun  sera  chauffé 
blanc,  fondu  peut-être,  lorsque,  dans  l'autre,  il  s'échaufferait  c 
quelques  degrés  seulement. 

Si,  sans  changer  les  résistances,  on  demande  aux  courants  u 
travail  mécanique,  la  réaction,  en  vertu  d'une  loi  qui  ne  souffi 
pas  d'exception,  sera  égale  à  l'action,  et  les  organes  mis  en  moi 
vement  par  les  rhéophores  feront  naître  une  force  électromotri< 
inverse,  qui  affaiblira  les  courants  et  qui,  pour  un  même  travai 
sera  la  même  dans  les  deux;  la  force  éleciromotrice  primitif 
détermine  donc  pour  chacun  d'eux  le  travail  dont  il  est  capabl 
et  l'on  pourra  demander  au  second,  presque  sans  l'affaiblir,  ui 
dépense  de  force  plus  que  sufGsante  pour  épuiser  complètemei 
le  premier. 

Un  mauvais  conducteur  introduit  dans  un  circuit  peut,  < 
s'échauffant,  devenir  une  source  de  lumière  :  le  courant  s'affa 
blit  alors  par  l'accroissement  de  la  résistance.  Lorsque,  sépara 
les  deux  électrodes,  on  fait  jaillir  entre  eux  un  arc  étincelanl,  ui 
diminution  de  la  force  électroniotrice  accompagne  l'accroiss 
ment  de  la  résistance;  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  l'efl 
produit  dépend  de  la  force  électromotrice  et  de  la  résistance 
n'a  aucune  relation  nécessaire  avec  leur  rapport,  qui  mesure  l'i 
tensité. 

Le  calcul  de  l'intensité  appliqué  à  l'éclairage  donne  un  résuli 
singulier  dont  l'explication  est  facile.  Au  moment  où  s'allume 
les  lumières  produites  par  des  courants  divisés  partant  du  coura 
principal  et  allant  le  rejoindre,  l'intensité,  sous  l'influence  de 
travail  dépensé,  reçoit  un  accroissement  subit  très  sensible 
galvanomètre.  Le  phénomène  semble  paradoxal ,  mais  tout  éto 
nement  doit  cesser  si  l'on  examine  le  rôle  des  courants  dériva 
ils  sont  adjoints,  non  substitués  au  courant  principal;  en  les  in< 
tant  enjeu,  quelle  que  soit  leur  résistance,  on  ouvre  à  l'élcctric 
des  voies  nouvelles,  sans  en  supprimer  aucune.  Le  courant  le 
doit  donc  devenir  plus  intense;  mais  chacun  des  courants  parti* 
sera  d'autant  pins  faible  que  leur  nombre  sera  plus  grand,  < 
comme  la  faculté  éclairante  diminue  beaucoup   plus  rapidemc 


que  rintensilé,  non  seulement  chaque  lumière,  mais  en  même 
leinps  Téclal  total,  doit  diminuer  lorsqu'on  essaye  d'en  trop  ac- 
croître le  nombre. 

Les  dangers  apportés  par  les  courants  électriques   sont,  aussi 
bien  que  leurs  effets  utiles,  indépendants  de  Tintensité.  Une  puis- 
sante machine   peut  imiter  la  foudre  et  la  porter  au  loin.  L'effet 
dépend  ici  d'une  grandeur  nommée  /wlentiel,  que,  pendant  long- 
temps, les  physiciens,  sans  la  définir  avec  précision,  ont  appelée 
^a  tension,  et  qui,  même  pour  un  faible  courant,  peut  grandir 
^ns  limite  et  foudroyer  l'imprudent  qui  toucherait  au  fil.  Ce  grave 
"*Bger,  dont  rien  ne  révèle  l'approche,  est  pour  les  co>istructeur9 
"**€  difliculté  très   sérieuse;    les  plus   hardis  semblent  disposés 
^  passer    outre,    en   isolant    les    fils    de    leur   mieux;    ils    dé- 
^S^ntleur  responsabilité  par  des  avertissements  et  des  menaces  : 
^    précaution   n'est  pas   suiïisante.  Le   premier   chemin    de  fer 
^^'ïstruit  en  France,  entre  Saint-Etienne  et  Lyon,  restait,   pour 
^s  iiabitants  des  villages  traversés,  la  voie  principale  de  commu- 
'^'catîon  ;  on  laissait,  entre  deux  trains,  les  enfants  jouer  et  courir 
*^i^  les  rails.  Les  accidents  se  renouvelant  chaque  semaine,  on  affî- 
^«^  des  règlements  sévères  :  personne  n'en  tint  compte  :  le  maire 
^  Moe  petite  ville  eut  l'idée  ingénieuse  de  défendre,  sous  peine  de 
'^'^oriy  le  stationnement  sur  la  voie  :  le  nombre  des  accidents  ne 
^"minua  pas;  une  municipalité  voisine,  en  infligeant  une  amende 
^^    I  franc,  obtint  un  résultat  un  peu  meilleur. 

L^ impossibilité  de  demander  aux  piles  voltaïques  un  travail  in- 

<iustriel  a  été  considérée   comme   un  axiome;  cela  reviendrait, 

disaît-on,  à  brûler,  pour  produire  la  force,  lin  combustible  plus 

coûteux  que  le  charbon,   le  zinc  par  exemple,  à  Taide  d'un  com- 

V>urantplas  rare  que  l'oxygène  de  l'air. 

Le  raisonnement  serait  discutable,  et  l'avenir  peut-être  mon- 
trera dans  les  courants  secondaires  et  dans  l'accumulateur  un  écla- 
tant démenti. 

yfoi  qu'il  en  soit,  le  courant  aujourd'hui  transmet  la  force  et 

''y'^pr'oduit  pas:  c'est  l'induction  qui  transforme  utilement  la 

""'^lice  mécanique  en  électricité.  Arago,  le  premier,  a  observé 

,     ^ffîet.de  l'induction  sans  en  deviner  le  principe.  Une  boussole 

l^^llc  un  constructeur  illustre  avait  promis  tous  ses  soins  se 

titrsài  t  inférieure  en  apparence    aux  instruments  les  plus  gros- 

il.  des  Sciences  mathém.y  a*  série,  l.  VII.  (Mars  i883.)  7 


\ 


90  PREMIËRË  PARTIE. 

siers.  Gambey,  cependant,  tout  en  répondant  de  la  mobililé  d 
l'aiguille,  constatait  avec  impatience  Tinexplicable  lenteur  de  s« 
oscillations,  sans  soupçonner  qu^in  jour  un  ingénieux  inventeu 
à  Taide  d'un  effet  tout  semblable,   ferait  faire  au  galvanomètre  u« 
progrès  de  grande  importance.  La  cause  fut  promptement  déco  ^ 
verte.  La  résistance,  sans  aucun  doute  possible,  provenait  de 
boîte  de  cuivre.  Le  cuivre  n'agit  pas  sur  Taiguille  aimantée  en  r^ 
pos,  mais  il  met  obstacle  à  son  mouvement.  Cette  action,  com[^ 
rable  au  frottement  de  deux  corps  qui  ne  se  touchent  pas,  pank^ 
sait  inexplicable;  les  découvertes  de  Faraday  lui  assignèrent  dan^ 
Science  sa  véritable  place.  Le  changement  de  distance  des  couraBr 
ou  des  aimants,  ou  la  variation  de  leur  intensité,  fait  toujoi^: 
naître  entre  eux  de  mutuelles  influences.  Un  aimant  immobile  ^ 
puissant  et  si  rapproché  qu'il  soit,  ne  peut  faire  naître  ni  faire   -^ 
rier  un  courant  voltaïque;   mais,   si  on  le  rapproche  ou  l'éloî 
d'un  conducteur,  si  l'on  accroît  ou  diminue  brusquement  sa  p 
sance  magnétique ,  on  verra  tout  à  coup,  dans  son  voisinage  , 
courant  diminuer,  s'accroître  ou  naître,  suivant  les  conditions 
l'expérience.  Deux  courants  se  repoussent  ou  s'attirent  sans  eiiCL» 
cer  sur  leur  intensité  une  influence  qui  naît  immédiatement  sm 
les  rapproche  ou  les  éloigne:    et,  dans  leur  voisinage,  un  fil  c^= 
ducteur  sans  autre  force  électromolrice  devient  le  siège  d'un  c^ 
rant  engendré  par  induction.    L'effet  produit  n'est  dû  ni  à  1'^ 
magnétique  ou  électrique  des  corps  ni  à  leur  situation  mutuel 
mais  aux   changements  qui   s'accomplissent   et   à   l'agitation 
quelque  sorte  du  milieu  électromagnétique.    Les  physiciens, 
se  familiarisant  avec   des  phénomènes   si  étranges,   s'étonnèrc 
bientôt  de  ne  pas  les  avoir  devinés  et  prévus.  Lorsque  deux  c(^ 
ranls,  cédant  à  leur  action  mutuelle,  s'approchent  l'un  de  l'auto 
la  force  vive  produite,  empruntée  à  leur  énergie  primitive,  nepei-3 
disait-on,  manquer  de  ladiminujsr;  il  est  donc  naturel,  nécessai 
même,  que  deux  courants  de  même  sens  qui  s'approchent  l'un  c: 
l'autre  diminuent  leur  intensité;  et,  avec  plus  de  hardiesse  encore 
on  n'a  pas  hésité  à  en  conclure  que  chacun  d'eux  doit  faire  naîtc: 
dans  tout  fil  dont  il  s'approche  un  courant  qui,  s'il  s'en  éloigne,  doï 
changer  le  sens. 

I/explication  n'est  ni  rigoureuse  ni  complète.  L'évidence  invo 
quée,  si  elle  était  incontestable,  devrait  s'étendre  aux  actions  d< 
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loul  genre.  Une  planète,  par  exemple,  qnand  elle  s'approche  du 
^oleîl,  devrait  en  diminuer  la  puissance  allraclive  et  ce  que  nous 
'ïonfimons  sa  masse;  les  raisons  à  alléguer  sont  identiquement  les 
lïénies.  Sans  oser  en  conclure  que  reffet  soit  certain,  ni  le  pré- 
senter même  comme  vraisemblable,  il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de 
i*echercher  quelles  perturbations  en  résulteraient  pour  les  théories 
de  Mécanique  céleste.  La  perfection  acquise  par  la  Science  rend 
périlleuse  toute  entreprise  contre  les  principes,  et  rh>pothèse  de 
la    variation  des  masses  attirantes,    si   elle  troublait  les  résultats 
acquis,  serait  par  là  convaincue  d'inexactitude.  Le  calcul,  cepen- 
dant,  vaudrait  la  peine  d'être  tenté,  et  Ton  peut  excuser  à  l'avance 
un  résultat  négatif  par  la  petitesse  du  coeflicient  numérique  que 
'^os  conjectures  laissent  inconnu. 

La  découverte  de  l'induction  donna  naissance  presque  immédia- 
•■c nient,  il  y  sl  aujourd'hui  plus  d'un  demi- siècle,  à  la  machine  de 
^ixii.  La  rotation  d'un  aimant,  dans  cet  ingénieux  appai^eil,  fait 
'Maître  un  courant  dont  le  sens  varierait  sans  cesse  si  l'action  d'une 
f**èce  nommée  commutateur  ne  le  redressait  à  chaque  inversion; 
^^t  appareil,  destiné  aux  cabinets  de  Physique  et  simplifié  peu  de 
*^naps  après  par  Clarke,  est  fondé  sur  le  même  principe  que  les 
Puissantes  machines  employées  aujourd'hui. 

Les  perfectionnements  cependant  sont  nombreux.  Parmi  ceux  que 
^^  succès  a  consacrés,  deux  particulièrement  doivent  être  signalés. 
IVl.  Siemens,  d'abord,  puis  Wheatstone,  indépendamment  l'un 
^e  l'autre,  eurent  l'idée,  jugée  tout  d'abord  très  heureuse,  d'utiliser, 
s^xis  recourir  aux  aimants,  la  puissante  induction  d'un  champ  ma- 
gnétique. Il  suffit,  on  le  sait,  de  l'influence  terrestre  pour  rendre 
toute  masse  de  fer  sensiblement  magnétique  et  capable  de  faire 
naître  un  faible  courant  dans  un  fil  rapidement  entraîné  près  d'elle. 
Ce  courant,  à  son  tour,  excite  la  puissance  magnétique,  qui  réagit 
sur  lui,  et  les  deux  effets,  s'accroissant  l'un  par  l'autre,   effacent 
bientôt  toute  différence  entre  la  masse  de  fer  donnée  et  le  plus 
puissant  des  aimants. 

L'autre  progrès,  dû  au  physicien  italien  Paccinotti ,  a  fourni  au 
célèbre  constructeur  et  inventeur  Gramme  la  pièce  caractéristique 
"^  ses  ingénieuses  machines.  M.  Paccinotti  a  résolu  le  problème, 
"cclaré  souvent  insoluble,  d'obtenir  un  courant  continu  sans  faire 
**5agedu  commutateur. 
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L'cxplicaliou  de  rexpérience  d'Arajjo,  donnée  par  Faradav,  e: 
fondée  cependant  sur  la  production  d^un  courant  continu;  maii 
en  dépit  de  l'expérience,  obscurcie  peut-être  par  Tétat  des  décou 
vertes  qui  l'accompagnaient,  les  physiciens  enseignaient  comin 
une  vérité  évidente  Tinversion  des  courants  d'induction,  selon  qc 
l'aimant  s'approchait  ou  s'éloignait  des  positions -d'équilibre. 

Le  principe  ingénieux  de  Gramme  est  fort  éloigné  de  Tévidenci 
Un  anneau  de  fer  doux  tourne  en  présence  des  pôles  d'un  puissai 
aimant;  sa  rotation  y  détermine  un  état  magnétique  variable,  qi 
tend  à  engendrer,  sur  les  diverses  parties  d'un  (il  continu  enroa 
autour  de  lui,  des  courants  de  direction  contraire  qui,  pureme- 
et  simplement,  le  détruiraient  si  l'on  bornait  là  l'expérience.  Me 
les  forces  électromotrices  excitées  dans  ce  iil  continu,  variabi 
pour  une  même  portion  du  fil,  restent  constantes  en  chacun  d 
points  où,  par  suite  de  la  rotation,  chaque  portion  se  présente  si= 
cessivement.  11  en  résulte  que  deux  positions  fixes,  occupées  p 
des  éléments  qui  changent  sans  cesse,  peuvent  être  assimilées  sl. 
deux  pôles  d'une  pile,  à  l'aide  de  deux  collecteurs,  dont  la  disp 
sition  est  elle-même  une  ingénieuse  invention;  ils  produisent 
courant  continu.  Les  machines  de  Gramme  sont  réversibles  : 
courant  devient  une  force  motrice  capable  de  faire  tourner  Fc 
neau. 

L'électricité  se  transporte  sans  frais;  un  fil  suffit,  quelle  (g 
soit  la  distance;  la  perle  est  grande  malheureusement,  et  il  f£ 
l'atténuer. 

Le  courant  produit  par  une  machine  peut  en  faire  tourner  %m 
autre,  mais  celle-ci  l'affaiblit  par  sa  réaction  et  diminue  le  traw 
consommé  par  la  machine  qui  le  fait  naître. 

L'influence  exercée  par  le  travail  d'un  courant  sur  sa  propre 
lensilé  est  un  principe  de  grande  importance.  Une  expérience  t 
élégante  de  M.  Marcel  Deprez  le  démontre  et  l'explique.  Le  ce: 
rant  produit  par  une  machine  de  Gramme  peut  croître  et  diminuu 
sous  l'influence  d'une  machine  à  vapeur,  dans  les  limites  les  p 
étendues.  Ce  courant  est  mis  en  communication  avec  une  secor:: 
machine,  entravée  à  dessein  par  une  résislance  qu'il  faut  surmc: 
ter  pour  la  mettre  en  mouvement.  Le  courant,  très  faible  d'abo» 
augmente   graduellement;  l'aiguille  du  galvanomètre  qui  mes ^ 
l'intensité  s'avance  sur  son  cadran  jusqu'au  moment  où  la  mach. 
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îce  commonce  à  tourner;  quel  que  soit  ensuite  le  travail 
)pé  par  la  machine  motrice,  qu'il  devienne  deux  fois,  dix 
nquanle  fois  plus  considérable,  l'intensité  du  courant  ne 

plus  :  Ténergie  dépensée  ,  en  accroissant  la  vitesse  de  la 
e  réceptrice,  fait  naître  une  puissance  inverse  qui  modère 
ant  el  le  rend  invariable. 

ccroissant,  en  eflet,  l'intensité  du  courant,  on  augmente- 
vitesse  et  avec  elle  la  force  électromotrice  inverse  qui  le 
rait  à  sa  valeur  primitive  sans  diminuer  toutefois  la  vitesse 
!,  car  l'égalité  de  la  puissance  à  la  résistance  assure,  quelle 
t  la  vitesse,  l'uniformité  de  mouvement, 
n  s*accroissant,  le  travail  dépensé  ne  peut  faire  varier  Fin- 
du  courant  produit,  on  ne  verra  pas  moins  augmenter  le 
communiqué  à  la  machine  réceptrice.  La  force  déterminée 
itensité  du  courant  est  constante  comme  lui;  mais  l'autre 
du  travail,  le  chemin  parcouru,  est  proportionnel  à  la  vi- 
Chaque  tour  de  la  machine  représente  le  même  travail, 

nombre  des  tours  accomplis  par  minute  peut  grandir  sans 

léorie ,  d'accord  avec  l'expérience  précédente  ,  n'assigne 
maximum  au  travail  qu'une  machine  d'induction  peut  ab- 
et  transmettre. 

machine  donnée  peut  engendrer  tel  courant  et  produire 
lantité  de  travail  qu'on  voudra  ;  la  vitesse  de  rotation,  la 
lectromotrice  qui  en  résulte  et  le  travail  à  dépenser  seront 
m  conséquence.  Au  delà  de  certaines  limites  malheureuse- 
3n  rencontre  des  difficultés  et  des  dangers.  Une  machine 
rue  trop  rapidement  est  bientôt  hors  de  service,  et  une 

trop  forte,  quelles  que  soient  les  précautions  prescrites, 
udroyer  l'imprudent  qui  les  brave.  On  doit  donc,  pour 
machine,  imposer  des  limites  rigoureuses  à  la  vitesse  et  à 
I  électromotrice  qui  en  dépend. 

liblissement  du  travail  moteur,  quand  on  accroît  l'efTet 
,  est  la  conséquence  nécessaire  de  cette  limitation  obliga- 
1  n'a  rien  de  paradoxal. 

serait  de  même  pour  une  machine  à  vapeur,  si  Ton  iinpo- 
c  limite  à  la  tension  de  la  vapeur.  Supposons  qu'une 
achinc  mette  en  niouvcinriit  le^  organes  d'une  pompe  dont 
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le  réservoir  est  à  sec  ;  le  travail  utile  est  nul,  et  le  travail  dépen. 
proportionnel  à  la  tension  de  la  vapeur  et  à  U  vitesse  du  piste 
est  emplové  tout  entier  à  vaincre  les  résistances  passives 
échaufTant  les  pièces  du  mécanisme.  Si  la  pompe  mise  en  co 
munication  avec  le  réservoir  élève  loo'^^  d'eau  par  minute,  on  ve: 
tout  à  coup  les  mouvements  se  ralentir  et,  s'il  est  interdît  d': 
croître  la  tension  de  la  vapeur,  la  machine  absorber  et  ofll 
moins  de  travail,  par  cela  même  qu'on  lut  en  demande  davanta 

Supposons,  pour  entrer  au  détail,  qu'une  machine  élect 
dynamique,  en  dépensant  un  travail  de  quatre  chevaux,  produ 
un  courant  qu'on  laisse  sans  emploi  ;  si ,  mis  en  suite  en  com» 
nication  avec  une  machine  réceptrice,  ce  courant  produit  un  tra'^ 
d'un  cheval,  il  ne  faut  pas  dire  :  «  la  machine  motrice  dépe 
quatre  chevaux,  on  en  ulih'se  un,  le  rendement  est  de  ^5  p- 
loo.  »  Ce  serait  une  erreur  :  la  machine  motrice  qui ,  travaillas 
vide,  dépensait  quatre  chevaux,  n'en  absorbera  plus  que  d^ 
seulement  quand  on  utilisera  son  effet.  Le  rendement  sera  donc 
quoique  l'efTct  produit  soit  le  j  seulement  de  la  dépense  mesui 
d'abord. 

La  diminution  produite  dans  le  travail  de  la  machine  motr 
dépend,  bien  entendu,  de  l'eflort  demandé  au  courant,  etilj 
lieu  de  chercher  la  disposition  la  plus  avantageuse» 

Pour  obtenir  le  plus  grand  rendement  possible,  il  conviendr 
d'accélérer  la  vitesse  de  la  machine  réceptrice  en  lui  donnant  toiil 
fois  pour  limite  celle  de  la  machine  motrice,  sans  quoi  toutes  de 
s'arrêteraient,  et  le  courant  serait  réduit  à  zéro.  Mais,  en  accro 
sant  ainsi  le  travail  relatif,  on  diminue  le  travail  absolu,  et,  lo 
qu'à  la  limite  on  ne  perd  rien,  c'est  à  la  condition  de  ne  ri 
produire. 

Cette  solution  est  donc  à  rejeter,  et  il  arrivera  bien  rarem( 
qu'on  trouve  profit  à  en  approcher. 

Pour  obtenir,  sans  se  préoccuper  du  rendement,  le  plus  gra 
travail  possible,  il  faut  demander  à  la  machine  réceptrice  le  qu 
du  travail  que  la  machine  motrice  pourrait  absorber  sans  produ 
reflet  utile.  Le  rendement,  dans  ce  cas,  ainsi  que  nous  l'ave 
indiqué  par  un  exemple,  est  égal  à  ^,  et  la  machine  motrice  i 
sorbe  la  moitié  seulement  du  travail  primitif  pour  en  utiliseï 
quart.  Tous  ces  résultats,  il  est  utile  de  le  répéter,  sont  liés  a 
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conditions  Imposées  par  la  prudence;  si,  disposant  d'une  force 
illimilée,  on  osail  faire  grandir  indéfiniment  la  force  électromo- 
tricc,  le  travail  dépensé,  le  travail  produit  et  le  rendement  pour- 
raient croître  en  niéme  temps  sans  limite;  mais,  en  bravant  de 
grands  dangers,  on  rencontrerait  bientôt  des  impossibilités  abso- 
lues. Quelque  soigné  que  soit  Tisolement,  un  fil,  sur  de  grandes 
longueurs,  présente  toujours  quelques  points  faibles;  une  trop 
grande  tension,  lors  même  qu'elle  ne  procurerait  ni  mort  ni  incen- 
die, amènerait  la  perte  de  Félectricité  sous  forme  d'étincelles  et 
d'aigrettes  lumineuses. 

La  résistance  du  fil  qui  réunit  deux  machines  augmente  avec  sa 
longueur,  l'intensité  du  courant  est  diminuée  et  avec  elle,  dans 
la  même  proportion,  le  travail  dépensé  et  le  travail  produit;  deux 
machines,  par  exemple,  qui,  placées  à  loo"  de  distance,  pourraient 
transmettre  un  travail  d'un  cheval,  transportées  à  looo*'"*  l'une  de 
lautre  et  reliées  par  un  fil  de  même  section,  ne  pourraient  plus 
fournir  que  des  effets  insignifiants,  suffisants  pour  les  besoins 
d'un  télégraphe,  mais  sans  aucune  valeur  industrielle. 

Pour  transmettre  à  de  grandes  distances  un  travail  mécanique, 
il  importe  donc  de  modifier  la  construction  et  le  mode  d'action 
des  machines.  La  distance,  par  elle-même,  est  sans  influence;  elle 
intervient  seulement  pour  accroître  la  résistance  du  fil  qui,  pro- 
portionnelle à  sa  longueur,  varie  en  même  temps  en  raison  inverse 
do  carré  du  diamètre;  elle  dépend  aussi  de  la  nature  du  métal  et, 
pour  le  cuivre  à  section  égale,  est  cinq  fois  moindre  que  pour  le 
fer.  On  pourrait  donc  aisément,  soit  par  l'accroissement  du  dia- 
mètre, soit  par  le  choix  d'un  métal  plus  conducteur,  atténuer  ou 
supprimer  les  effets  de  la  distance. 

Le  travail  transrais  resterait  invariable,  malgré  l'accroissement 
de  résistance ,  si  le  carré  de  la  force  électromotrice  grandissait 
dans  la  même  proportion.  Si,  par  exemple,  la  résistance  devient 
cent  fois  et  la  force  électromotrice  dix  fois  plus  grande,  aussi  bien 
**»rla  machine  motrice  que  sur  la  machine  réceptrice,  l'intensité 
du  courant,  d'après  la  loi  d'Ohm,  sera  dix  fois  moindre  ;  mais,  les 
machines  tournant  dix  fois  plus  vite,  il  y  aura  compensation. 

^tte  solution,  indiquée  par  les  formules  théoriques ,  ne  tient 
P*s  compte  malheureusement  des  bornes  imposées  par  la  prudence 
^  «vitesse  de  rotation  et  à  la  force  électromotrice. 
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La  subslitulion  du  cuivre  au  fer,  en  procurant,  à  poids  égal,  cs 
conductibilité  cinq  fois  plus  grande,  accroîtrait  beaucoup  la  ^ 
pense.  La  solution  imposée  par  les  conditions  du  problème  par* 
être  remploi  des  machines  de  grandes  dimensions.  Si  Ton  accr» 
dans  un  même  rapport  toutes  les  dimensions  d'une  machine^ 
force  électromotrice,  à  vitesse  angulaire  égale,  croît  proporlia 
nellement  au  carré  du  rapport  de  similitude,  et  c'est  sur  ce  pri 
cipe,  démontré  par  M.  Marcel  Deprez  et  voisin  d'ailleurs  de  Vé^ 
dence,  que  doit  reposer  sans  doute  la  solution  si  importaute  < 
grand  problème. 

M.Marcel  Deprez,  qui,  le  premier,  a  obtenu  déjà,  pour  le  tran 
port  à  grande  distance,  des  résultats  pratiques  importants,  accef: 
l'accroissement  de  tension,  espérant  en  atténuer  les  dangers  p 
l'isolement  des  appareils.  Mais,  au  lieu  de  demander  à  l'accro 
sèment  de  vitesse  la  production  de  la  force  électromotrîce , 
l'obtient  très  ingénieusement  en  diminuant  le  diamètre  du  fil  c 
roulé  sur  la  bobine,  dont  il  accroît  en  même  temps  la  longueur, 
manière  à  lui  conserver  le  même  volume  et  à  la  machine  le  mêi 
aspect. 

La  transmission  du  travail  à  de  grandes  distances  devient  aii 
possible  avec  les  machines  mêmes  et  les  iils  de  transmission  d 
machines  ordinaires,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'accroître  de  faç 
inquiétante  la  vitesse  de  rotation  des  machines. 

Cette  solution,  réalisée  à  Munich,  pendant  la  dernière  expo: 
tion,  a  donné  de  grandes  et  légitimes  espérances.  Ellle  n'autori 
pas  cependant  à  affirmer  que  la  transmission  de  la  force  à  gran 
distance  soit  aussi  facile  qu'à  un  kilomètre. 

Une  locomotive  parcourt  en  un  quart  d'heure   la  distance 
Paris  à  Saint-Cloud;  est-il  possible,  avec  la  même  machine,  d'ail 
dans  le  même  temps  de  Paris  à  Versailles?  Rien  de  plus  facil 
peut-on  dire  :  chauffez  plus  fort  et  doublez  la  vitesse. 

C*est  de  la  même  manière  à  peu  près  que  la  force  peut  se  tran 
mettre  à  loo*""  aussi  aisément  qu'à  looo".  Il  suffit  de  décupi 
la  force  électromotrice. 
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UOÛEL  (J.).— Cours  db  Cvlcil  itspinitksimal.  Tomes  III  et  IV.  a  vol.  in-8°. 

1 880-1 881.  Paris,  Gauthier- Villars. 

Nous  venons,  un  peu  en  retard,  rendre  compte  de  la  fin  du  grand 
Traité  de  notre  savant  collaborateur;  mais  nous  ne  le  regrettons 
pas.  L'accueil  si  favorable  qu'ont  partout  reçu  dans  nos  Facultés 
elàTélranger  les  quatre  Volumes  de  M.  Hoiiel  prêtera  plus  d'au- 
loriié  à  nos  appréciations  et  nous  dispensera  d'une  analyse  dé- 
taillée. Nous  allons  parcourir  rapidement  le  contenu  des  deux 
derniers  Volumes,  en  indiquant  pour  chaque  Partie  les  passages 
qui  noui  ont  le  plus  frappé. 

La  suite  du  Livre  IV,  qui  commence  le  troisième  Volume,  est 
encore  consacrée  à  la  théorie  des  équations  différentielles.  L'au- 
^eur  commence  par  quelques  généralités  sur  les  équations  diffé- 
'^niielles  simultanées;  puis  il  traite,  avec  de  grands  détails,  le  cas 
Particulier  des  équations  linéaires.  Il  fait  connaître  les  Méthodes 
^^  Lagrange,  de  Cauchy  et  de  d'Alembert  et  les  applique  à  diffé- 
*^tils  exemples.  Il  consacre  ensuite  un  Chapitre  spécial  au  Calcul 
^^s  Variations,  dans  lequel  il  ne  considère,  bien  entendu,  que  les 
't^iégrales  simples.  Parmi  les  applications,  nous  avons  remarqué 
^^    qui    concerne  la  ligne  géodésique,   tracée   sur   une    surface. 
^'  Hoiiel  emploie  les  coordonnées  curvilignes  et   démontre  le 
théorème  de  Gauss  sur  les  triangles  géodésiques.  On  a  ici,  avec  ce 
^^i  se  trouve  dans  les  autres  parties  de  l'Ouvrage,  les  éléments 
"  Une  théorie  à  la  fois  très  complète  et  très  satisfaisante  des  coor- 
données curvilignes  et  des  surfaces  courbes  dans  la  voie  ouverte 
P^**  Gauss.  Le  Livre  IV  se  termine  par  un  Recueil  extrêmement 
*^*endu  d'exercices. 

*-e   Livre  V  traite  des  équations  différentielles  à  plusieurs  va- 
'['^oles  indépendantes,    c'est-à-dire  des  équations   aux  difléren- 
*^iles  totales   et  des  équations  aux   dérivées  partielles.   Nous   y 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  VU.  (  \vril  i883.)  8 
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avons  remarqué  un  Chapilre  très  complet  sur  les  équations  as     ^^ 
dérivées  partielles  des  diverses  familles  de  surfaces  et  des  dév  ^*' 
loppements  assez  étendus  sur  les  équations  linéaires  d^ordre  sup» 
rieur. 

Le  Livre  VI  est  consacré  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  varîab 
complexe,  traitée  d'abord  en  général  et  ensuite  considérée  dai 
ses  applications  aux  fonctions  elliptiques.  M.  Hoûel   a,    depi 
longtemps,  fait  connaître  en  France  les  recherches  de  Riemai 

et  de  Neumann.  La  publication  de  son  Ouvrage  sur  les  variabl 

complexes  Tavait  bien  préparé  à  écrire  cette  partie  de  son  Trai 
qui  s'occupe  du  même  objet.  Il  n'a  même  eu,  pour  le  début  de  s* 
exposition,  qu'à  reproduire  avec  de  très  légères  modifications 
commencement  de  la  deuxième  Partie  de  la  Théorie  élémenlai 
f tes  quantités  complexes,  publiée  en  1868.  11  a  seulement  ajoi 
la  belle  démonstration  que  nous  devons  à  Dirichlet  de  la  série 
Fourier. 

Le  Chapitre  111  a  pour  objet  Tétude  des  fonctions  multifornm 
Pour  définir  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique,  M.  Ho 
a  suivi  une  méthode  toute  particulière,  qui  est  due  à  M.  Éd.  W 
et  qu'il  avait  déjà  signalée  dans  la  Préface  générale  de  l'Ouvra 
Cette  méthode  est  exposée  avec  de  grands  détails  et  nouscrov 
que  les  élèves  n'auront  aucune  peine  à  la  comprendre. 

Le  Chapitre  IV  contient  une  théorie  élémentaire,  mais  as^^s* 
complète,  des  fonctions  elliptiques.  Après  avoir  exposé  ce  c^^ui 
concerne  la  réduction  aux  trois  formes  normales,  avec  beauco  ^^P 
de  simplicité  et  d'élégance,  M.  Hoùel  revient  sur  l'addition  c^K«s 
fonctions  elliptiques.  Il  établit,  en  suivant  la  méthode  de  MM.  Br£  ^^ 
et  Bouquet,  leur  décomposition  en  séries  de  fractions  simples  ^^ 
en  produits  infinis.  Puis  il  fait  connaître  les  propriétés  éléme 
taires  des  fonctions  ^  et  leurs  développements  en  séries  trigonom 
triques,  ainsi  que  ceux  des  fonctions  elliptiques  elles-mêmes.  ^ 
étudie  ensuite  la  transformation  de  Landen  et  montre,  avec  d 
exemples  à  Tappui,  comment  on  peut  l'appliquer  au  calcul  num 
rique  des  intégrales  de  première  espèce. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  l'exposition  des  propriétés  éléme^ 
taires    des   intégrales    elliptiques    de    deuxième    et  troisième  •^ 


V 
e 
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pèce.  L'auteur  donne  le  théorème  d'addition,  le  llirorrnie  de 
Legendre  sur  les  intégrales  complètes  de  première  el  de  seconde 
espèce.  11  fait  connaître  les  propriétés  élémentaires  des  intéf^rales 
de  troisième  espèce,  leurs  périodes,  leur  expression  due  à  Jacobi, 
au  moven  de  la  transcendante  ^.  Enfin  il  nous  donne  des  Tables 
abrégées  propres  au  calcul  numérique. 

On  le  voit,  le  Traité  de  M.  Hoiiel  constitue  un  développement 
consciencieuxet  digne  du  plus  haut  intérêt  des  éléments  du  Cal- 
cul infinitésimal.  Alors  même  que  Ton  n'adopterait  pas  toutes  les 
méthodes  de  Tauteur,  et  en  particulier  celles  qu'il  a  empruntées  à 
M.  Wevr,  pour  l'inversion  de  l'intégrale  elliptique,  il  est  certain 
que  son  Ouvrage  ne  fait  nullement  double  emploi  avec  les  Traités 
de  même  nature,  qu'il  a  sa  place  marquée  dans  les  bibliothèques 
de  nos  élèves  et  de  nos  professeurs,  qu'il  est  susceptible  de  deve- 
nir un  guide  excellent  et  de  contribuer  aux  progrès  des  études  de 
•Uathéma tiques  élevées,  aussi  bien  dans  nos  Facultés  que  dans  les 
Lniversités  de  l'Etranger.  G.  D. 


NEOVIUS  (E,-R.).  —  Bestimmung  zwbier  speciem.rn  periodischen  Mini- 

V^L.VLACHEN%  AUP  WELGIIEN  UNENDL10H  VIELE  GERADB  LiNIEN  UND  UNENDLICII 

viEi^E  EBENE  GEODATiscHE  LiMEN  LiEGEN.  Helsîngfors,  Frenkcll  und  Sohn. 
I«^-»',  vm-117  p.;  i883. 

I^ans  un  Mémoire  inséré  aux  Monatsberichte  de  l'Académie  de 
■*€ï'IiD,  1872  (*),  M.  Schwarz  a  donné  la  solution  générale  du  pro- 
blèm^  suivant  : 

^n  donne  une  suite  continue  fermée  composée  de  lignes 
^'^^iles  et  de  plans  et  Von  demande  de  trou\'er  une  surf  ace  mi- 
'"'^d  à  connexion  simple,  n^ ayant  aucun  point  singulier,  dans 
^^^  intérieur,  qui  passe  par  les  droites  et  qui  coupe  les  plans  à 
^^^le'droit, 

■  ■  a  considéré,  en  particulier,  le  cas  où  la  suite  se  réduit  à  deux 
'**^i les  et  un  plan.  Alors  la   portion  de  surface  minima  comprise 


'    )  H.-A.ScBWA«7.,  Foi'ffesetzte  Unterxuchungen  iiber  apecielle  Minimal fl àchen . 
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entre  les  droites  et  le  plan  admet  comme  prolongement  analytîqu 
la  surface  symétrique  par  rapport  au  plan  ;  on  peut  donc  la  consi 
dérer  comme  la  moitié  d'une  portion  de  surface  minima  limita 
aux  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche,  admettant  un  plan  c 
symétrie  qui  passe  par  deux,  de  ses  sommets. 

Le  premier  exemple  de  la  détermination  analytique  d'une  sui 
face  minima  passant  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche  est  coi 
tenu  dans  une  Note  de  M.  Schwarz  communiquée  en  1 865  à  TAc 
demie  de  Berlin  (*). 

En  1866,  M.  Weierstrass  a  donné  la  détermination  analytîqi 
des  surfaces  minima  qui  sont  assujetties  à  contenir  les  côtés  d^i 
polygone  rectiligne  quelconque. 

Le  même  problème  a  été  résolu  aussi  par  Riemann  dans  s< 
Mémoire  posthume  :  Ueberdie  Fluche  vom  kleinsien  Inhalt  l 
gegebener  Begrenzung,  publié  par  M.  HattendorfT.  La  premiè 
édition  de  ce  Mémoire,  qui  a  paru  dans  le  treizième  Volume  d 
Mémoires  de  l^ Académie  de  Gottingue,  contient,  en  ce  qui  co 
cerne  le  problème  précédent,  plusieurs  inexactitudes.  Une  rédî 
tion  nouvelle  et  plus  correcte  du  même  Mémoire  a  été  compri 
dans  les  (JE uktcs  complètes  de  Riemann. 

En  186^,  l'Université  de  Gottingue  a  proposé  comme  questt 
de  prix  le  problème  suivant  : 

Parmi  les  surfaces  qui  s^ étendent  entre  les  quatre  côtés  . 
deux  triangles  isoscèles  ayant  une  hase  commune,  détermin 
celle  qui  a  la  plus  petite  étendue ,  de  telle  manière  que  i 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  surface  soie 
exprimées  en  fonction  de  deux  variables,  soit  par  des  int 
grales  déjiniesy  soit  par  des  séries  suffisamment  simples, 

M.  SchondorlT  obtint  le  |)rix  el  sa  pièce  de  concours  a  été  iii 
primée  en  1868. 

Le  même  problème  est  aussi  traité  dans  la  l'*'  Partie  d'un  M 
moire  de  M.  Schwarz  :  Bestimmung  einer  speciellen  Mininia 
fldche  qui  a  été  couronné  en  i8()7  par  l'Académie  de  Berlin  et  q 
a  été  publié  en  1871  (Berlin,  llarwitz  et  Gossmann). 


(')  II. -A.  Schwarz.  L'el*er  die  Minimums/lâche,  deren   fiegrenzung  als  t 
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Oaus  le  travail  dont  nous  rendons  compte,  et  auquel  nous  em- 
pruntons les  renseignements  qui  précèdent,  M.  Neovius  s'est  pro- 
posé de  traiter  un  cas  particulier  du  problème  général  résolu  en 
iS-ja  par  M.  Scliwarz,  celui  où  le  contour  de  la  portion  de  surface 
mininia  est  déterminé  par  deux,  droites   et  par  un   plan  qu'elle 
coupe  à  angle  droit.  Ce  cas  particulier  offre  un   grand  intérêt; 
M.  Neovius  Va  étudié  d'une  manière  détaillée,  en  le  traitant  direc- 
tement par  une  méthode  très  simple.  Nous  allons  d'abord  donner 
un  aperçu  des  divisions  de  son  travail  et  de  la  méthode  qu'il  a 
suivie. 

Considérons  deux  droites  se  coupant  en  un  point  P  et  rencon- 
trant un  plan  (S)  en  deux  points  Q  et  R.  Le  segment  de  surface 
mininia  cherché  qui  doit  contenir  h»s  droites  PQ,  PR  doit  couper 
à  angle  droit  le  plan  (S)  suivant  une  courbe  QRqui,  bien  entendu, 
n'est  pas  donnée  à  l'avance,  mais  qui  doit  être  déterminée. 
L'auteur  achève  de  préciser  le  problème  en  s'imposant  les  condi- 
lions  suivantes  : 

'•*    Le  segment  de  surface  minima  cherché  M  ne  contiendra  au- 
^'"n   i^oint  singulier  dans  son  intérieur; 
'***   t.a  normale  de  la  surface  variera  d'une  manière  continue; 
•^'*     Enfin  le  long  de  chacune  des  trois  parties  PQ,  QR,  RP  du 

contour,  la  normale  en  se  plaçant  tournera  toujours  dans  le  même 
sens. 

^^Ite  dernière   hypothèse,   par   exemple,  exclut  le  cas   où  la 
com*|-jg  inconnue  QR  aurait  un  ou  plusieurs  points  (rinflexion. 

■^^  principe  de  la  solution  peut  être  donné  en  quelques  mots.  11 

est  ^isé  de  voir  que  le  segment  de  surface  minima  M  admet  une 

^^pï^^sentation  sphérique,  formée  par  les  points  à  l'intérieur  d'un 

^>angle  sphérique,  dont  les  angles  sont  connus.   D'autre  part,  si 

^n   suppose  la  surface  minima   représentée  d'une  manière  von- 

^ïïie  sur  un  plan,  de  telle  manière  qu'aux  lignes  de  courbure  cor- 

^^^pondent  des  droites  parallèles,   on  démontre  facilement  (pi'au 

'^^gnient  M  devra  corres[)ondre  une   portion  du  plan  comprise  à 

intérieur  d'un   triangle  rectangle   isoscèle.  Si  la  surface  M   était 

^^nnue,  on  voit  donc  que  Ton  aui*ait,  par  son  intermédiaire,  la 


'oi  vier  Kanten  eines  regulàren  Tetraeders  v:t'bildetcs,  windschiefes  VierecA 
^^f^eben  ist. 
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représentation  conforme  de  la  surface  d'un  triangle  sphérique  s  — ^  »r 
celle  d'un  triangle  plan   isoscèle  et  rectangle.  Réciproquement,  si 

Ton  détermine  les  formules  qui  permettent  de  réaliser  cette  repr  ■■^- 
sentation  conforme,  ce  que  fait  l'auteur  en  suivant  les  métho(3B.^$ 
de  M.  Schwarz,  il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  tous  les  éléme^c-:^  ts 
nécessaires  pour  déterminer  la  surface  minima,  ou,  si  Ton  veut^  la 

fonction  arbitraire  qui  figure  dans  les  formules  de  M.  Weîerstra^  .:^s.  s. 
Telle  est  la  solution,  complètement  développée  par  M.  Neovi"iK.jK.  s, 
dans  le  Chapitre  I*""  de  son  travail.  L'auteur  vérifie  d'ailleurs  a /^  ^h^ms- 
teriori  que  la  surface  satisfait  à  toutes  les  conditions  qui  ont  ^^  lé 
imposées. 

La  surface  ainsi  obtenue  peut  être  prolongée  analytiquemenL  ^  W 
suffit  pour  cela  de  prendre  sa  symétrique,  soit  par  rapport  au  p^laaii 
(S),  soit  par  rapport  aux  droites  PQ,  PR,  et  de  répéter  indéfininm  ^^  iit 
ces  opérations.  Dans  le  second  Chapitre  de  son  travail,  M.  Neo^^  5  us 
se  propose  de  déterminer  tous  les  cas  dans  lesquels  la  surface  ^^^ra 
en  quelque  sorte  périodique,  c'est-à-dirc  dans  lesquels  la  ré-^jé- 
tition  des  opérations  précédentes  ne  donnera  qu'un  nombre  f~m  ni 
de  segments  dans  chaque  portion  finie  de  l'espace.  Le  résultat-  <^^ 
cette  recherche  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

La  surface  obtenue  |)ar  les  répétitions   congruentes   et  syiii 
triques  du  segment  M  ne  sera  périodique  que  si  les  droites  P^ 
PR  sont  parallèles  aux  arêtes  ou   aux  diagonales  des  faces  d'i 
cube,  le  plan  S  étant  parallèle  à  l'un  des  neuf  plans  de  symétrie 
ce  cube. 

Cela  conduit  à  considérer  5  cas  différents.  Les  cas  i  et  4  aus:^ 
bien  que  les  cas  '?.  et  3  conduisent  à  une  même  surface.  De  plu! 
les  deux  surfaces  ainsi  obtenues  sont  dans  la  relation  obtenue  pa 
M.  O.  Bonnet,  c'est-à-dire  que  Ton   peut  faire  correspondre  le  "^ 
lignes  de  courbure  de  l'un  aux  lignes  asymptotiques  de  l'autre,  d^  ^ 
telle  manière  que  la  représentation  soit  conforme.  Elles  ont  ét^-^ 
complètement  étudiées  par  M.  Schwarz.   L'une  d'elles  est  cell^  ^ 
•  dont  le   contour  est   limité  par  quatre  arêtes  d'un  tétraèdre  ré-  '^ 
gulier. 

Après  avoir  rappelé  ces  résultats,  l'auteur  passe  dans  le  troisième   ^ 
Chapitre  à  l'étude  du  cinquième  cas,  qui   est  faite  d'une  manier 
très  détaillée.  Il  montre  comment  on  peut  exprimer  les  coordorr^' 
nées  rectangulaires  d'un   point  de  la  surface    par  des  intégrale 
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elliptiques  et  il  établit  que  l'on  pourrait  obtenir,  si  cela  était  né- 
cessaire, une  équation  de  la  surface  rationnelle  par  rapport  à  des 
Fonctions  elliptiques  des  coordonnées.  Enfin  il  étudie  la  fornio  de 
la  surface  et  de  celle  que  Ton  en  déduit  par  la  déformation  de 
M.  O.  Bonnet.  Deux  photographies  donnent  une  idée  nette  de  ces 
deux  surfaces. 

On  voit  avec  quel  soin  cette  étude  du  problème  a  été  poursuivie 
dans  les  plus  petits  détails.  Il  serait  à  désirer  que  Ton  eût  beau- 
coup de  travaux  du  même  genre  :  ils  sont  très  pn>pres  à  éclairer 
et  à  faciliter  l'application  et  l'interprétation  des  théories  géné- 
rales. 

Du  reste,  la  question  étudiée  par  M.  INeovius  a  assez  d'intérêt 
par  elle-même  pour  mériter  un  examen  aussi  a|)profondi. 

(i.  D. 


t^* 
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SUR  ras  DÉGOMFOSITIOir  El  GARBÉS  ; 

Par  m.  J.  TANNERY. 

■•  Soient 

'^  ^^J nations  tir  trois  plans  perpendiculaires  deux  ù  deux:  si 
''^'*  fait 

I/(a::^y,  z)  =  (a.r-^  ^y  ■'- -( z){%'t  -:    'i'r  ---('z)(t!'t  -^  fiV  —  7*5) 
=  x^ipx  ^ p'y  --  p" z)    •    Y^{q''T  -4-  qy  -V-  q  z) 
-^  z^irx -r- r"}'   ^- rz)-     hxyz^ 

^^  oiii^^  identiquement 

'         =6(:/?«-T-^«-+-/V)-r-u(/>'î  -    7*       r'i-p'^       fj'i       r"*)-     h^. 

^    l'on   considère  en   eifct  les   expressions  des  coefficients  p, 
''''••,  qui  résultent  de  l'égalité  (1),  et   si  Ton  désigne   par  p^, 
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p^^  ...  ce  que  deviennent  ces  quantités  quand  on  y  remplace 
^y  . . .  par  a^,  '^^,  .  . . ,  on  aura  évidemment 

(3)  K  =/?,  -+-  ^,  -4-  r,  -¥-p\  -^  q\  -4-  r\  -^ p\  -4-  q\  -h  /,  -i-  A,, 

où  K  désigne  le  premier  membre  de  Tégaiité  (2);  d^ailleurs, 
obtient  de  suite  les  égalités  suivantes  :  • 


rs  a. 


(4) 


/>!=/>*,       9f  =9*, 

r,  =  r«, 

P\   =  />'*  -  V^'» 

/>;  =  /?'«  —  2/>r'. 

9;=^'*  — 29/^, 

/i  =  9'*  -  a^/?'. 

r',  =  r'*  —  ar/?', 

r',  =  7^*  —  ar^', 

8*  —  Aj  -+-  2M  —  2 

N, 

\   A«  =  A,  -i-  2M  -f-2] 

N; 

dans  les  deux  dernières  égalités,  0  désigne  le  déterminant 

S  drap  Y» 

2 M  représente  Tensemble  des  six  doubles  produits  qui,  dans  le 
carré  de  ce  déterminant,  figurent  avec  le  signe  -4-,  et  —  2N,  l'en- 
semble des  neuf  doubles  produits  qui,  dans  ce  même  carré, 
figurent  avec  le  signe  —  ;  ces  quantités  N  et  M  sont  liées  aux  coef- 
ficients de  f{Xyy^  z)  par  la  relation 

(5)  N  4-  3M  =  r'q'-r-p'r'-^-  q'p"', 

des  équations  (3),  (4)  et  (5)  on  tire 

i  3K  —  a»  =  3(/?«  -u  y«  -4-  r>  -f-/?'>  -+-  q'^  -h  r'«  -h/>'«  -t-  ^'^  -h  r*» ) 

(6)  ^^[pi^q'^r')-^q{r^-r-p')-^r{p''^q')] 

\  -+-2A»  — 2(ry -+-/>>' -r-^>'). 

Jusqu'ici  on  n'a  pas  supposé  que  les  plans  fussent  rectangulaires; 
cette  supposition  entraîne  les  égalités 

3/> -+- 7' -!-/•'=  o, 
Sq  -r-  r^  -\- p'  =  o, 
3/    :-/>''   >7'=o, 
o«  =  K; 

les  trois  premières  égalités  permettent  de  faire  disparaître  du  se- 
cond membre  de  Fégalité  (tf)  tous  les  doubles  produits  :  on  par- 
vient ainsi  soit  à  l'égalité  (2)  que  j'avais  en  vue,  soit  à  régalité 


Nil 
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équivalente  * 

hbis)     K  =  i5(/>*  -f-  ^«  -h  r«)  -H  A«  •+■(/—  /•')*  -+-(/-'—/?')»  -4-  (/?'—  9')*. 

Ces  identités- offrent  ceci  d'intéressant,  qu'elles  conduisent  im- 
médiatement à  la  décomposition  en  carrés  du  discriminant  de 
I  équation  du  troisième  degré  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie 
Jes  plans  principaux  des  surfaces  du  troisième  degré.  Celte  dé- 
composition a  été  effectuée,  comme  on  sait,  par  M.  Kummer; 
Borchardt,  pour  l'équation  aux  inégalités  séculaires  de  degré  quel- 
conque, a,  de  même,  décomposé  en  carrés  l'ensemble  des  fonc- 
tions qui,  par  leur  caractère  positif,  assurent  la  réalité  des  racines 
d'une  telle  équation;  sa  belle  analyse  épuise,  en  quelque  sorte,  la 
question  au  point  de  vue  analytique;  toutefois,  il  semble  qu'il  y 
ait  encore  quelque  intérêt  à  relier  la  formule  de  décomposition  de 
M.  Kummer  à  des  considérations  géométriques  qui  se  présentent 
naturellement  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré. 
Soit 

p(ir,^,  j)  =  ax^  -H  ay*  H-  a'z*  -h  ibyz  -f-  %b'zx  -h  ib'xy  =  o 

l'équation  d'un  cône  du  second  degré,  et  soit 

4>(  j»,^,  s)  =  kx^  -r-  X'y*  -H  A'^'  -h  21  Byz  -+-  2  B'zx  -+-  a  h'xy 

la  forme  adjointe  de  la  fonction  ç(^,^%  5)  :  on  reconnaît  de  suite 
que  l'équation  du  troisième  degré  qui  représente  l'ensemble  des 
trois  plans  principaux  du  cône  considéré  s'obtient  en  éliminant  a, 
!3,  Y  ^ntre  les  trois  opérations 

OLX-^^y      -r--(Z     =0, 

On  peut  représenter  le  résultat  de  l'élimination  par 


en  posant 


p^b'B'—b'B",     ..., 

//  =  B'(a'—a)  -  b'(  A—  \)-(b  W—  b'B  ). 

//  =  B'(  a  -  a")  -  b\  A  -  A")  -  {b'H---b  B  ), 

h  =  a'X"-^  a' A  H-  rt  A  -  a\V      a  A''      a'\. 
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D'ailleurs,  si,  étant  donDéc  une  fonction  quelconque  F  des  co^^^   J' 
cients  «,  a',  «",  6,  b\  6",  on  désigne  par  F,  ce  que  devient  c^/  ^ 
fonction  quand  on  y  remplace  «,«',  «"para  —  5,  ci — 5,  a^ — r^ 
si  enfin  on  désigne  par  ^,,  53,  53  les  trois  racines  de  réquation 

A,  =  (rt    -s){à  —  i)K  a" — *)  —  (a  —  *)6' 

les  équations  des  trois  plans  principaux  du  cône  seront  respecû- 
vement 

\=T v/Â7 -^y \'^s,  -^ -» v/^i,  =  o» 
z  =  j-  /Â7,  -+-7  v/^i,  -^  -»  >J^\  =  0| 

pourvu  que  Ton  prenne  les  signes  des  radicaux  de  manière  à  satis- 
faire aux  équations 

Le  produit  XYZ  sera  donc  égal  à  /{^tj'i  2),  à  un  facteur  près, 
indépendant  des  quantités  x,),  :;;  on  reconnaît  sans  peine,  en 
formant  directement,  par  exemple,  le  coeiïîcient  de  a:',  que  ce  fac- 
teur est  égal  à  =b  1.  En  appliquant  les  formules  (2)  ou  (a  bis),  on 
obtiendra  donc  une  décomposition  en  carrés  du  discriminant 

K  =  (A...  -4-  a;  -h  a;)  (A,,  -^  a;,  -^  a;)  (a,.  -+-  a;,  -+-  a:j 

de  réquation  Aj=  o;  l'application  de  la  formule  (a  bis)  conduit  à 
la  décomposition  de  M.  Rummer  : 

K  =  i5[{6''B'-ft'B'j*-+-(6B'-6'B)*-H(6'B  — 6B')«J 

4-[B(rt-f-a'— 2a)— A(A'-+-A''— 2A)|» 
4-  [B'(a'-i-  a  —  2rt')  -  b'iX'-^  A  -  iM)Y 
-r-  f  B'(rt  -.-  a'-ia")  —  b'iX  -f-  A'-  2 A')]* 
-r-  (a'A'-T-  a'K  h-  aA'  — a'A'— aA'— a'A)*. 


/ 
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suB  un  PBOPOsmoir  cohcsbiaitt  les  roHcnoirs  umroRMSs 

D'un  TABIABLE  LIÉES  PAB  UHE  RELATIOir  ALftÉBBiaUE  : 

Par  m.  Emile  PICARD 

Dans  un  travail  sur  une  classe  d'équations  différentielles  {voir 
t.  IV  de  ce  Recueil,  2*  série,  1880),  j'ai  considéré  deux  fonctions 
uniformes  d'une  variable,  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel 
que  le  point  à  Tinfini  et  liées  par  une  relation  algébrique.  Envisa- 
geons ici  d'une  manière  plus  générale  deux  fonctions 

uniformes  dans  tout  le  plan,  a\ant  des  pôles  eu  nombre  quelconque 
et  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels^  je  me  propose 
€r établir  que,  s'il  existe  entre  ces  deux  fonctions  une  relation 
nlgébriquey  le  genre  de  cette  relation. doit  être  zéro  ou  r unité. 
J'indiquerai  ensuite  la  forme  générale  de  deux  fonctions  uniformes 
P  et  Q  liées  par  une  relation  algébrique. 

i .  Mon  point  de  départ  est  dans  la  proposition  suivante,  qui  ré- 
sulte des  recherches  de  M.  Poincaré  sur  les  fonctions  fuchsiennes 
(Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences  y  1882). 

y  étant  lié  à  x  par  la  relation  algébrique 

de  g^enre  égal  ou  supérieur  à  a,  on  j)cut  trouver  une  équation 
linéaire  du  second  ordre 

où  Zf  est  rationnel,  n'ayant  d'autres  points  singuliers  que  les  points 
analytiques  x  =  a,  v  =^  6,  points  singuliers  de  Téquation  (i),  et 
jouissant  des  propriétés  suivantes  :  si  l'on  prend  deux  intégrales 
convenables  oi|  et  w^,  l'équation 
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donne  pour  x  une  fonction  Tuchsienne  de  w,  fonction  qui  n'est    c/^ 
finie  que  pour  les  valeurs  de  u  dans  lesquelles  le  coefficient  de 
est  positif.  De  plus,  dans  le  voisinage  d'un  point  analytique  x^é/'^ 
y"='b  (^y  =^  b  faisant  partie  d'un  svstènie  circulaire  de/>  racines)/' 


t.jj 


le  quotient  —  sera  fonction  uniforme  de  (jr  —  a)'',  et  nous  pouvons 

enfin  supposer  qu'aucune  des  substitutions  du  groupe  de  l'équa- 
lion  linéaire  n'est  parabolique. 

La  fonction  //  de  x,  que  nous  venons  de  définir,  a  pour  chaque 
valeur  de  x  une  infinité  de  déterminations;  quel  que  soit  j:,  toutes 
ces  déterminations  ont  des  valeurs  finies,  et  dans  ces  expressions, 
mises  sous  la  forme  ordinaire  des  quantités  imaginaires,  le  coef- 
ficient de  i  est  toujours  positif  et  difiïrent  de  zéro  :  u  désignant 
l'une  d'entre  elles,  toutes  les  autres  sont  données  par  la  formule 

A  u  -^  H 
Ca-r-D' 

où  A,  B,  C,  D  sont  réels  et  satisfont  à  la  relation  AD  —  BC  =  i . 
La   substitution   (A,  B,  C,  D)  est  une   des   substitutions   du 
groupe  fuclisien  défini  plus  haut.  Ce  groupe,  comme  je  l'ai  dit, 
ne  renferme  pas  de  substitutions  paraboliques. 

2.  Ces  résultats  étant  admis,  supposons  maintenant  qu'entre 
deux  fonctions  uniformes 

existe  une  relation  algébrique 

de  genre  égal  ou  supérieur  à  deux.  Les  fonctions  P  et  Q  ont  des 
pôles  en  nombre  quelconque  et  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers essentiels,  que  nous  pouvons  tous  supposer  à  distance  finie 
et  que  je  désignerai  par  «i,  ^j,  . . . ,  ^/„. 

J'envisage  la  fonction  n  de  x  qui  vient  d'être  définie.  Je  rem- 
place dans  cette  fonction  x  par  V{z)  :  u  devient  alors  une  fonction 
de  ,:;  dont  nous  allons  faire  Tétude.  Dans  le  voisinage  de  toute 
valeur  de  ^î  à  laquelle  ne  correspond  pas  un  système  de  valeurs  de 
X  et  j^  qui  donnent  un  point  singulier  de  la  relation  algébrique, 
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U  fonclioii  u  est  évidemment  uniforme.  Soit  maintenant  z=^z% 

uue  valeur  de  z  pour  laquelle  on  ait  x  ==  «,  jk  =  ^^  cette  dernière 

{«Lisant  partie   d'un  système   circulaire   de  p  racines;  Téquation 

P(^)=a  admettra  la  racine  z  =  z^  à  un  degré  de  multiplicité 

rouliiple  de/?,  puisque  la  valeur  de  v  tirée  de  Féquation  (i)  doit 

être  une  fonction  uniforme  de  ^;  or  //(x),  étant  dans  le  voisinage 

1 

dex=a  fonction  uniforme  de  (x  —  a)^^  sera  par  suite  une  fonc- 
tion uniforme  de  z  dans  le  voisinage  de  z^  :  on  voit  donc  que  u 
est  une  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  contour  simple  ne  com- 
prenant aucun  des  points  a^  ^29  •  •  •)  ^//* 

■Vous  allons  maintenant  rechercher  la  forme  de  u  dans  le  voisi- 
nage d'un  tel  point  a.  Traçons  autour  du  point  a  un  certain  do- 
maine D  ne  comprenant  aucun  autre  point  essentiel  des  fonctions 
P  et  Q.  Soit  pour  un.  point  de  ce  domaine  une  détermination  u  de 
la  fonction  u{z);  quand  z  fait  un  tour  complet  autour  du  pointa 
dans  le  sens  positif,  x  =  V(z)  décrit  dans  son  plan  une  courbe 
également  fermée,  et  par  conséquent  la  nouvelle  détermination  de 
a  a  la  forme 

Ali -h  H 

Cu-r-  I»' 

cette  substitution  étant  une  des  substitutions  du  groupe  dont 
il  a  été  parlé  précédemment,  et  deux  cas  vont  être  à  distin- 
p^uer,  suivant  que  cette  substitution  est  hyperbolique  ou  ellip- 
tique. 

3-  Supposons  d'abord  que  la  substitution  (A,  B,  C,  D)  soit 
hyperbolique.  On  a  alors  (A  +  D)^  I>4«  On  peut  alors,  comme 
il    esl  bien  connu,   trouver  cinq  quantités  réelles  a,  ^,  y,  0  et  A', 

telles  que r—  se  reproduise  multiplié  par  A'  après  un  tour  com- 
plet de  z  autour  du  point  a, 

k  est  d'ailleurs  une  constante  positive  différente  de  Tunité;  dé- 
signons par  [X  son  logarithme  arithmétique.  Le  quotient 

reprend  par  suite  la  même  valeur  après  un  tour  complet,  et  Ton 
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peut  écrire 

ç—  =(^  — a)î«/ç&(5), 

7  -ho//  .  ^    ^ 

la  fonclion  ç(^)  étant  uniforme  dans  le  domaine  D;  ç(5)  n'aura 
dans  ce  domaine  d'autre  point  singulier  que  le  point  a,  car  le  dé- 
nominateur y-f-ow  ne  peut  jamais  devenir  nul,  puisque  v  et  o 
sont  réels.  De  plus  ^{z)  ne  s'annulera  jamais,  puisque  a  -h  ^/i  ne 

peut  s'annuler;  par  suite,  le  quotient  -^— ^  est  uniforme  et  continu 

dans  D  a  l'exception  de  a.  On  peut  alors  écrire 

~*-i —  =...' — ;  H ■ }- A  -^  B(z  — a)-4-..., 

^(z)  iz  —  a)«        z  —  a 

série  double  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de 
z  —  a.  En  intégrant,  on  voit  de  suite  que  A|  doit  être  un  entier  m 
positif  ou  négatif,  puisque  o(z)  est  uniforme;  on  a  donc 

^(  z)  =  (z  —  a  Y"  6*/'-', 

f{z)  étant  uniforme  dans  D  et  continue  à  Texceplion  du  point  a. 
En  résumé,  nous  obtenons 

\—  =  {z  —  a)i^*       ef'-\ 


Or  le  coefficient  de  i  dans  le  premier  membre  a  un  signe  inva- 
riable, puisque  dans  «^  le  coefficient  de  /  est  toujours  positif;  nous 
allons  montrer  que  le  coefficient  de  /'  dans  le  second  membre  ne 
peut  avoir  un  signe  constant;  écrivons  à  cet  effet 

Si  dans  cette  expression  le  coefficient  de  i  a  toujours  le  même 
signe,  le  signe  -f-  pour  fixer  les  idées,  le  coefficient  de  i  dans 


(^^•-^-'^^)^og(z-a)-^/{z) 


devra  rester  compris  entre  ^kiz  et  (2A'  -^  i)tz,  c'est-à-dire  entre 
deux  limites  fixes. 
Posons 

(-^.  -h  m  j  \o^iz—'a)-h/(z)  —  U-f-  iV. 
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Il  esl  lout  d'abord  évident  que,  si  ni  nVst  |>as  nul,  V  ne  peut 
rester  entre  deux  limites  iixes,  car  une  rotalion  autour  du  point  // 
augmente  V  de  2/7f7c. 

Supposons  donc  m  =  o;  Fégalité  précédente  pourra  s'écrire 

log(5  — a)-+-  -—-/(;:)  = -4- 


ou 


ji  •  jx  jx 


{z  —  a)e  v-  =  e      >   e    f-   . 


Mais  le  module  du  second  membre  reste  compris  entre  deux 
limites  déterminées,  tandis  que  le  premier  peut  devenir  aussi 
petit   que   l'on  veut,  que  f{z)  soit  continue   ou  non    au    point 

z  =  CM, 

11  résulte  delà  contradiction  que  nous  venons  de  rencontrer  que 
la  substitution  (A,  B,  C,  D)  ne  peut  être  hyperbolique. 

'i.  Supposons  maintenant  que  la  substitution  soit  elliptiqu|*. 
Nous  avons  dans  ce  cas 

(A  H- !))«•:  i. 

On  pourra  encore  trouver  quatre  quantités  a,  p,  v,  o  et  k  telles 

que V-  se  reproduise  multiplié  par  A'  après  un  tour  de  z  autour 

de  rt  ;  mais  ici  ces  quantités  ne  sont  plus  réelles.  On  a  pour  déter- 
miner le  rapport  de  v  à  8  l'équation  du  second  degré 

B  5«  -i-  (  D  —  A  )07  —  C  Y»  -^  o, 

«•t   pareillement 

B3«-f-(D  — A)3a  — Ca«  =  o; 

7-  et  -^  sont  donc  racines  de  l'équation  du  second  deerré 

B-+-(D  — A)x  — Cr«  =  o. 

dont  les  racines  sont  imaginaires,  puisque 

(A-r-D)«<4     Cl    AD  — BC  =  i. 

Nous  prendrons  pour  -r  la  racine  dans  laquelle  le  coefficient  do 

r 

I  est  négatif,  et  par  suite  dans  v  le  coefficient  de  /  sera  positif. 
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Quant  au  multiplicateur  /«',  il  est  nécessairement  une  racine  de 
i\iniléy  sans  quoi  le  groupe  dont  fait  partie  la  substitution 
(A,  B,  C,  D)  ne  serait  pas  un  jjp'oupe  discontinu;  nous  poserons 

donc  A'  =  e  "    ,  m  et  ai  étant  positifs  et  premiers  entre  eux. 
Ceci  posé,  considérons  le  quotient 

T7.  .•(-  —  «)"; 


ou 


ce  quotient  sera  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  D. 
Écrivons  donc 

D*après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  le  coeiïicient  de  i  dans 

—  X  est  négatif,  tandis  qu'il  est  positif  dans  —  "q'  ^^  dénomina- 

P 

leur  y-f-o//  ne  peut  donc  s'annuler,  puisque  dans  u  le  coeflî- 
cient  de  i  est  toujours  positif;  il  y  a  plus,  le  module  du  pre- 
mier membre  reste  toujours  inférieur  à  une  limite  qu'il  serait 
facile  d'assigner.  On  en  conclut  que  le  point  z  =  a  ne  peut 
être  un  point  singulier  essentiel  pour  o(z).  Ce  point  est  donc 
un  piMe  ou  un  point  ordinaire  pour  la  fonction  c»;  dans  ces  con- 
ditions, l'expression 


m 


(5  — a)"ç(5), 

n  étant  plus  grand  que  i  et  m  étant  premier  à  /2,  ne  peut  que 
tendre  vers  zéro  ou  augmenter  indéfiniment  quand  z  tend  vers  a  ; 
la  seconde  supposition  étant,  d'après  ce  qui  précède,  inadmissible, 
cette  expression  a  la  valeur  zéro  pour  z  =  a.  Nous  arrivons  donc 
à  cette  conclusion  : 

De  quelque  manière  que  z  tende  vers  le  point  a,  la  fonction  ti 

tend  vers  —  ^«  Or,  pour  n  =  —  q'  ^^  fonction  fuchsienne  jr  de  w, 

définie  par  la  relation  (§1) 

(Oj 

—  =  II, 

(0, 

possède  une  valeur  parfaitement  déterminée;  donc,  de  quelque 
manière  que  z  tende  vers  a,  la  fonction  x  =z  P{z)  tend  vers  une 
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valeur  délerminée,   ce  qui  est  en  conlradiction  avec  Thypothèse 
que  le  point  a  est  un  point  singulier  essentiel  de  P(^). 

La  substitution  (A,  B,  G,  D)  ne  peut  donc  être  elliptique;  or, 
connme  le  groupe  ne  renferme  que  des  substitutions  elliptiques  et 
hyperboliques  y  il  ne  nous  reste  plus  qu^à  supposer  que  la  fonction 
Il  de  2  est  uniforme  dans  le  voisinage  de  a, 

o.   L'examen  de  ce  cas  sera  bien  facile.  On  aurait  alors 


où 


A(.5)  =  Ao-+-  A|(;;  — a )-+-.. ., 
B(z)=  î 1 —Tz-^ 

B(2)  doit  être  nulle,  sinon  le  coefficient  de  i  dans  la  fonction  // 
aurait  un  signe  variable.  On  a  donc 

M  =  Ao-h  A|(;;  —  a)  -t-  A,(«  —  rt)»-f- 

Dans  la  constante  Ao,  le  coefficient  de  /doit  être  différent  de 
zéro  et  positif;  il  ne  peut,  en  effet,  être  nul,  car  alors  le  coefficient 
de  I  dans  //  serait  le  même  que  dans 

Ai(5  —  rt)  -f-  As (-5  —  a)*-i-. . . , 

et  ce  dernier  dans  le  voisinage  de  ;;  =  «  n'a  évidemment  pas  un 
signe  constant. 

On  voit  donc  que,  quand  z  tend  vers  r/,  u  tend  vers  une  va- 
leur Aq  dans  laquelle  le  coefficient  de  /  est  différent  de  zéro  et 
positif.  Eln  raisonnant  comme  plus  haut,  nous  en  concluons  que, 
pour  3=  a,  la  fonction  P(s)  a  une  valeur  parfaitement  déter- 
minée. 

IJ hypothèse  faite  que  le  genre  de  la  courbe 

f{x,y)  —  o 

est  siipérieuf^  à  V unité  est  donc  inadmissible,  puisqu'elle  nous 
conduit  à  cette  contradiction  que  «,,  a^^  ...,  r/„  ne  sont  pas 
des  points  singuliers  essentiels  de  P(^).  La  proposition  énoncée 
est  complètement  établie. 
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6.  Dans  le  cas  (')  où  les  fonctions  P{z)  et  Q(z)  n'ont  qu'un 
seul  point  singulier  essentiel  que  nous  pouvons  supposer  être  le 
point  oc  ,  la  démonstration  est  immédiate.  En  substituant,  en  eflTet, 
dans  w  à  la  place  de  x  la  fonction  P(s),  on  obtient  une  fonction 
u(z)  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan;  d^ailleurs  dans  u(z) 
le  coefficient  de  /est  toujours  positif;  par  conséquent  la  fonction 
^i«(«)^  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan, a  un  module  toujours 
moindre  que  un,  ce  qui  est  impossible. 

7.  Cherchons  maintenant  la  forme  générale  de  deux  fonctions 
P{z)  et  Q(2)  avant  les  points  singuliers  essentiels  a^y  a^^  ...,  ûT/i, 
et  liées  par  la  relation  algébrique 

Cette  relation  sera,  d'après  ce  qui  précède,  du  genre  zéro  ou  du 
genre  un. 

Dans  le  premier  cas,  on  pourra  exprimer  x  et  >'  rationnellement 
en  fonction  d'un  paramètre  A,  et  cela  de  telle  manière  qu'à  un 
système  de  valeurs  ne  corresponde  en  général  qu'une  valeur  de  \, 

On  aura  alors 

^  =  F(X),    j  =  F,(X).    et     X  =  cp(r,v), 

F,  F|  et  cp  étant  des  fonctions  rationnelles  :  en  remplaçant  œ  et  v 
par  V{z)  et  Q(^),  ^  sera  une  fonction  R(2)  ayant  les  points  sin- 
guliers essentiels  cfi ,  ctj,  . . . ,  «„,  et  Ton  a 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  relation  algébrique  soit  du 
genre  un.  Considérons  l'intégrale  abélienne  de  première  espèce 
correspondant  à  cette  relation 


V\x,  y)dx 

) 


(*)  Ce  cas  est  celui  que  j'ai  considéré  dans  le  travail  rappelé  au  début;  pour  être 
rendue  entièrement  rigoureuse,  la  démonstration  qui  s'y  trouve  indiquée  aurait 
besoin  d'être  complétée.  J'avais  donné  auparavant  une  démonstration  à  l'abri  de 
toute  objection,  en  supposant  que  la  relation  entre  j:  et  ^  était  hyperelliptique 
{Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  juillet  i8«o). 
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el  faisons,  dans  Texpression 

dx 

jr  ==  P(z)  et  v=  Q(5);  nous  aurons  une  fonction  uniforme  de  z 
et  continue  pour  toute  valeur  de  z  distincte  de  ^i,  «a,  ...,  a„. 
Cette  expression  aura  donc  les  seuls  points  singuliers  a^^  «j,  ...,  a^ 
et  nous  pouvons  alors  écrire 

dx 


'p 


en    désignant  par  G^(5)  une  fonction  entière  de  z.  Multiplions 
par  dz  les  deux  membres  de  cette  relation  et  intégrons,  il  vient 


p  ~  n  p  —  n 


•  /»  =  1  /»  =  1 

en  désignant  par  les  mêmes  lettres  G  de  nouvelles  fonctions  en- 
tières, les  B  et  A  étant  des  constantes.  Or  Téquation 

^^  dx 


L 


f'y 


=  u 


donne  x  =  cp({/),  cp  étant  une  fonction  uniforme  doublement  pério- 
dique de  £/;  on  a  donc 


1  Bz-+-2ApIog(^-ap)-f-R(z)  L 


^  =  ©  1  Bz  H- 


R(j3)  n'ayant  d'autres  points  singuliers  (pôles  ou  points  essentiels) 
que  a^y  a^^  •••i  ^n* 

jT  devant  être  une  fonction  uniforme  de  z^  on  aura,  en  désignant 
par  ci>  et  co'  les  périodes  de  cp, 

2iriAp  = /Tipco -h /ipto'     (/)  =  I,  2,  . ..,  n), 

les  m  et  n  étant  des  entiers.  D'autre  part,  le  point  2  =  00  étant  un 
point  ordinaire  pour  la  fonction  j:,  on  aura 

p  =  n 

B  =  o    et       >  Ap  =  o, 

p-i 
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et  nous  avons,  en  résumé, 


X  =  ©i     R(-3)-+- V  Aplog(^  — <ip)  L 


rf  et  '^1  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  périodes 
(0  et  (o'. 
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Par  m.  Paul  TANNERY. 
I. 

Le  résultat  peut-être  le  plus  singulier  de  Thisloire  des  Mathé- 
matiques est  de  montrer  que  les  grandes  découvertes,  celles  qui 
portent  la  véritable  empreinte  du  génie  et  qui  ont  exercé  une 
inlluencc  décisive  sur  le  développement  ultérieur  de  la  Science, 
doivent  être  rapportées  à  la  jeunesse  plutôt  qu'à  l'âge  mûr  de 
leurs  auteurs.  11  ne  s'agit  pas,  bien  entendu,  de  la  date  de  publi- 
cation de  ces  découvertes,  mais  de  l'époque  à  laquelle  les  inven- 
teurs en  ont  eu  la  conscience  pleine  et  entière,  possédé  les  dé- 
monstrations fondamentales  et  déduit  les  conséquences  immé- 
diates. 

Je  me  propose  démontrer  que  Fermât  n'a  point  fait  exception 
à  la  règle;  celle  question  jusqu'à  présent  n'a  pas  été  sérieusement 
discutée  et,  si  on  l'a  effleurée,  c'a  été  plutôt  pour  la  résoudre  en 
sens  contraire.  Par  exemple,  M.  Ch.  Henry  a  constaté  certaines 
dates  et  a  essayé  d'en  déterminer  quelques  autres  dans  ses  Hé- 
cherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  suivies  de 
fragments  inédits  de  Bachet  et  de  Malebranche  (*);  sa  conclu- 


(*)  Publiées  dans  le  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  dette  Scienze  ma- 
tematicke  e  fisiche,  t.  XII,  juillet,  août,  septembre,  octobre  1879.  —  Supplément, 
t.  XIII,  juillet  iSKo.  Je  riterai  sous  la  rubrique  Henrv,  «l'après  les  tirages  à  part. 
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sioii  la  plus  nette  (p.  J2,  Note  4)  est  que  la  mort  de  Mersenne, 
arrivée  le  i*"' septembre  1648,  est  antérieure  aux  plus  beaux  théo- 
rèmes de  Fermât. 

Tant  que  les  pièces  encore  inédites  du  géomètre  toulousain 
n^autont  pas  été  publiées,  des  données  essentielles  manqueront 
au  reste  pour  la  détermination  de  la  chronologie  de  ses  tra- 
vaux. L'étude  que  j'entreprends  se  trouve  donc  nécessairement 
limitée  sous  le  rapport  de  la  précision  des  conclusions  ;  d'autre 
part,  je  la  bornerai  aux  découvertes  que  je  considère  comme  capi- 
tales et  qui  sont  les  suivantes  : 

I  "  En  Algèbre  pure,  la  proposition  sur  les  nombres  figurés, 
<'DiopHANTE,  De  multangitlis  numeris^  p.  16),  qui  donne  la 
loi  de  formation  des  coefficients  du  binôme  ;  la  sommation 
des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arith- 
mélique; 

'j^*  En  Anaivse  infinitésimale,  la  méthode  de  maximis  et  mi- 
nimis  ou  des  tangentes,  avec  le  calcul  inverse,  qui  constituent 
peut-être  le  stade  le  plus  important  de  l'élaboration  antérieure  à 
l'invention  de  l'algorithme  leibnitzien  (  *  )  ; 

3**  En  théorie  des  nombres,  d'une  part,  la  célèbre  proposition 
négative  sur  Téquation  j*" -h  r"  =z"y  proposition  dont  il  n'existe 
pas  encore  de  démonstration  générale;  d'un  autre  côté,  le  théo- 
rème sur  la  composition  d'un  nombre  entier  en  polygones  d'un 
nombre  de  côtés  donné  (Diophnnte,  p.  180-181),  théorème  que 
Fermai,  dans  sa  lettre  à  Pascal  du  20  septembre  i654  (^),  indique 
lui-même  comme  le  couronnement  de  ses  découvertes  sur  les 
nombres,  comme  celle  qui  suppose  connu  «  tout  ce  qu'il  a  in- 
venté de  considérable  ». 

Si  je  n'étends  pas  davantage  la  liste  des  découvertes  de  Fermât, 
dont  la  date  mérite  d'être  particulièrement  recherchée,  c'est  d'ail- 
leurs afin  d'exclure  aussi  bien  celles  pour  lesquelles  la  priorité  du 


(  '  )  Je  n'ai  pas  è  rappeler  les  jug:ements  de  rl'Alembert,  de  Lagrange,  de  Laplace, 
qui  considèrent  Fermât  comme  le  véritable  inventeur  du  Calcul  différentiel.  Pour 
marquer  l'importance  de  ses  travaux  dans  le  domaine  de  l'Analyse  infinitésimale, 
il  me  suffira  d'indiquer  qu'il  a  donné  de  fait,  notations  à  part,  la  règle  de  Tinté- 
gration  par  parties  (  Varia,  p.  5i  et  suiv.). 

(')  T.  11,  p.  4o4-4^  ^^  l'édition  Lahure,  1860,  des  CE uçres  complètes  de  Biaise 
Pascal,  tome  que  je  continuerai  à  citer  sous  la  rubrique  Pascal, 


ii8  PREAIIËKE   PAKTIE.  ^ 

principe  pourrait  lui  être  contestée,  que  celles  qui,  malgré  leuf^x^ 
importance  théorique,  ne  semblent  pas  avoir  joué  un  rôle  aussi 
décisif  que  celui  des  propositions  et  méthodes  indiquées  ci-dessus. 

II. 

Si  Ton  prenait  à  la  lettre  ce  que  dit  Pascal  (p.  443)  sur  la  pro- 
position XI  de  son  Traité  des  ordres  numériques ,  le  théorème 
sur  les  nombres  figurés  (coefficients  du  binôme)  aurait  été  inventé 
en  même  temps  par  F^ermat  et  par  lui  : 

«  Cette  môme  proposition,  que  je  viens  de  rouler  en  plusieurs 
sorl?s,  est  tombée  dans  la  pensée  de  notre  célèbre  conseiller  de 
Toulouse,  M.  de  Fermât  ;  et  ce  qui  est  admirable,  sans  qu'il  m^en 
eût  donné  la  moindre  lumière,  ni  moi  à  lui,  il  écrivoit  dans  sa 
province  ce  q'ue  j'invenlois  à  Paris,  heure  pour  heure,  comme  nos 
lettres  écrites  et  reçues  en  même  temps  le  témoignent.    » 

De  fait,  la  lettre  de  Fermât  à  Pascal  (p.  4^3)  du  29  août  i654, 
autorisait  l'inventeur  du  triangle  arithmétique  à  s'exprimer  comme 
il  Ta  fait  : 

«  Et  si  mon  calcul  ne  me  trompe,  votre  onzième  conséquence 
couroit  la  poste  de  Paris  à  Toulouse,  pendant  que  ma  proposition 
des  nombres  figurés,  qui  en  eflTet  est  la  même,  alloit  de  Toulouse 
à  Paris.  » 

Cependant  la  priorité  de  Fermât  est  indiscutable,  et  sa  décou- 
verte est  d*au  moins  dix-huit  ans  antérieure. 

Mais  ce  qu'il  y  a  de  plus  étrange,  c'est  que  Pascal  aflirme  n'en 
avoir  pas  eu  la  moindre  lumière  ,  car  l'énoncé  de  la  proposition 
de  Fermât  se  retrouve  dans  une  lettre  de  lui  à  Roberval  du  4  no- 
vembre i636  (*). 

Et  ce  qui  montre  bien  au  reste  que,  dès  lors,  Fermât  se  rend 
parfaitement  compte  de  l'importance  du  théorème  qu'il  appellera 
le  plus  beau  et  le  plus  général  qu'on  puisse  donner  in  nunieris  (*\ 


(')  Varia,  p.  i.'|6,  lignes  33-37.—  L'énoncé,  latin  comme  celui  des  Obsenfations 
sur  Diophante,  en  di/Tère  sur  quelques  points  insignifiants,  mais  qui  semblent 
appartenir  à  une  première  rédaction.  Il  y  a  d'ailleurs  à  la  dernière  ligne  :  «  Et  eo 
in  infinitum  progressu,  »  une  faute  d'impression  ;  il  faut  lire  sic. 

(')  Diophante,  toc.  cit.  —  Cette  expression  ne  signifie  évidemment  pas  «  dans 
la  théorie  des  nombres  »,  comme  a  traduit  Henry  (p.  11),  qui  a  tort,  d*ailleiirs, 
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c'esl  qu'il  s'en  est  immédiatement  servi  pour  la  recherche  des  som- 
niations  des  puissances  semblables  des  termes  d'une  progression 
arithmétique. 

Oans  sa   lettre  précitée  à  Roberval ,   Fermât  dit  explicitement 
que    c'est  par  le  moyen  de  la  proposition  qu'il  énonce  qu'il  est 
venu,  à  bout  de  cette  question  de  la  sommation;  il  offre  d'ailleurs 
à  son  correspondant  tout  ce  qu'il  a  fait,   a  qui  comprend  entière- 
ment tout  ce  qui  se  peut  dire  sur  cette  matière  ».  11  est  donc  en 
possession  de  la  solution  complète. 

Roberval  devait  plus  tard,  dans  une  lettre  à  Hevelius,  de  i65o, 
profiler  du    silence  que  Fermât    paraît  avoir  gardé  depuis  cette 
'^pocjue,  pour  s'arroger  la  découverte  de  la  sommation  des  puis- 
sances semblables.    La  lettre  que   Fermât   lui   écrivit   le    16  dé- 
cembre 16M}  (  l'ariciy  p.  i.\H)  constate  bien  au  reste  que  Rober- 
val, après  la  communication  précédente,  somma  les  quatrièmes  et 
cinquièmes  puissances,  mais  en  même  temps  que  sa  méthode  ne 
s'appliquait  pas  «  ad  omnes potestates  ». 

Roberval  avait-il  caché,  même  à  Pascal  et  au  père  de  celui-ci, 
les  précieuses  indications  qu'il  avait  reçues  de  Toulouse?  Il  faut  le 
croire  pour  l'honneur  de  l'auteur  des  Pensées,  qui  traita  naturel- 
lement à  son  tour  le  problème  des  sommations,  et  le  fît  comme  si 
rien  n'avait  encore  été  publié  à  ce  sujet  (  *). 


III. 

L'histoire  des  travaux  de  Fermât  en  Analyse  infinitésimale  a  été 
plus  approfondie,  à  cause  de  ses  démêlés  avec  Descartes,  que  celle 
de  ses  recherches  en  Algèbre  pure.  Je  pourrai  donc  me  borner  à 
une  seule  remarque. 


de  reprocher,  à  ce  sujel»  une  exagération  d'expressions  au  nnalhématicien  le  plus 
récllcmenl  modeste  de  son  temps;  sa  conduite  avec  Pascal  montre  suffisamment, 
à  cet  égard,  son  véritable  caractère. 

(  •  )  Pascaly  p.  47^-'»83,  Potestatum  aumericarum  summa.  —  Au  début  de  ce 
Traité,  l'auteur  constate  que  les  anciens  avaient  sommé  les  carrés  et  les  cubes.  On 
était  donc  d'accord,  au  \\\\*  siècle,  pour  reconnaître  comme  appartenant  à  l'anti- 
quité la  formule  de  sommation  des  cubes  que  M.  Kantor  a  récemment  retrouvée 
dan»  VEpaphroditus   {Die  romischen   Agrimensoren,    Leipzig,  1876,  p.  127  et 
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Dans  sa  lellre  à  Roberval  du  vî:>.  septembre  i6'S6(l'aria,  p.  i36), 
Fermai  indique  la  date  de  Hvip  comme  celle  d'une  première  ré- 
daction de  sa  méthode  de  maximis  et  minimis  : 

<(  Vous  savez  que,  puisque  vous  avez  vu  celle  que  M.  Despagnet 
vous  a  donnée,  vous  avez  vu  la  mienne  que  je  lui  baillai,  il  y  a 
environ  sept  ans,  étant  à  Bordeaux.   » 

A  la  date  de  sa  lettre  précitée,  Fermât  est  en  pleine  possession 
de  sa  méthode,  et  l'applique  à  l'invention  des  tangentes,  des 
centres  de  gravité  et  à  la  cubaturc  de  solides  de  révolution.  Il  a 
enfin  carré  Taire  des  paraboles  de  divers  degrés. 

Ainsi,  à  trente-cinq  ans.  Fermât  (né  en  août  1601)  a  déjà  fait 
ses  découvertes  fondamentales,  en  dehors  de  celles  qui  se  rap- 
portent a  la  théorie  des  nombres.  Pour  préciser  plus  exactement 
la  date  de  ces  découvertes,  les  données  manquent  actuellement. 
En  tout  cas,  il  ne  semble  pas  y  avoir  de  preuves  qu'il  ait  com- 
muniqué quelque  écrit  mathématique  important  avant  cette  date 
de  iGp.ç),  où  il  remit  également  à  Despagnet  une  copie  de  son 
deuxième  Livre  des  Lieux  plans  d* Apollonius  (*), 

Pour  la  théorie  des  nombres,  il  est  au  contraire  permis  d'indi- 
quer le  moment  où  Fermât  y  faisait  ses  premiers  pas  encore  incer- 
tains, et  c'est  précisément  à  cet  Age  de  trente-cinq  ans. 

Dans  une  lettre  à  Merseime  du  a  septembre  i636  (  Varia  , 
p.  123),  il  dit  : 


17'»).  Barhcl  avait  d'ailleurs  eu  connaissance  de  cet  auteur  en  manuscrit,  et  il  lui 
a  fait  d'importants  emprunts  (Dioi»uante,  De  multang,  numeris,  p.  i5,  ao,  27). 

(')  Lettre  à  Hoberval,  du  20  avril  1637  (  Varia,  p.  i53,  i54). —  Le  premier  Livre 
des  Lieux  plans  ne  |)araitrait,  d'après  cette  lettre,  avoir  été  terminé  que  long- 
temps après  et  envoyé  à  Paris  (Carcavi),  qu'au  commencement  de  1637.  Il  y  a  là  une 
petite  difUculté;  il  ne  faut  pas  s'arrêter  à  la  citation  des  Varia  (Préface),  d'après 
laquelle  Hèripone  aurait  affirmé,  en  i^i.V|,  avoir  vu,  aussi  bien  que  la  méthode  de 
maximis  et  minimis,  de  Format,  les  deux  Livres  des  Lieux  plans,  ainsi  que 
VL^agoge  ad  locos  pianos  et  solidos.  La  date  est  erronée  :  le  Cursus  mathema- 
ticus  d'Hérigone  est  de  i(\\Z-if>\\. 

Mais  l'extrait  du  Journal  des  savants,  du  9  février  i665.  constate  que  Visa- 
goge,  qui  contient  la  théorie  j;énéralc  des  courbes  du  second  degré,  a  été  vue 
«  devant  que  M.  Descartes  eût  rien  publié  à  ce  sujet  »,  c'est-à-dire  avant  1637.  Or, 
à  la  fin  de  VJsagoge,  Vernial  {Varia,  p.  8)  dit  qu'il  a  restitué  depuis  longtemps 
les  deux  Livtes  des  lieux  plans,  que  ses  nouvelles  recherches  permettraient  de 
rendre  beaucoup  plus  »  élégants  »;  néanmoins  il  ne  regrette  pas  d'avoir  re^dq  pu* 
blic  ce  travail  «  précoce,  non  mûri  et  encore  informe  ». 
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»  Qu'un  nombre  composé  de  Irois  carrés  seulement  en  nombres 
entiers  ne  puisse  jamais  être  divisé,  en  deux  carrés,  non  pas 
même  en  fractions,  personne  ne  Ta  jamais  encore  démontré,  et 
c'est  à  quoi  je  travaille,  et  crois  que  j'en  viendrai  à  bout  ;  cette 
coonoissance  est  de  grandissime  usage,  et  il  semble  que  nous 
n'avons  pas  assez  de  principes  pour  en  venir  à  bout.  M.  de  Beau- 
grand  est  en  cela  de  mon  avis.   » 

Dans  sa  lettre  à  Roberval  du  16  septembre  i636  (Varia, 
p.  1 34-1 36),  Fermât  lui  pose  un  problème  qui  revient  à  dtîmon- 

trer  que  y/2(a^  -\-  b^  -^  ab)  est  incommensurable,  si  «  et  é  sont  ra- 
tionnels, ou  encore  que  Téquation 

est  impossible  en  nombres  entiers.  Il  «  avoue  franchement  »  n'a- 
voir pas  encore  su  trouver  la  démonstration,  quoiqu'il  soit  assuré 
<pie  la  proposition  est  vraie. 

Le  22  septembre  i636  (Varia  y  p.  137),  il  annonce  avoir  trouvé 
la  démonstration. 

«^  Elle  m'a  donné  grandissime  peine,  et  ne  se  présente  pas 
d'abord.  » 

Nous  allons  voir  que  les  pas  de  géant  que  Fermât  devait  faire 
dans    celte  nouvelle  carrière  ne  tardèrent  pas  à  le  mener  au  bout. 

V. 

Oans  une  lettre  à  Mersennc,  du  s*7  juillet  i638,  Descartes 
tnatice  comme  théorème  de  M.  de  Sainte-Croix  la  proposition  sur 
la composition  en  polygones  d'un  nombre  entier.  Il  est  précisé- 
iDC^l  singulier  que  dans  la  «  relation  des  nouvelles  découvertes  en 
la  science  des  nombres  »  (Henry y  p.  2i3),  envoyée  par  Fermât 
àWcavi,  le  géomètre  toulousain  cite  cette  lettre  pour  rappeler 
que  Descartes  «  confesse  qu'il  la  juge  (cette  proposition)  si  dif- 
ficile, qu'il  ne  voit  point  de  voie  pour  la  résoudre  »,  et  ne  reven- 
dique pas  en  même  temps  la  gloire  de  l'invention  de  l'énoncé. 
Mais  il  se  l'attribue  nettement  dans  l'observation  sur  Diophante  : 
A'os  primi  deteximus, 

Henry  (p.  22)  la  donne  sans  [)lus  à  Sainte-Croix.  Cette  con- 
clusion est  évidemment  inadmissible  :  la  lettre  de  Descartes  peut 
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seulement  prouver  que  Sainte-Croix  a  proposé  la  question  sans  en 
indiquer  Je  véritable  auteur,  et  l'on  doit  inférer  dès  lors  qu'elle  a 
été  préalablement  posée  à  Sainte-Croix  par  Fermât  vers  1637. 

Or  la  lettre  où  il  Ta  ainsi  posée  existe,  à  la  vérité  sans  dale.  C'est 
la  première  des  lettres  inédites  à  Mersenne  que  renferment  les 
manuscrits  d'Arbogast  (' ). 

Nous  devons  remarquer  avant  tout  que  cette  lettre  est  en  réalité 
destinée  à  Sainte-Croix  et,  d'un  autre  côté,  que  Fermât  y  déclare, 
comme  dans  la  lettre  à  Roberval  du  4  novembre  i636,  avoir  sommé 
les  puissances  semblables  quelconques  de  termes  en  progression 
arithmétique,  qu'il  donne  do  même,  comme  exemple,  la  même 
formule  pour  les  puissances  quatrièmes  et  la  progression  naturelle 
des  nombres,  ainsi  que  l'énoncé  de  la  proposition  des  nombres 
figurés.  La  date  probable  de  cette  lettre  à  Mersenne  (1687)  se 
trouve  corroborée  par  ce  rapprochement. 

Avec  la  proposition  sur  les  nombres  polygones,  dont  Fermât  se 
dit  d'ailleurs  en  mesure  de  donner  la  démonstration,  mais  en  de- 
mandant à  ce  qu'on  ne  Vy  oblige  pas  (*),  s'en  trouve  une  autre  : 

Que  tout  nombre  de  la  forme  8/i — 1  est  composé  de  quatre 
carrés  seulement,  soit  en  en  tiers  y  soit  en  fractions. 

Cet  énoncé  prouve  suffisamment  que  Fermât  avait  triomphé 
des  difficultés  qu'il  signalait  à  Mersenne  dans  sa  lettre  du  a  sep- 
tembre i63(3  pour  un  théorème  analogue. 

Mais  ce  qu'il  y  a  de  plus  important  pour  l'objet  de  notre  étude, 
c'est  que  la  lettre  inédite  à  laquelle  nous  attribuons  provisoire- 
ment ('*)  la  date  de  1637  renferme  aussi  des  problèmes  proposés 
à  Sainte-Croix,  notamment  : 


(')  Le  texte  m'en  a  été  communiqué  par  M.  Éd.  Lucas^  à  la  disposition  duquel 
le  prince  Boncompagni  a  mis  les  copies  d'Arbogast  pour  Tédition  de  Fermât  en 
préparation.  Libri  en  a  indiqué  le  commencement  :  Beverende  pater,  çuamvis 
ici  agant  ut  pro  Œdipo  damnum  restituam.  Le  texte  d'Arbogast  porte  très  net- 
tement damnum,  mais  il  faut  certainement  lire  Davum.  «  Quoique  j*aie  à  faire, 
non  rC£dipe,  mais  le  Davc.  >»  C'est  une  allusion  à  un  passage  bien  connu  de  VAn- 
drienne  de  Térence  :  Davus  sum,  non  Œdipus,  c'est-à-dire  :  Je  ne  devine  pas 
l'énigme. 

(*■')  Nos  propositionem  generaiissimani  et  pulcherrimam,  primi,  niai  /cUlor, 
deteximus  et  pro  Jure  synallagmatis  admitti,  nescio  an  Jure,  postuiamus, 

{*)  Une  détermination  plus  précise  ne  sera  possible  qu'après  un  examen  attentif 
des  autres  lettres  inédites. 
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'i^i'ouver  deux  cubes  dont  la  somme  soit  un  cube  ou  deux 
bicctrrés  dont  la  somme  soit  un  bicarré. 

Trouver  un  triangle  rectangle  en  nombres  dont  Caire  soit 
un  carré,  problème  dont  Fermai  élablit  Timpossibilité  [Dio- 
phante  y  p.  338-339).  ï'  ^^  ramène  à  trouver  deux  quatrièmes 
puissances  dont  la  différence  soit  carrée. 

Trouver  trois  carrés  formant  une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  soit  un  carré ^  question  qui  se  ramène  au  même 
problème  impossible. 

Voilà  donc  déjà  ces  énigmes  insolubles  que  F'ermat  proposera 
encore  vingt  ans  plus  tard,  en  lôa^,  à  Wallis  et  à  Brouncker,  et 
qui  n'apparaissent  pas  dans  sa  correspondance  intermédiaire,  au 
moins  celle  qui  est  connue,  comme  s'il  n'eût  plus  jugé,  pendant 
ce  temps,  aucun  géomèlre  digne  de  recevoir  un  pareil  défi  de  sa 
part. 

V. 

M.  Ch.  Henry  dit  (p.  23)  que  l'énoncé  général  de  la  proposi- 
tion négative  sur  l'équation  x'^  -j-j^'"=  z"  est  sûrement  postérieur 
à  Tannée  i65^,  date  de  l'un  de  ses  cas  particuliers,  et  représente 
une  des  dernières  conceptions  de  Fermât.  Il  ignorait  la  lettre  iné- 
dite dont  je  viens  de  parler,  et  dès  lors  son  opinion  tombe  d'elle- 
même.   Eu  égard  à  la  puissance    de  généralisation  singulière  qui 
est  le  caractère  marquant  de  Fermât,    on  ne  peut  douter  que  la 
conception  de  l'énoncé  complet  n'ait  été  très  voisine  de  celle  des 
cas  particuliers  où  n  est  3    ou  4-  A  quelle  date  a-t-il  trouvé  ou 
cru  trouver  la  démonstration  générale?  A  cet  égard  on  n'a  aucune 
indication  ;   cependant  il  est  bien  à  présumer  que  ce  fut  de  très 
bonne  heure. 

l^a  précieuse  «  relation  »  déjà  citée  a  des  nouvelles  découvertes 
^'^la  science  des  nombres»  (Henry,  p.  2i3-2i6)  marque  les  prin- 
cipaux stades  de  la  carrière  parcourue  par  Fermât  dans  un  domaine 
encore  inexploré.  Mais,  avant  de  les  indiquer  sommairement  pour 
'Objet  qui  nous  occupe,  il  n'est  pas  hors  de  propos  de  remonter 
a  1  origine  première  des  recherches  de  Fermât  sur  cette  matière, 
^^s  i636  (lettre  du  2  septembre  à  Mersenne),  Fermât  connaît  à 
ona  Diophanle;  mais  ce  n'est  point  cette  étude  qui  l'engage  dans 
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la  nouvelle  voie  :  ce  sont  les  travaux  de  Frenicle,  dirigés  dans  ^ 


(•)  M.  Ch.  Henry  (p.  48)  attribue  a  ver  raison  à  ces  lettres  la  date  de  la  fia  de 
i635  on  du  commencement  de  i636.  Elles  ne  peuvent  guère  remonter  plus  haut, 
rar  Fermât  dit,  dans  la  seconde,  qu'il  y  a  plus  de  dix  ans  qu'il  a  découvert  sa 
méthode  pour  les  carrés  magiques,  et,  d'après  la  première,  il  a  dû  la  faire  sur  le 
livre  des  Problèmes  plaisants  et  délectables  de  Bachet,  1624. 

(')  C'est  sans  aucun  doute  sur  cette  question  des  nombres  parfaits  que  Fermât 
a  découvert  le  théorème  qui  porte  son  nom.  Cette  question  semble,  au  reste,  aToîr 
été  un  des  domaines  propres  de  Frenicle,  et  c'est,  je  pense,  à  lui,  non  à  Fermât, 
qu'il  faut  attribuer  les  recherches  dont  Mersenne  a  consigné  les  résultais  dans  un 
passage  célèbre  de  ses  Cogitata  physico-mathematica  (p.  24  non  numérotée), 
dont  M.  Éd.  Lucas  s'est  plusieurs  fois  occupé. 

(»)  La  lettre  à  Carcavi,  non  datée,  des  Varia,  p.  178,  semble  être  antérieare  à 
cette  communication  à  Bcaugrand. 


^ 


tout  autre  sens,  qui  excitent  son  émulation.  Il  répond  d'abord  a  '^^ 
communications  de  Mersenne  par  des  lettres  {Varia^  p.  i^3  '  ^ 
176)0  où  il  parle,  d'une  part,  d'inventions  qu'il  a  faites,  W y 
déjà  longtemps,  sur  les  carrés  magiques,  et  de  découvertes,  q 
semblent  beaucoup  plus  récentes,  relatives  à  l'invention  de^ 
nombres  parfaits  ('-' ).  Il  ne  fait,  dit-il,  que  commencer. 

Cependant,  à  cette  date,  il  avait  déjà  dû  s'occuper  des  problèmes 
sur  les  nombres  dans  un  rapport  donné  avec  la  somme  de  leurs 
parties  aliquotes  et  des  nombres  amiables,  questions  dont,  le 
25  juin  i636  {Varia^  p.  ia3),  il  a  envoyé  la  solution  à  Beau- 
grand,  «  déjà  depuis  longtemps  »  (').  Mais  quelques  voisins  que 
soient  ces  problèmes  de  celui  des  nombres  parfaits,  la  méthode 
qu'il  employait  ne  paraît  pas  avoir  dépassé  les  ressources  ordi- 
naires de  l'Algèbre. 

Nous  avons  précisé,  d'après  la  lettre  de  Mersenne  du  2  sep- 
tembre i636,  l'époque  où  Fermât  cherchait,  sans  posséder  encore 
de  méthode,  à  démontrer  les  propositions  négatives  sur  la  compo- 
sition des  nombres  en  carrés.  Il  semble  bien,  d'après  cette  lettre, 
que  ce  soit  au  moins  autant  la  correspondance  de  Mersenne  que 
l'étude  de  Diophante  qui  Tait  invité  à  traiter  ces  questions. 

Ce  furent,  d'après  la  «  relation  »,  les  premières  dont  il  s'occupa 
et  pour  lesquelles  il  inventa  sa  méthode  particulière  de  réduction 
à  l'impossible. 

Le  second  stade  est  formé  par  les  propositions  affirmatives  sur 
la  composition  des  nombres  en  carrés;  Fermât  avoue  que,  pour  y 
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appliquer  sa  méthode,  il  se  trouva  en  belle  peine;  il  y  parvint 
néanmoins  <c  à  Taide  de  quelques  nouveaux  principes  quHl  y  fallut 
joindre  par  nécessité  ». 

Le  couronnement  de  ces  propositions  est  le  théorème  sur  la 
composition  d^un  nombre  en  polygones.  La  date  que  nous  avons 
assignée  à  cette  découverte  montre  avec  quelle  rapidité  Fermât 
mena  ses  travaux  (  *  ). 

De  ce  stade  fait  partie  l'étude  de  Téquation 

proposée  bien  plus  tard  à  Wallis,  mais  dès  lors  à  Frenicle. 

Puis  vient  une  nouvelle  série  de  propositions  négatives  qu'ouvre 
Timpossibilité  de  partager  un  cube  en  deux  cubes  (déjà  connue 
dans  la  lettre  inédite  de  1637)  et  où  figure  la  fausse  proposition 
que  a*"  -h  i  est  premier.  La  pièce  datée  la  plus  ancienne  où  cette 
dernière  proposition  se  rencontre  est  du  18  octobre  i64o  (  Varia, 
p.  162),  mais  elle  doit  aussi,  quant  à  sa  conception,  remontera 
une  date  antérieure;  car  elle  figure  comme  probable  dans  le  frag- 
nrient  sur  les  nombres  premiers  à  Frenicle  {Henry,  p.  192),  et  ce 
fragment  doit  avoir  fait  partie  des  propositions  signalées  à  Rober- 
val  dans  la  lettre  non  datée  des  Varia,  p.  161,  lettre  qui  est  du 
commencement  de  1637. 

O'est  seulement  après  avoir  «  couru  toutes  ces  questions  »  que 
Fermât  a  passé  à  Tétude  approfondie  des   procédés  et  des   pro- 
blèmes de  Diophante,  qu'il  a  annoté.  La  dernière  question  dont  il 
parle  comme  l'occupant  encore  sans  qu'il  ait  pu  trouver  aucune 
solution  est  précisément  celle  que  soulève  la  dernière  proposition 
de  Diophante  {Livre  des  nombres  polygones). 

«  Etant  donné  un  nombre,  trouver  de  combien  de  manières 


O   M.  Ch.  Henry  (p.  26)  rejette  à  la  date  de  1667,  à  cause  de  sa  ressemblance 

'vcc  Une  lettre  à  Digby  de  juin  i658,  la  lettre  à  Roberval  non  datée  des  Varia, 

P*  'oi.  Cette  opinion  est  insoutenable,  quand  on  y  voit  Fermât  dire  qu'il  n'a  rien 

°**vé  en  nombres  qui  lui  ait  tant  plu  que  la  démonstration  de  la  proposition  né- 

'^*^>  qu'un  nombre  sans  facteur  carré,  divisible  par  un  nombre  premier  de  la 

"^e   41  —  ij  n'est  ni  carré  ni  composé  de  deux  carrés. 

^  pense  que  cette  lettre  ne  peut  être  placée  qu'entre  celle  k  Roberval,  du  i6dé- 
^     "**<*  i<»36.  et  celle  des  Varin,   p.  i5i.   à   laquelle   Hoborval   répondit  le  \  avril 
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ce  nombre  peut  être  polygone  »,  en  suite  de  quoi  îl  faudra  cher- 
cher :  «  Trouver  un  nombre  qui  soit  polygone  autant  défais 
et  non  plus  qu^on  voudra,  et  trouver  le  plus  petit  de  ceux  qui 
satisfont  à  la  question.  » 

Or  cette  dernière  question  (*)  est  proposée  à  Frenicle  en 
i64i  {Varia,  p.  167).  Il  semble  donc  ressortir  de  cet  exposé  que 
de  trente-cinq  à  quarante  ans  F^ermat  avait  à  très  peu  près  achevé 
tous  ses  travaux  importants  dans  la  théorie  des  nombres  et  que 
notamment  la  conception  et  la  démonstration,  suffisante  ou  non, 
de  l'impossibilité  de  Téquation  x"^  -\-y"  =  z''  en  nombres  entiers, 
si  n  est  entier  et  plus  grand  que  î,  sont  relativement  voisines  du 
début  de  cette  période. 

VI. 

La  ((  relation  »  qui  vient  de  nous  servir  était  un  extrait,  fait 
pour  Huygens  par  Carcavi,  d'un  écrit  probablement  envoyé  par 
Fermât  à  ce  dernier.  Fermât  y  parle  de  Wallis  :  cet  écrit  date 
donc  des  derniers  temps  de  sa  vie.  On  peut,  ce  semble,  le  rattacher 
à  la  lettre  à  Carcavi  du  9  août  1639  [Pascal,  p.  4o8),  où  il  pro- 
pose de  s'entendre  avec  Pascal  pour  rédiger  et  publier  ses  Traités. 


(')  Pour  la  question  précédente,  Fermât  dit  que  le  texte  de  Diophante  est  cor- 
rompu et  que  l'on  ne  peut  deviner  sa  méthode.  Celle  de  Bachet  ne  lui  agrée  pas  : 
il  en  a  bien  trouve  une  meilleure,  mais  elle  ne  le  satisfait  pas  encore. 

Il  me  semble  certain  que  le  texte  grec  où  ce  problème  est  abordé  n'appartient 
pas  à  Diophante.  qui  a  limité  Tobjet  de  son  Livre  sans  Vy  comprendre.  C'est  une 
addition  malencontreuse  dont  Tautcur  n'a  pu  aboutir  à  démontrer  un  procédé 
dont  il  ne  connaissait  sans  doute  que  Ténoncé.  Après  une  étude  attentive  de  ce 
texte,  je  crois  avoir  retrouvé  ce  procédé,  incontestablement  supérieur  à  celui  de 
Bachet,  et  qui,  sans  doute,  n'a  pas  dû  échapper  à  Fermât. 

Soit  Pjj  le  polygone  de  n  angles  et  de  côlé  wi,  on  a 

2(P;^-i)z--(m-i)[m(/i~2)-h2]. 

On  formera  donc  le  nombre  A  =  ^(P^  — i)  et  on  le  décomposera   en  facteur 
xy  de  toutes  les  manières  possibles. 
Toutes  les  fois  que  Ton  aura  un  couple 

xy  =  A, 

tel  que^'  =--  5(:r  -4-  i)  -h  2,  en  nombres  entiers,  le  nombre  7  -r- 1  sera  polygone  de 
X  -f-  2  angles  et  de  c^>té  x  -  1. 
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Cependant  il  doit  être  quelque  peu  antérieur  à  celle  lettre,  puis- 
c|uMl  dit  encore  {Henry y  p.  S4i4)  •  «  Je  serai  bien  aise  que  les 
Pascal  elles  Roberval  la  cherchent  (ma  méthode)  sur  mon  indi- 
cation. » 

Je  ferai  ici  une  remarque  incidente  ;  cette  lettre  à  Carcavi  parle 

de  deux  Traités,  le  second,  seul  relatif  à  la  théorie  des  nombres, 

«  n'est  encore  qu'en  idée  »  et  Fermât  n'aurait  pas  u  le  loisir  de  le 

coucher  au  long  sur  le  papier  ».  L'autre  Traité  n'est  pas  autrement 

désîg^né,  mais  il  est  à  supposer  qu'il  était  beaucoup  plus  avancé 

et  d'ailleurs  relatif  à  la  Géométrie.  Il  est  à  croire  que  c'est  celui 

qui  lut  imprimé  en  1660  à  Toulouse,  sans  nom  d'auteur,  à  la  suite 

de  rOuvrage  du  P.  Lalouère  sur  la  cycloïde.  Ce  Traité  «  De  li- 

neuruni  curvarum  cura   lineis  redis  compara tione  »  (  Varia, 

p.   89)  fut  évidemment  rédigé  à  l'occasion  de  la  découverte  de  la 

rectification    de   la    cycloïde,  donnée   par  Wren  lorsque    Pascal 

proposa  ses  problèmes  u  sur  la  roulette  »,  et  il  est  tout  naturel  de 

penser  que  Fermât  eût  bien  préféré  le  voir  publier  à  côté  des 

Traités  de   Dettonville  plutôt  qu'à  côté  de  ceux  d'un  géomètre 

aussi  médiocre  que  Lalouère. 

Ce  Traité  de  Fermât,  qui  renferme  la  rectification  de  la  para- 
bole >•'==/>  j?^,  est  un  de  ses  plus  importants;  mais  sa  méthode 
d^invention,  bien  antérieure,  n'a  pas  subi  de  perfectionnements 
notables. 

Pour  en  revenir  à  la  théorie  des  nombres,  la  lettre  précitée  à 
Carcavi  établit  nettement  que  Fermât  n'avait  pas  encore  rédigé 
les  découvertes  qu'il  avait  faites  vingt  ans  plus  tôt,  et  qu'il  renon- 
çait, pour  ainsi  dire,  désormais  à  les  rédiger  seul.  Son  ouverture 
à  Pascal  n'ayant  pas  abouti  et  sa  santé  ayant  bientôt  sensiblement 
décliné,  il  est  à  peu  près  certain  qu'il  n'a  jamais  rien  rédigé  sur 
cette  matière.  C'est  la  conclusion  à  laquelle  est  arrivé  M.  Ch.  Henry, 
qui  connaissait  d'ailleurs  mon  opinion  à  ce  sujet,  mais  il  y  ajoute 
à  tort  (p.  33),  je  crois  l'avoir  établi  :  «  Nous  savons  que  des  théo- 
rèmes importants  ont  occupé  les  dernières  années  de  la  vie  de 
Fermât.  » 

L'époque  de  cette  vie  où  le  merveilleux  génie  d'invention  du 
géomètre  toulousain  est  dans  toute  sa  plénitude  d'activité  peut 
se  marquer  de  i636  à  i64i»  entre  trente-cinq  et  quarante  ans. 
Après  celte  date,  il  ne  poursuit  guère  que  des  applications  parli- 
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culières  des  méthodes  générales  et  des  théorèmes  fondamentaux, 
qu'il  a  découverts;  ou  bien  il  s'use  sur  des  problèmes  de  délail, 
comme  ses  Porismes  de  Géométrie,  sans  plus  rencontrer  désor- 
mais d'idée  rénovatrice  et  féconde. 

Sa  correspondance  mathématique  subit  d*ailleurs  un  ralentis- 
sement singulier  de  i643  à  i654)  période  pendant  laquelle  on 
ne  connaît  qu'une  seule  lettre  datée  de  lui  (à  Carcavi ,  du 
i6  août  i65o)  :  c'est  l'envoi  de  «  sa  méthode  générale  pour  le 
débrouillement  des*asvmétries  »,  c'est-à-dire  évidemment  les  deux 
petits  Traités  des  Varia  (p.  58-6 1).  Mais  il  possédait  cette  mé- 
thode depuis  i638  au  moins  (lettre  à  Mersenne,  du  i6  décembre, 
Henry,  p.  178).  Quelque  cause  inconnue  avait-elle  interrompu 
ses  travaux,  ou  bien,  s'il  restait  fidèle  à  l'amitié  qui  l'unissait 
particulièrement  à  Carcavi,  avait-il  désormais  trouvé  le  tuf  chez 
tous  ses  correspondants  antérieurs  et  dédaignait-il  de  les  provo- 
quer à  de  nouveaux  efforts  ? 

On  le  croirait,  à  le  voir  rentrer  dans  la  lice,  dès  qu'entre  en 
scène  Biaise  Pascal,  et  plus  tard  quand  paraissent  les  mathémati- 
ciens anglais;  mais,  nous  l'avons  vu,  c'est  toujours  avec  les  mêmes 
armes  qu'autrefois,  sauf  en  ce  qui  concerne  les  problèmes  de  pro- 
babilité, sujet  nouveau. 

Cependant,  même  sur  ce  point,  si  l'on  étudie  sa  méthode  fondée 
sur  les  propriétés  des  combinaisons  et  si  l'on  réfléchit  à  la  date 
de  sa  découverte  relative  à  la  formation  des  coefficients  du  bi- 
nôme, on  peut  se  demander  s'il  n'avait  pas,  depuis  bien  longtemps 
déjà,  remarqué  ses  propriétés. 
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TAVT  (P.-<}.).  —  Traité  élémentaire  des  Quaternions,  traduit  sur  la 
seconde  édition  anglaise,  avec  Additions  de  Fauteur  et  Notes  du  traducteur, 
parG.  PLARR.  —  Première  partie  :  Théorie.  —  Applications  géométriques. 
1  vol.  in-8*.  Paris,  1882. 

La  seconde  édition  du  Traité  de  M.  Tait  a  été  analysée  dans  le 
fl«/feim  (  I  •■*  Partie  ,  t.  VI,  p.  i5i);  nous  n'avons  qu'à  signaler 
la  traduction  française  que  M.  Gauthîer-Viilars  vient  d'éditer,  en 
indiquant  la  nature  des  additions  faites  par  l'auteur  et  le  traduc- 
teur. 

M.  Plarr  a  traduit  le   texte  de  M.  Tait  littéralement  :  c'est  une 

marque  de  respect  envers  l'auteur;  il  y  a  toutefois  introduit,  entre 

accolades, diverses  Notes  qui  éclaircissent  et  complètent  un  certain 

nombre  de  passages.  Quant  aux  articles  nouveaux,  dus  à  M.  Tait, 

en  voici  l'énumération  : 

Le  n°2896w,  relatif  au  mouvement  d'une  droite  dont  trois 
points  décrivent  trois  plans  fixes  ;  cette  addition  fait  partie  du  Vo- 
luoie  qui  vient  de  paraître  ; 

Lfen^^STS^f^,  traitant,  à  l'aide  de  la  méthode  des  Quaternions, 
la  question  de  Cinématique  qui  a  conduit  Minding  au  théorème 
portant  son  nom  {Journal  de  Crelle,  t.  14  et  15); 

L«  n*  446,  reproduisant  un  Mémoire  de  l'auteur  intitulé  ; 
IVotes  sur  les  expressions  dii^erses  par  lesquelles  on  peut  repré- 
senior  la  force  exercée  par  un  élément  de  courant  linéaire  sur 
r élément  d^un  autre  courant  de  même  genre. 

Quelques  perfectionnements  dans  la  méthode  d'intégration 
des  équations  qui  dépendent  de  l'opérateur  quaternionique  y ,  au 
Chapitre  XI. 

Enfin  les  énoncés  d'un  certain  nombre  de  propositions  ajoutées 
aux  questions  à  résoudre  qui  se  trouvent  annexées  au  Chapitre  XI. 
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POINCARÉ.  —  Théorie  des  groupes  fuciisiens  (>). 

M.  Mittag-Lefïlcr,  Téminent  professeur.à  l'Université  de  Stock- 
holm, dont  les  travaux  sur  la  théorie  des  fonctions  ont  eu,  dans 
ces  dernières  années,  un  si  grand  retentissement,  vient  de  fonder 
sous  ce  titre  :  Acta  mathematica,  un  journal  dont  le  premier 
fascicule  (^)  contient,  comme  premier  article,  un  Mémoire  de 
M.  Poincaré  sur  la  tliéorie  des  groupes  fuciisiens. 

Nous  avons  eu  souvent  à  signaler,  dans  le  Dulletiriy  les  impor- 
tants résultats  obtenus  par  M.  Poincaré;  il  eût  été  bien  regret- 
table que  Fauteur  se  fût  borné  aux  communications  succinctes 
éparses  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences; 
la  brève  analyse  de  l'ensemble  de  ses  découvertes  qu'il  a  publiée 
dans  le  XIX*"  Volume  des  Mathematische  Annalen  ne  pouvait 
qu'augmenter  le  désir  qu'on  avait  de  lui  voir  enfin  publier  une 
suite  de  Mémoires  développés  où  les  détails  nécessaires  et  les  dé- 
monstrations complètes  eussent  leur  place.  Le  premier  de  ces 
Mémoires,  consacré  à  la  théorie  des  groupes  fuciisiens,  est  aujour- 
d'hui publié,  et  il  y  a  tout  lieu  de  croire  qu'il  sera  suivi  de  plusieurs 
autres,  présentant  le  même  développement.  Une  analyse  détaillée 
de  ce  Mémoire  ferait  nécessairement  double  emploi  avec  les  pu- 


(*)  Acta  mathematica,  t.  I,  p.  1-66. 

(')  LasActa  mathematica  sont  édités  à  Stockholm,  chez  MM.Beija;  le  déposi- 
taire à  Paris  est  M.  Hermann,  8,  rue  de  la  Sorbonne;  le  format  est  in-4*;  le  pre- 
mier fascicule,  qui  a  paru  à  la  fin  de  Tannée  188a,  comprend  96  pages,  et  contient, 
outre  le  travail  de  M.  Poincaré,  des  Mémoires  de  MM.  Malmsten,  Gyldéo  et  Reye 
qui  seront  analysés  ultérieurement.  La  rédaction  est  composée  de  MM.  Bàcklund, 
Daug,  Gyldén,  Holmgrcn,  Malmsten,  Mittag-Lefflcr,  Bjerknes,  Broch,  Lie,  Sylow, 
Lorenz,  Fclersen,  Zcutheu,  Lindclof.  La  publication  est  dédiée  à  S.  M.  Oscar  II, 
qui  Ta  largement  subventionnée  ;  plusieurs  associations  et  divers  savants,  parmi 
lesquels  nous  devons  citer  M.  llermite,  ont,  en  outre,  contribué  à  la  fondation. 
Nous  relevons  le  passage  suivant  de  la  Préface  : 

«  L'époque  à  laquelle  nous  commençons  noire  publication  est  certainement  une 
des  plus  fécondes  dans  l'histoire  des  Mathématiques,  par  le  grand  nombre  et  Tim- 
portancc  des  découvertes  qui  touchent  aux  principes  les  plus  essentiels  de  l'Ana- 
lyse. On  sait  combien,  en  divers  pays,  ce  mouvement  a  été  puissamment  secondé 
par  des  journaux  inalhématiques  ({ui  contiennent  les  œuvres  des  plus  grands  géo- 
mètres de  notre  temps.  Nous  nous  sommes  proposé  le  même  but  de  servir  la 
Science,  en  réunissant  et  associant  les  recherches  nouvelles  qui  concourent  à  son 
progrès  par  la  nouveauté  des  résultais  nu  l'originalité  des  méthodes.  » 
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biîcalions  antérieures  de  M.  Poincaré;  nous  devons  nous  borner 
à  renvoyer  le  lecteur  au  travail  original  en  indiquant  brièvement 
les  matières  qui  y  sont  contenues. 

L'auteur  considère  des  substitutions  de  la  forme  (z.  -^ -.)  > 

où  a,  6,  c,  d  sont  des  nombres  réels  assujettis  à  la  condition 

ad  —  bc=^  \f 

appliquées  à  la  variable  imaginaire  z\  une  telle  substitution  chanp^c 
une  figure  plane  quelconque  en  une  autre  figure  plane  qui  est  dite 
^ongruenie  à  la  première. 

Soit  maintenant  une  infinité  de  substitutions  de  cette  nature  : 

ces  substitutions  formeront  un  groupe  si  Tinverse  de  chaque  sub- 
stitution et  le  produit  de  deux  substitutions  quelconques  du  sys- 
tème donne  encore  une  substitution  du  système;  on  suppose  que 
toutes  ces  substitutions  puissent  être  obtenues  par  la  combinaison 
^  un  nombre  fini  de  substitutions  du  groupe,  dites  fondamentales, 
^^tte,  en  outre,  le  groupe  soit  discontinu,  c'est-à-dire  qu'il  ne  con- 

tieoQe  aucune  substitution  qui  change  z  en  une  quantité •-, 

m 

1^1  diffère  infiniment  peu  de  s;  un  groupe  qui  jouit  de  ces  pro- 
pnétés  est  dit  groupe /wcAsieAi.  M.  Poincaré  montre  que  définir 
^^  Croupe  fuchsien  revient  à  définir  la  décomposition  du  plan  (ou 
dune  portion  du  plan)  en  une  sorte  de  damier  composé  d'une 
infinité  de  régions  Ro,  R|,  . . . ,  R/ , . . .  qui  répondent  aux  diverses 
sabstitutions  du  groupe,  en  sorte  que,  quand  z  parcourt  la  ré- 
gion R^,  le  point   correspondant  -^ — -^  parcourt  la    région  R©  ; 

ainsi  les  diverses  permutations  du  groupe  permuteront  en  quelque 
sorte  les  régions  R,  les  bases  du  damier,  sans  en  altérer  l'ensemble. 
Cc^  régions  peuvent  être  réduites  à  des  polygones  curvilignes 
situés  en  entier  au-dessus  de  l'axe  X  des  quantités  réelles  et  ayant 
Je^  côtés  de  deux  sortes  ;  i"  des  arcs  de  cercle  ayant  leur  centre 
gurTaxeX;  2**  des  segments  de  cet  axe.  Les  substitutions/o/irfrt- 
fjteniales  changent  le  polygone  Rq  en  un  polygone  limitrophe. 
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c'est-à-dire  avant  un  côté  commun  avec  R©;  le  croupe  fuchsien 
est  évidemment  donné  quand  ces  substitutions  fondamentales 
sont  elles-mêmes  données.  Les  sommets  du  polygone  Ho,  ou  les 
extrémités  des  arcs  de  cercle  qui  le  composent,  sont  de  trois  sortes  : 
1°  les  sommets  situés  au-dessus  de  Taxe  X;  2°  les  sommets  situés 
sur  Taxe  X  et  séparant  deux  côtés  de  la  première  espèce  ;  3"  les 
sommets  situés  sur  Taxe  X  et  séparant  deux  côtés  de  diflTérentes 
sortes.  Chaque  substitution  fondamentale  changeant  Ro  en  un  po- 
lygone limitrophe  change  un  côté  {ab)  de  la  première  sorte  de 
ce  polygone  en  un  côté  (cd) ,  de  première  sorte  aussi,  du  même 
polygone;  les  deux  côtés  congruenls  (ab),  {^^)  sont  dits  conju- 
gués; pour  qu'il  existe  une  substitution  du  type  considéré  qui 
change  ainsi  {ab)  en  {cd)^  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait* 

,    s  a  —  a\  b — a   _c  —  r'  ^  H —  c 

^  '  ^  fT^'  •  b^h'  ""  T^d  •  ir^  ' 

a\  V y  c\  d'  étant  les  quantités  conjuguées  de  a,  6,  c,  d\  d^ailleurs 
cette  substitution  est  déterminée;  ainsi  les  sommets  de  côtés  de 
première  sorte  sont  en  nombre  pair  et  se  décomposent  en  couples 
de  côtés  conjugués.  Deux  points  intérieurs  à  R©  ne  peuvent  être 
correspondants,  tandis  que,  comme  on  vient  de  le  dire,  un  point 
situé  sur  un  côté  de  première  sorte  admet  toujours  un  -point 
correspondant  sur  le  côté  conjugué;  relativement  aux  sommets,  il 
peut  arriver  que  deux  ou  plusieurs  sommets  se  correspondent; 
Tensemble  des  sommets  qui  se  correspondent  constitue  un  cycle. 
L'auteur  donne  une  règle  pour  former  les  cycles  et  les  décompose 
en  trois  catégories  ;  en  particulier  les  cycles  de  la  première  catégo- 
rie sont  composés  de  sommets  de  la  première  sorte  ;  la  considéra- 
tion de  ces  diverses  catégories  de  cycles  permet  de  classer  les  po- 
lygones Ro-  Ces  définitions  posées,  on  peut  dire  que  le  nœud  du 
Mémoire  de  M.  Poincaré  se  trouve  dans  la  proposition  capitale  que 
voici  :  «  Un  groupe  fuchsien,  s'il  existe,  peut  être  regardé  comme 
engendré  parla  considération  d'un  polygone  Rq,  formé  d*arcs  de 
cercle  et  de  segments  de  droite  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut; 
chaque  substitution  fondamentale  du  groupe  étant  fournie  parla  sub- 
stitution qui  change  un  côté  de  ce  polygone  en  son  conjugué  ;  ces 
deux  côtés  conjugués  doivent  être  congruents;  en  d'autres  termes, 
la  relation  (i)  doit  être  vérifiée;  en  outre,  la  somme  des  angles  d^un 
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uiéiiie  cvcle  de  la  première  catégorie  doit  èlre  une  ])arlie  aliquole 
de  9.7:;  récîproqiiemenl,  si  le  polygone  R^,  sulisfait  à  ces  deux  con- 
ditions, il  donne  effectivement  naissance  à  un  groupe  iiichsien.  »» 
L'auteur  développe  divers  exemples.  Il  indique,  en  outre,  une  clas- 
sification des  groupes  fuclisiens  en  <icnves. 

J.  T. 


MELWC.ES. 


SUR  LES  UNITÉS  COMPLEXES;     ' 
Pau  m.  J.  MOLK. 

M.  Kroneckcr  vient  de  communiquer  à  FAcadémie  des  Sciences 
un  Mémoire  Sur  les  unités  complexes  {Comptes  rendus^ 
8,  i5,  22  janvier  i883).  Les  recherches  de  Lejeune-Dirichlet  y 
sont  développées  et  présentées  sous  un  jour  tout  nouveau.  Mais 
M.  Kronecker  ne  se  contente  pas  de  démontrer  le  théorème 
énoncé  par  Lejeune-Dirichlet,  en  1846;  il  approfondit  les  re- 
cherches auxiliaires  faites  par  le  grand  géomètre  en  18^2,  et  par- 
vient ainsi  à  la  notion  importante  de  réduction  approximative  des 
équations  algébriques. 

On  peut,  cependant,  se  proposer  d'obtenir  directement  les  ré- 
sultats concernant  les  unités  complexes  seulement.  Ils  se  déduisent 
d*un  théorème  fondamental  énoncé  à  la  fin  du  n''  9  du  Mémoire 
cité;  il  suffit  donc  de  démontrer  ce  théorème.  En  se  plaçant  à  ce 
pointde  vue  les  recherches  se  simplifient  beaucoup.  On  abandonne, 
il  est  vrai,  le  point  de  vue  général  auquel  M.  Kronecker  s*est 
placé  et  Ton  perd  ainsi  Tuniformité  des  développements  (|ui  fait 
ressortir  l'esprit  même  des  méthodes  emplovées;  mais  le  méca- 
nisme des  formules  est  par  contre  moins  compliqué. 

Je  me  propose  d'exposer  le  plus  simplement  possible  la  démon- 
stration abrégée  de  M.  Kronecker. 

Soient 

i^^-J-^'r-yJ  (ai,  s  ...  n) 
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les  n  racines  d'une  équation  irréductible,  à  coefBcicnts  réels  et 
entiers  ; 


tl'        ^        ^  sSn) 


un  système  fondamental  d'une  espèce  de  nombres  algébriques 
entiers  du  genre  Zy  par  exemple  >3"~*,  z'^'^j  . . . ,  5,  i;  et 

une  fonction  linéaire  et  homogène  à  coefficients  entiers  de  z^. 
z^,  . . . ,  z^"\  Supposons  que  Tcquation  ait  2x  racines  imaginaires 
et  posons  li  =  n  —  x. 

Il  peut  se  présenter  trois  cas.  L'équation  peut  n'avoir  aucune 
racine  réelle,  o\\  une  seule,  ou  au  moins  deux. 

Dans  ce  dernier  cas,  Zn^î  et  Zn  étant  deux  racines  réelles,  on 
peut  exprimer  les  nombres  w^^^  en  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  deux  d'entre  eux  et  des  w»,  ^a  (a  =  i,a, ..., /i  —  a),  les 
coefficients    étant  des  fonctions   rationnelles  réelles   des  Xa  et 

« 

yot,  (a  =  i,2,  ...,/i  — a). 
Nous  pouvons  donc  écrire 

en  désignant  par  p^^^  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  des 
(/i  —  a)  quantités  Wa  et  ra,  dont  les  coefficients  sont  fonctions 
rationnelles  réelles  des  x^x  et^a.  Mais,  quelles  que  soient  les  valeurs 
que  nous  donnions  à  «v'  et  k\^^  nous  pourrons  toujours  prendre 
pour  «r^*^  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  de  i'*W -+- Çj*' fp' ; 
nous  pouvons  donc  supposer  que  chaque  p^*^  est  en  valeur  absolue 
au  plus  égal  à  |.  D'ailleurs,  en  remplaçant  iv^*^  par  l'expression 
précédente,  nous  obtenons 


n 


(c^,  Zn)  =  w'Zn-^^v'z\-^^{\\'^sv'-^l^i•^w'-^^^k));,^Jl;\ 


;t^8 


Si  nous  supposons  que  %\^  et  (v"  prennent  toutes  les  valeurs  o, 
I,  2,  ...,  /,  nous  obtenons  (/-f-i)^  expressions  (w,  5«),  toutes 
plus  petites,  en  valeur  absolue,  que  A^-hB,  où 


A  = 


n 


.'  ,  V  ?••*■■  -'*■ 


A-3 


."     .     V  ►{X-i  ,(A: 


À  =8 


.    «^'    B  =  i2l-'l- 


*=8 
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Nous  partageons  l'intervalle  compris  entre  — (A  /  -f-  B)  et  A  /  H-  B 
en  t^  parties  égales.  11  y  aura  alors  nécessairement  une  de  ces 
parties  contenant  4es  valeurs  de  deux  au  moins  des  expressions 
(iv,  z„);  désignons  ces  dernières  par  (wo,  z„)  et  (w, ,  z,t)  el  for- 
mons leur  différence, 

(6,  w„)  =  b'z'^  +  A';;;  -4-. . .-+-  AtiJ^"»; 

Oy  z„)\  est  plus  petit  que -; 

if 

I  ft'  I  et  I  6*^  I  ne  dépassent  pas  2/  et  o-^*^  étant  la  différence  de  deux 
p^*'  ne  dépasse  pas  l'unité. 

Mais  1(6,  -3/,_4)|  est  plus  pelit  que  i{i\! t  4-  B'),  où  A'  et  B'  sont 
formés  à  l'aide  de  z„_^  de  la  n^éme  manière  que  A  et  B  à  l'aide  de 
Zfgn  Nous  obtenons  donc  l'inégalité 

1(6,  Zn-x)(b,  Zn)\  < ^j ■'  <  4  AA'-+-  I 

pour  des  t  sufTisamment  grands. 

D'autre  part,  les  quantités  o^,  o^',  ...,  <t^"~^^  étant  comprises 
entre  ( —  i)  et  (H- 1),  nous  savons  que  les  valeurs  de  (//  —  a)  fonc- 
tions linéaires  et  homogènes  des  (n  —  a)  parties  réelles  et  imagi- 
naires de  (6,  z^  ),  (b,  C2),  . . . ,  (6,  ^/î-a),  sont  comprises  entre  des 
limites  finies,  indépendantes  de  t;  il  en  résulte  que  les  valeurs  de 
(6,  J5j),  (6,  .Sj),  ...,  (6,  z„_2)  sont  elles-mêmes  comprises  entre  des 
limites  finies.  Comme  nous  avons  déjà  démontré  que  le  produit 
1(6,  -8«_j)(6,  Zfi)\  est  plus  petit  que  4AA'h-  i,  nous  voyons  donc 
que  la  norme  de  (6,  z)  est  également  plus  petite  qu'un  nombre 
indépendant  de  /. 

Remarquons  que,  parmi  les  (//  —  a)  expressions  (6,  >3|), 
(6,  5a),  ...,  (6,  Zn^2)y  (/*  —  ^)  seulement  sont  différentes  en  va- 
leur ab.solue. 

Après  avoir  trouvé  un  système  b\y  6",,  ...,  6'/",    pour  lequel 

(6|,  z„)\  <  4 "'  ï^ous  pouvons  en  former  un  second  6!^, 

6j,  ...,  /y^^  pour  lequel  [(ta,  ^„)|  est  plus  pelit  que  — - — ^ ; 

en  choisissant /a  assez  grand,  |( 627  ^/î)l  sera  plus  petit  (|uc  |(6,,  z„)\, 
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et  par  suite  les  deux  systèmes  fc, ,  b\,  . . . ,  b"  ei  b'.^j  b\,  . . . ,  b\^' 
seront  différents. 

//  existe  donc  une  infinité  de  nombres  complexes  {bj  z)  dont 
la  norme  et  {h  —  !>.)  conjugués  en  valeur  absolue  sont  compris 
entre  des  limites  finies. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  il  suffit  de  modifier  légèrement  ia 
démonstration  pour  parvenir  au  même  résultat.  Si  Téquation  n'a 
qu'w/ie  racine  réelle  5«,  et  si  Zn^^  et  >3/,_,  sont  imaginaires  conju- 
guées^ nous  prendrons,  dans  les  formules  précédentes,  a  égal  à 
I,  2,  . . . ,  (/i  —  3);  nous  exprimerons  ensuite  les  w^^^  en  fonction 
de  trois  d'entre  eux,   et  nous  obtiendrons  ainsi  une  expression 

{bj  z„)  ne  dépassant  pas,  en  valeur  absolue, y  tandis  que 

le  produit  (b,  Zn-i){b^  z„_2)  est  proportionnel  à  i^.  Si  enfin 
toutes  les  racines  de  Téquation  sont  imaginaires  et  si  z^,  ^n^i  sont 
conjuguées,  ainsi  que  5«_2,  z„_3,  nous  prendrons,  dans  les  formules 
précédentes,  a  égal  à  i,  a,  . . . ,  /i  —  4?  nous  exprimerons  les  iv^*^ 
en  fonction  de  quatre   d'entre  eux,  et  nous   obtiendrons  ainsi 

\(byZn){bj  z„_t)\<  "^ — ^^  et  (6,  z„_2){by  Zn-z)  proportion- 
nel à  t^.  Dans  ces  deux  cas,  nous  voyons  donc  que  |(6, 5,i)(  6,  ^m^t)\ 
et  les  (h  —  2)  premières  expressions  différentes  |(6,  ^«)|  sont 
comprises  entre  des  limites  finies. 

Le  théorème  précédent  est  ainsi  complètement  démontré.  On 
en  déduit  immédiatement  qu'il  existe  une  infinité  de  nombres 
complexes  ayant  même  norme  et  congrus  entre  eux  suivant  cette 
norme;  en  formant  le  quotient  de  deux  de  ces  nombres,  nous  ob- 
tenons des  unités  complexes  dont  (h  —  2)  conjuguées  en  valeur 
absolue  sont  comprises  entre  des  limites  déterminées  par  celles 
des  (by  Zn)> 

Il  existe  donc  dans  chaque  espèce  de  nombres  algébriques 
un  nombre  infini  d'unités  ayant  chacune  en  valeur  absolue 
toutes  ses  conjuguées,  à  r exception  de  deux,  comprises  entre 
des  limites  finies. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 

Pae  m.  m.  FALK. 

Monsieur, 

Voici  une  démonstration  élémentaire  et,  je  l'espère,  rigoureuse 
du  théorème  fameux  de  votre  illustre  Cauchy,  laquelle  j*ose  sou- 
mettre à  votre  critique  bienveillante. 

De  la  définition  ordinaire 

où  a,  3,  /  sont  réelles,  mais/(^)est  supposée  complexe,  on  déduit 
sans  peine  le  théorème  : 

Théorème  I.  —  SI  ol  et  ^  sont  finies  et  que  f{t)soit  uniforme 
et    continue,  depuis   t=  ol  jusqu^à  t  =  p^   l'intégrale  définie 

I    /(t)  dt  a  une  valeur  finie  et  parfaitement  déterminée. 

On  a^  de  plus,  le  théorème  connu  :  Si,  dans  une  certaine  par- 
tie du  plan  des  coordonnées  (  o,  ^),  /(p,  t)  est  fonction  uniforme 
et  continue  des  deux  variables  indépendantes  p  et  t,  et  que  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile  (p,  f),  pour  une  certaine 
vctleur  donnée  de  p,  quand  t  varie  de  t=aL  à  t  =  P,  soit  située 
tout  entière  dans  l'intérieur  de  celte  partie  du  plan,  on  peut, 
après  avoir  choisi  à  volonté  une  quantité  positive  o-,  trouver 
une  autre  quantité  positive  o,  telle  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  entre  t^^aet  t  =  ^, 

[/(p-^A,0~/(p,0]^^    pour    (A)S8. 

En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  démontre  très  aisément  le 
théorème  : 

Théorème  II.  —  Si  f{py  t)  et   '^^'   •  sont  fonctions  uniformes 

rt  continues  des  deux  variables  réelles  p  et  /,  dans  ^intérieur 
ri' une  certaine  partie  du  plan  des  coordonnées  (p,  ^),  et  que  la 
courbe  décrite  par  le  point  mobile  (p,  t)  pour  une  certaine  va- 
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leur  de  ^j  t   allant  de  ^=  a  à  ^^=p,  soit  tout  entière  située 
dans  V intérieur  de  cette  partie  du  plan,  on  a 


U>'-''- '  t''^ -'■ 


pourvu  que  a  e^  ^  soient  indépendants  de  p. 

Soit  maintenant  z  une  variable  complexe  et  F(^3)  une  fonction 
qui,  dans  une  certaine  partie  du  plan  à  contour  simple,  est  uni- 
l'orme,  continue  et  douée  d'une  dérivée.  Si,  de  plus, 

(f  et  ^  étant  deux  fonctions  complexes  uniformes  et  continues  de 
]a  variable  réelle  /,  pour  chaque  valeur  donnée  de  p  depuis  p  =o 
jusqu'à  p  =  i,  représente  une  courbe  située  tout  entière  dans 
l'intérieur  de  la  partie  du  plan  et  joignant  les  deux  points  fixes 
z  =  Zq  et  >s  =  ;;i  ,  déterminés  par  /  =  a  et  /  =  p,  on  doit  avoir 

On  démontre  maintenant  très  simplement  le  théorème  fonda- 
mental : 

Théobemb  III.  —  Lorsqu'une  fonction  F(z)  est  uni/orme, 
continue  et  douée  d'une  dérivée  dans  une  partie  du  plan  à  con- 

f     F{z)dz  relatives  aux 

différentes  lignes  qui  vont  d'un  point  Zq  à  un  autre  point  z% 
dans  cette  partie  du  plan,  sont  égales. 

En  effet,  soient  x;  =  ç(^)  et  5  =  :p(/)  +  ^(/)  deux  quelconques 
de  ces  courbes  et  supposons  d'abord  que  F'(5),  Çp(/)>  ^(^)»  ?X^)î 
'\'{t)  soient  continues.  Posons  maintenant  dans  l'intégrale  définie 

ce  qui  donne 

C'F(z)dz=  Ç  F(o-+-p4^)(©'^-p4^')€;^ 

En  vertu  du  théorème  II,  nous  avons  ici 

~    r¥{z)dz=    f  V{^-^rp^)^'dt-^   f  F'(o-r  p4/)4^{^'-i-pf  )rf/. 
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Mais  de  ridentîté  évidente 


2^  [F(«p  -4-  p^)^]  =  F'(cp  -h  p^m^'-^  pf  )  -+-  ^\?-^  ?V)V^ 


il  suit 


-  «  «-^  a 


donc  nous  avons 


~  jT^FC^)  c/^  =  /lF(o  4-  p^)  =  o, 


à  cause  de  A(a)  =  »]/(P)=  o. 

L^intégrale  est  par  suite  indépendante  de  la  valeur  de  p,  ce  qu'il 
fallait  bien  prouver.  On  étend  maintenant  très  facilement  la  dé- 
monstration au  cas  où  F'{z)  est  discontinue  et  les  courbes  le  long 
desquelles  on  prend  l'intégrale  sont  brisées  en  un  nombre  fini 
quelconque  de  points.  Le  reste  de  la  démonstration  du  théorème 
de  Cauchy  se  fait  comme  à  l'ordinaire. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  RÉSIDUS  BIQUADRATIQUES  ; 

Par   m.  T.-J.  STIELTJES. 
(Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite.) 

Vous  savez  que,  dans  son  second  Mémoire,  Gauss  a  déterminé 
le  caractère  biquadratique  du  nombre  i  +  i  par  rapport  à  un 
nombre  premier  M,  ou,  d'après  Jacobi,   la  valeur  du   symbole 

(/ '  ^     M.  Cette  détermination  se  fonde  sur  le  théorème  de  l'art.  71 , 

théorème  analogue  à  celui  qui  sert  de  fondement  à  la  troisième  et 
à  la  cinquième  des  démonstrations  de  Gauss,  de  la  loi  de  récipro- 
cité pour  les  résidus  quadratiques. 

Or  j'ai  remarqué  qu'on  peut  obtenir  la  valeur  de  ((— rr-))  ^ 

Taîde  de  raisonnements  complètement  analogues  à  ceux  que 
Gauss  développe  dans  son  premier  Mémoire,  pour  obtenir  le  ca- 
ractère du  nombre  2  dans  la  théorie  réelle. 


i4o  PREMIÈUE  PAKTlIi:. 

Il  suliiru  de  considérer  le  cas 

M  =  a  -^  bi,    a^i     (  mod  4  )> 
ù  =:  i),     [X  =  aa-r-  bb  =  Sn  -h-  i. 

D'après  la  valeur  du  symbole  (  (  t7  )  )>  on  peut  diviser  les  jjl  —  i 

nombres  incongrus  A,  non  divisibles  par  M,  en  quatre    classes, 
sav(»!r  : 

(A)  a,  a',  a'. ..      ((  ^^  )  )  ~  '» 

(B)  ?,?',?'...     <^(m))  =  '- 

(C)  Y.  r,  r...  ((J))  =  -^ 

Alors,  il  est  évident  qu'on  a  identiquement 

{X  —  0  )(\r  —  o' ) ( j?  —  o'  ) . . .  i^x  ♦  -^  l    (  mod.  M  ) , 

d'où  l'on  tire,  en  posante:  =  —  i, 

(i-h  o){ï-h  o')(i  —  o')...  ==  i-M*    (mod.  M);    * 

ce  qui   fait   voir   qu'il  suffira  de  savoir  combien    des    nombres 

1+  0,  I  4-  o\  I  -4-  o", . . .    appartiennent   aux    classes    (A)  .  (B), 

(G),(D). 

Si  Ton  désigne  maintenant  par 


((o,o)  (o,i)  (o,'i)  (o,3  ) 
(i,o)  (1,1)  (i,:*)  (  1,3) 


(S) 

1    (2,0)   (2,1)   ^2,2)   (2,3^ 

(  (3,o)  (3,1)  (3,2)  (3,3) 

combien  des  nombres 

I  -r-  a ,  I  -f-  a' ,  I  -=-  a* . . . . 

1-4-7,  >-^7^  «-+-7* 

I  -f-  0,    1  -i-  0  ,    IH-  0   ... 

appartiennent  à  (A),  (B),  (C),  (D),  on  pourra  déterminer  les  va- 
leurs de  tous  ces  nombres  (i\  k)  k  l'aide  des  considérations  em- 
ployées ])ar  Guuss  dans  son  premier  Mémoire. 
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Dans  le  cas  acluel,  on  Iroiive  que  le  tableau  (S)  a  la  forme  sui- 
vante : 

kj     kl         8/1  =4/1  — 3a  — 5, 

j  l    mm       ^j^^n-T-    a  -^'ib  —  '»/  aa  -f-  bb  — 1\ 

k  m  k   m       %k   ^  ^n-r-    a  —  i, 
I   m  m  j         8/  =4'*-^    a-^2Ô  —  I, 

8;?i  =  4/1 —    a  -H  I. 
On  a  maîntenanl 


/  aa  -f-  bb  —  i  \ 


I   -r-  l 


(  (  -^  j  )  =  l''"^'>  ^  «-"»-/  (  —  /;i  —  y  =  —  /i  -1-  1  ^»). 

Or  (inoH.  4), 


a^  —  I       —  a-^\ 


0 


dont 


•s     -----   .J  1/  , 


n  —  \{—a-^\-r-  xb), 
—  m  —  j  =  |-(a  —  I  —  b). 


Enfin 


(m) 


1  ia—i—/t) 
=  l  ♦ 


I^s  autres  cas  peuvent  se  traiter  d'une  manière  analogue. 

La  même  méthode  réussit  pour  déterminer  le  caractère  cu- 
bique de  1  —  p,  et  encore  pour  trouver  les  théorèmes  sur  le 
nombre  a  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques.  Dans  ce  der- 
nier cas,  après  avoir  déterminé  les  nombres  (/,  A),  il  n'est  pas 
nécessaire  de  recourir  à  ces  congruences  identiques,  comme  plus 
haut  celle-ci  : 

(x — 0)  (4?— ô')  (j:  — 0*  ...  ==ar  *  H-  i  (mod.  M). 

Mais  on  arrive  au  but  par  une  considération  arithmétique,  qui 
ne  diflHère  pas  de  celle  que  Gauss  a  employée  dans  son  premier 
Mémoire  pour  le  nombre  2,  dans  la  théorie  des  résidus  biquadra- 
tiques.  On  a,  de  cette  manière,  une  démonstration  assez  simple  et 
purement  arithmétique  de  ces  théorèmes  : 

(?,)  =  -"'»    />  =  8/i:±i, 
(>)=-'»    /?  =  8/1:^-3. 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HOtJEL. 

Vous  m'avez  fait  l'honneur  d'insérer  dans  le  Bulletin  (t.  II, 
i"  série)  votre  traduction  de  mes  études  sur  la  convergence  des 
séries.  Dès  lors,  grâce  à  votre  amabilité,  ces  études  ont  attiré  l'at- 
tention des  savants,  et  M.  Korkine  a  eu  l'occasion  de  donner  une 
autre  démonstration  de  mon  théorème  (Bulletin,  t.  II,  2*  série, 
extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite). 

Aujourd'hui  je  me  propose  de  présenter  quelques  additions 
propres  à  compléter  mes  recherches  antérieures.  A  la  fin  de  ces 
recherches,  je  disais  que  la  règle  que  j'avais  donnée  ne  comportait 
pas  de  séries  exceptionnelles  ;  néanmoins  je  tâcherai  d'en  présenter 
aujourd'hui  quelques-unes,  dont  la  convergence  ne  saurait  être 
prouvée  par  mon  critérium  et  bien  moins  encore  par  les  règles 
connues  jusqu'à  présent.  En  môme  temps  j'ai  l'intention  de  pré- 
senter une  autre  preuve  de  mon  théorème. 

Soit  '}^x  une  fonction  ayant  une  seule  valeur  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  et  positives  comprises  entre  les  limites  6  et  oo  de  la 
variable  x.  Supposons  que  cette  fonction  croisse  infiniment  ayecx 
et  satisfasse  à  l'inégalité  ^x  <  x.  Faisons  *lb  =  a^  désignons  par 
^^x  une  fonction  qui  indique  que  l'opération  représentée  par  le 
symbole  ^  doit  être  effectuée  k  fois  sur  la  variable  x.  Soît  Ç  le 
plus  grand  entier  positif  satisfaisant  à  l'inégalité  ^^x^  b.  C2et  en- 
tier croîtra  indéfiniment  avec  x.  Il  est  aisé  de  voir  que 

^  b  —  a 

est  une  fonction  (*)  croissant  continuellement  entre  les  limites 
/^  et  00  ,  et  satisfait  à  l'équation 

(l)  (f^X  =  ^x  —  1. 

(  *  )  La  dérivée  de  cette  fonction 

f^'x  =  '. 'if*x.^'^x.'i^'^'*x,,,^''^-^x 

n'est  pas  continue  en  général  ;  mais  pour  x  croissant  elle  décroît  constamment  si 
l'on  a  '^'b'^  I,  ce  que  l'on  peut  toujours  supposer;  c*cst  la  seule  condition  pour  que 
notre  démonstration  soit  juste. 
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Comme  l'intégrale 

croît  indéfidiment  avec  x^  la  série 

(a)  «p'C*)  H- T'C'*  H- ')-•-?'('*-•-  2)-+-... 

sera  divergente.  Comparons  maintenant  une  série  quelconque 

(3)  /(/»)-H/(/l-Hl)-+-/(/l-h2)-h... 

à  la  série  précédente   et  désignons   par  Vx  le  rapport  de  leurs 
termes  généraux 

^x 

'SI  avec  la  croissance  de  x  la  limite  de  ce  rapport  n'est  pas  égale  à 
zéro,  la  série  (3)  est  divergente.  Supposons  que  Pj?  croisse  avecx, 
alors 

V^x 
mais  il  est  aisé  de  voir  que 

Vx  fx 


De  cette  manière  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 
Si  avec  la  croissance  de  x  la  limite  du  rapport 

A 

^'x,f^x 
est  plus  grande  que  l'unité,  la  série  ('i)  est  dii'ergente. 

Afin  de  découvrir  maintenant  le  critérium  de  la  convergence, 
soit  a  un  nombre  positif  quelconque  et  examinons  l'intégrale 


X 


'  — « 


h 


qui  avec  la  croissance  de  x  tend  vers  une  limite  finie,  d'où  il  résulte 
que  la  série 

<^*  [<p(/.)]'^''^[?(n  +  ')l'*''^'" 

est  convereenle.  Comparons  la  série  (3)  à  cette  dernière  série  et 


fil  PnEMlËKl*    PAIlTIh:. 

désignons  par  (^.r  le  rapport  de  leurs  termes  généraux 

Si  ce  rapport  ne  croît  pas  indéfiniment  avec  x,  la  série  (3)  est 
convergente.  Supposons  que  Qjc  décroît,  et,  par  suite. 


lim  -^j—  ^\\ 


mais  il  est  aisé  de  voir  que 


Q^  /^ 


-♦-« 


De  cette  manière  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 
Si  avec  la  croissance  de  x  la  limite  du  rapport 

^'x.f^x 
est  moindre  que  V  unité  y  la  série  (3)  est  convergente. 

Dans  mes  recherches  antérieures  on  démontrait  que  •]/ j?  =  logjr 
donne  le  caractère  de  convergence  le  plus  simple  et  le  plus  sen- 
sible. Si  dans  les  séries  (2)  et  (4)  nous  posons  i/x  =  \o^x^  la 
première  de  ces  séries  diverge  et  la  seconde  converge  très  lente- 
ment. Or,  ce  sont  là  ces  espèces  de  séries  dont  la  convergence  ne 
peut  être  démontrée  par  aucune  des  règles  connues  jusqu'à  pré- 
sent et  qui,  d'après  la  règle  de  convergence,  que  j'ai  donnée,  se 
présentent  comme  cas  douteux.  On  peut  trouver  des  séries  qui 
croissent  ou  décroissent  encore  plus  lentement  :  on  n^aurait  qu'à 
introduire  dans  l'analyse  de  nouvelles  fonctions,  dont  la  forma- 
tion, ainsi  que  M.  Rorkine  Ta  démontré,  fût  en  liaison  avec  l'équa- 
tion fonctionnelle  (i).  M.  Korkine,  dans  sa  lettre  à  M.  Hermite 
mentionnée  plus  haut,  résout  l'équation  (1)  et  les  questions  qui 
s'y  rapportent,  par  la  décomposition  des  fonctions  en  séries.  L'ar- 
tifice dont  je  me  suis  servi  ici,  pour  résoudre  l'équation  (i),  ne 
peut  s'appliquer  qu'à  certaines  fonctions  et  à  la  valeur  réelle  et 
déterminée  de  la  variable  x,  V.  Eumakof. 


MÉLANGES. 

LISTE  DES  TRAVAUX  SUR  LES   STSTËMEs(jSflGpL4^^;p  '^^  i  ""   j 

Par  V.  LIGUINE,  V  ♦  \v^       o.f^" 

Professeur  à  l'Université  d'Odessa.     N-O^JIfpO^' 


Celte  Liste,  destinée  à  faciliter  rétnde  de  Tune  des  plus  inté- 
ressantes questions  de  la  Cinématique,  contient  une  énumération 
assez  complète,  je  crois,  non  seulement  des  nombreux  travaux 
su|^gérés  par  la  célèbre  découverte  de  M.  Peaucellier,  mais  aussi 
des  recherches  antérieures  relatives  an  parallélo^amme  de  Watt 
et  à  d'autres  systèmes  analogues  servant  à  produire,  au  moyen  de 

tiges  articulées,  un  mouvement  rectiligne  approximatif. 

Qu'il  me  soit  permis  d'exprimer  ici  ma  vive  reconnaissance  à 

M.   le  général  Peaucellier  et  à  M.  le  professeur  Mannhcim,  pour 

les  indications  importantes  qu'ils  ont  bien  voulu  me  donner  sur 

plusieurs  parties  du  sujet. 


1796. 


1  .    Prony  (G.).  —  Nouvelle  Architecture  hydraulique.  (T.  II, 
p.  123  et  suiv.). 

1825. 

2.  Prony  (G.).  —  Sur  le  parallélogramme  du  balancier  de  la 

machine  à  feu.  (Annales  de  Chimie  et  de  Physiques 
t.  XIX.  —  Annales  des  Mines^  i*^*  série,  t.  XII). 

1838. 

3.  Vincent  (A.).  —  Essai  d'une  théorie  du  parallélogramme  de 

Watt.  (Lille). 

1855. 

4.  Carbonnelle,  —  Sur  la  théorie  géométrique  du  parallélo- 

gramme de  Watt.  (Bulletin  de  rAcad.  de  Belgique).   . 

o.    Tchebychef  (/^.).  —  Théorie  des  mécanismes  connus  sous 
le  nom  de  parallélogrammes  (Mémoires  des  S  aidants 
Bull,  dtit  Sciences  mathém.,  a*  série,  l.  VII.  (Mai  i883.)  n 
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rt  ranger  s  présentés  à  r Acacia  de  Saint-Pélersbourf:^ 
t.  VII). 

0.  Samit,  —  \olc  sur  la  transformation  des  rw)  mre  m  en  t  s  rec- 
lili^nes  alternatifs  en  mouvements  circulaires^  et  récipro- 
quenionl.  [Comptes  rendus  de  l*Acad.  des  Sciences  d» 
Paris ^  t.  WW  f,  p.  iu36-i(>.^8). 

7.  Poncelet.  —  Ilapporl  sur  xine  transformation  nouvelle  de^îz^  c 

mouvements   rectifijçnes   allernalifs  en  mouvements   cir^  m\^ 
culaires,  et  réciproquement,  par  Sarrut.  {/bid.,  p.  iia5    «^3 

1861. 

8.  Tchebvclief  (P.),  —  Sur  une  morfificalion  du  paralléU»':^  M\ 

gramme  articulé  de  W  atl.  {/inllet,  de  iAcad^  de  Sainte   ^^^ 
PélersUourg,  t.  IV,  p.  i33-4^i^)- 

186i. 

9.  Peanrellicr  (A.),  —   Lettre    au   rédacteur  des   Noa\:eUr 

Ann(tles  de  Mathématiques,  (.Vo//e.  AnnaL  de  Math, 
•j^  série^  t.  III,  p.  4i4"1>*^)- 

1867. 

10.  •*(*)  Mannheini  {A,).  —  Communications   sur  le  com 

composé  de  M.  IVaucellier.  (IJn/let,  de  la  ^Société  phr 
lomathi<iue  de  Paris:  procès-verbaux  des  séances  de 
'AO  et  À'j  juillet  iSCij,  p.  i24-i.a<>). 

1868. 

n.  Peaucellicr  (A.)  et  Wagner.  —  Mémoire  sur  un  apparei 
diastimométrique   nouveau,   dit    appareil   autoréducteu 
note  W\ ,  {Mémorial  de  V Officier  du  génie^  n**XVIll 
p.  3;')i). 


*  (')  On  a  inarqm'  par  un  astérisque  certaines  Communications  qui  ont  été  faili 
dans  diverses  Sociétés  savantes,  mais  qui  ne  figureut,  dans  les  publications  de  c 
Sociétés,  que  par  leurs  titres.  Toutes  les  foi";  (piuiie  pareille  (Communication  a  é- 
analysée  dans  un  autre  Kecueil,  j'ai  eu  soin  d'y  rcnvo\cr  le  liMrleur. 
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12.  '{eSMiueBTb  (H),  —  OG-b  oahomii  MexaHH.3Mt..  SanucKU  Aksla- 

HayKi).  T.  XIV,  cTp.  38-46.  [Tc/ieOyche/  (P,)  —  Sur 
un  mécanisme.  {Mém,  do  VAcad,  de  Saint-Péters- 
bourg, t.  XIV,  p.  38-46)]. 

1869. 

13.  Roberts  (5.).   —  On  ihe  mechanical  description  of  some 

species  of  circular  curves  of  the  ihird  and  fourth  degrees. 
(Proceed,  of  the  Lond,  Math,  Soc,  t.  II,  p.  i25-i36). 

14.  leSuwen  (H),   —    O   napajac^orpaMMaxi» .   Tpy^w    2-ro 

CiitaAa  PjccK.  EcTCCTBOHcnbiTaTcaeii ,  «i.  I.  [Tcheby- 
chef  {P')  —  Sur  les  parallélogrammes.  (  Travaux  du 
2*  Congrès  des  Natut^alistes  russes ,  1. 1)]. 

1870. 

^o.  Cayley  {A.).  —  On  the  mechanical  description  of  a  nodal 
bicircular  quarlic.  [Proceed,  of  the  Lond,  Math.  Soc, 
t.  III,  p.  100-106). 

1871. 

*6.  Lipkine  [L.).  —  Ueber  eine  genaue  Gelenk-Geradfuhrung. 
[Bullet.  de  CAcad.  de  Saint-Pétetsbourgy  t.  XVI, 
p.  57-60.  —  Der  Naturforscherj  an.  1871,  p.  179). 

■T^.  Lipkine  (L.).  — Dispositif  articulé  pour  la  transformation 
rigoureuse  du  mouvement  circulaire  en  mouvement  rec- 
tiligne.  {Revue  univers,  des  Mines  et  de  la  Métallurgie 
de  Liège,  t.  XXX,  4*  livraison,  p.  i49-i5o). 

1872. 

i8.  Cayley  (A,).  —  On  the  mechanical  description  of  certain 
sextic  curves.  (Proc,  of  the  London  Math.  Soc.,  t.  IV, 
p.  io5-ii  i). 

i9.  Cayley  (A.).  —  On  the  mechanical  description  of  a  cubic 
curve.  (Jbid.j  p.  175-178). 

*''•  Kempe  (A.-B.). —  On  the  solution  of  équations  by  mechan- 
ical means.  (7'hc  Messenger  of  Math.,  t.  1,  p.  Si-ja). 
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î21.  Ilagen.  —   Die  Geradfùhrung  von  Lipkin.  {Deutsche  Bau- 
zeitungj  ann.  1872,  p.  98). 

1875. 

22.  Peaucellier  (A,).   —  Note  sur  une  question  de  Géométri 

de  compas.  {Nouv.  Annal,  de  Math,^  2*  série,  t.  XIB 

23.  Peaucellier  (A.).  —  Note  sur  un  balancier  articulé  à  mou. 

vement  rcctiligne.  (Journal  de  Physique^  publié  pai 
M.  J.  d'Almeida,  t.  II,  p.  SSS-Sgo). 

24-.  Lemoine  {E,).  —  Note  sur  le  losange  articulé  du  comman 
dant  du  génie  Peaucellier,  destiné  à  remplacer  le  parallé 
logramme  de  Watt.  {Ibid,j  i3o-i34). 

25.  Syhester  (J.-J.).  —  Description  of  a  new  instrument  fo* 

converting  circular  into  gênerai  rectilinear  motion  an* 
into  motion  in  conics  andhigher  plane  curves.  (Proceec^ 
of  ihe  Lond,  Alalh,  Soc,  t.  V,  p.  4i  i4i)' 

1874. 

26.  Sylvester  (J.-J.),  —  On  récent  discoveries  in  mechanica 

conversion  of  motion.  FViday  evening's  discourse  m 
the  Royal  Institution.  {January  'iV^), 

27.  Syhester  {J.-J.),  —  Transformation  du  mouvement  circu 

iaire  en  mouvement  rectilignc.  Lecture  à  Tlnstitutioi 
Royale  de  la  Grande-Bretagne.  {Revue  scientifique 
a*  série,  t.  IV,  p.  490*498.  —  Les  Mondes^  a*  série 
t.  XXXVII,  p.  623-635,  667-675). 

28.  Svlvester  {J.~J,).  —  Des  systèmes  articulés;  instrument  rô 

ciprocateur  du  colonel  Peaucellier  ;  description  de 
courbes  et  surfaces  algébriques  par  le  moyen  de  lige 
articulées.  [^Compte  rendu  de  la  3*  session  de  ^ Associa 
tion  française  pour  Vai^ancement  des  Sciences  {Congre- 
de  LillCy  p.  ii56-ii57).  —  Pour  une  analyse  plus  dé: 
taillée  de  cette  Communication,  voir  la  Revue  scient 
fique^'x^  série,  t.  VIII,  p.  6^0-641]. 
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!Î9.  sSfhesier  (J.-J,).  —  Queslion  4231,  solution  by  G.-S, 
Carr,  N^ Importe.  {Matliematical  Questions  froni  the 
EducationalTimeSy  edited  by  W.-J.-C.  Miller,  t.  XXI, 
p.  57-60). 

30.  SyWester  (J.-J.).  —  Question  4320,  solution  by  G.-S. 
Carr,  J.  Wolslenholme.  (Ibid,^  p.  Sj,  m). 

31  Hart  {H.).  —  On  certain  conversions  of  motion.  {Messeng. 
of  Math^  t.  IV,  p.  82-88,  1 16-120.  —  Report  of  the 
44  Meeting  of  the  British  Association  for  the  advance- 
ment  of  Science,  Meeting  of  Belfast,  p.  17-18). 

32.  Kempe  {A,-B.)  —  On  some  new  linkages.  (Messeng.  of 
Math. y  t.  IV,  p.  1 2 1-1 24)' 

•*3.  Penrose  (J.-C).  —  On  a  method  of  drawing,  byconlinued 
motion,  a  very  close  approximation  to  the  parabola,  pro- 
posed  with  a  view  lo  its  possible  application  to  figuring 
reflectors.  {Monthly  Notices  of  the  Roval  Astronom. 
Soc. y  t.  XXXIV^,  p.  265-267). 

*^~*-  £llis  (J.-C.'IV.).  —  On  some  models  of  Peaucellier's  and 
other  parallel  motion.  (Proceed.  of  the  Cambridge  Phi- 
losopha Soc. y  t.  II,  p.  334-338). 

*^^-  * Hayden  {W.).  —  On  approximate  parallel  motion.  [/?e- 
port  of  the  44  Meeting  of  the  Brit.  Assoc.  for  the  ad- 
vanc.  of  Science  (Meeting  of  Belfast),  p.  18].  (Voir  le 
n"  64  de  cette  Liste.) 

Perigal  {H.).  —  Link  Trammels.  {Proceed.  of  the  Lond. 
Math.  Soc. y  t.  V,  p.  20,  i44)- 

'^ï.  Peaucellier's  perfect  parallel  motion.   (Iron^  t.  III,  p.  259. 
—  American  Artisan,  3*  séries,  t.  V,  p.  17). 

• 

38.  Wagner.  —  Des  méthodes  de  levers  en  usage  dans  la  bri- 
gade topographique  et  de  Temploi  d'un  nouvel  instru- 
ment (appareil  homolographique  de  MM.  Peaucellier  et 
Wagner)  destiné  à  substituer  aux  opérations  habituelles 
des  procédés  purement  mécaniques.  {Mémorial  de  V Of- 
ficier du  génie,  n"  XXIII). 
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39.  * Mannheim  {A,).  —  Une  conslruction,  due  à  M.  Hart,  d'u 
appareil  plus  simple  que  celui  de  M.  Peaucellier,  pou 
obtenir  le  mouvement  rectiligne  d'un  point  au  moven  d 
liges  articulées.  (Bullet,  de  la  Soc.  math,  de  Franci 
t.  III,  p.  17). 

-40.  *'  Mannheîni  (A.).  —  Construction  de  deux  systèmes  arli 
culés  décrivant  une  conique  au  moyen  de  sept  tige< 
{Ibid.). 

41.  *  Mannheim  (A,),  —  Procédé  pour  décrire  une  anallagms 

tique  du  quatrième  ordre  à  l'aide  d'un  appareil  à  tige 
articulées,  semblable  à  celui  de  M.  Peaucellier,  en  rerc 
plaçant  le  losange  par  un  quadrilatère  à  côtés  inégaur 
mais   à   diagonales   rectangulaires.   (Ibid.).  (Voir  uVou 
Ann,  de  Math.,  2*  série,  t.  XIV,  p.  542-543). 

42.  Mannheim  (A,).  —  Deux  lettres  à  M.  Sylvester.  (Procee'^ 

0/  the  London  Math.  Soc.,  t.  VI,  p.  35-36). 

43.  Saint'Loup.  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  deg 

à  l'aide    d'un    système    articulé.    (Comptes    rendus 
FAcad.y   t.  LXXIX,   p.   i323-i324). 

44.  Lemoine  {E.).  —  Le  losange  articulé  du  colonel  Peauc= 

lier.  [Compte  rendu  de  la  3'  session  de  VAssoc.  fram 
pour  Vavanc.  des  Sciences  {Congrès  de  Lille),  p.  1  = 
125.  —  Voir  aussi  Bei'ue  industr.,  numéro  du  1 1  :a 
vembre  1874^  et  Annales  industr.^  n°  du  21  juin  187^ 

45.  Briill  (A.).  —  Losange  articulé  destiné  à  remplacer  le  j: 

rallélogramme  de  Walt.  (Ann.  industr.y  numéro  c 
21  juin  1874). 

1875. 

46.  SyWester  {J.-J.).  —  On  the  expression  of  tlie  curves  gener- 

ated  bv  anv  ffiven  svstem  wlialever  of  linkwork  undei 
the  form  of  an  irréductible  déterminant.  (Proceed.  oj 
the  London  Math.  Soc.^  t.  VI,  p.  78,  196-197). 

47.  Srlvester  (J.-J.)  —  An  orthogonal  web.  (Ibid.,  p.  loi ,  197) 

48.  Srlvester  (J.-J.)  —  The  mode  of  construction  of  a  ne? 
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soTt  ofladv's  (an-^^IOif/,,  p   78V  196.  —  loir  -dusai  Matfi. 
(^est.  framdlm  Educ,  Times-,,  t.  XXXllI,  quest.  535-^ 

-VI-  SvU'ester  {J.^JJy  —  On  ihe  représentation  of  any  iiniciirsal 
curve  and  ks  nodes  in  lerms  of  the  paramelric  cû€if(j- 
•ciertls  and  on  Robcri's  cases  of  iinicursal  ihrec-bar  mocion.. 
{P^oceecL  K)f  ihe  I^ndottt  Math,  Soc^  l.  YI,  p.  37). 

50.   * Sriv ester  (J^-J.)   —  Ob  James  AVatt's  paralleL  motion» 

•51.  SvU'ester  (J.-J.).  —  Qaestion  io91,  solution  by  E,-B.  El- 
lidft.  {Matli,  Quesl^  froni  tJie  Educ.  Times,,  t.  XXUL 
p.43> 

32.  Srhester  (J.-J.).  —  Question  i637,  soFulion  by  E.-fL  El- 
lioî  «od  olhers.  (Ibid.y  p.  59-60). 

•ol}.  Sylvestcr  (J.-J,),  —  Question  i-GGO,  solution  by  S. -A. 
Renshmv  and  olhcrs^  (ll/id.,  p.  71-73). 

oi.  Cayley  {A,).  —  On  the  question  of  the  mechanical  descrfp- 
lion  of  a  Carlesian.  {Proceed^  of  the  London  Math, 
Soc.,  t.  Vf,  p.  83). 

^-  *  Cayley  (A.).  —  On  some  fîgares  of  curves  in  three-bar 
motion.  {Ibid.,  p.  i3()). 

^'  Ifart  (If.)'  —  On  the  mechanical  description  of  a  sphero- 
conic.  {Ibid.,  p.  1 36- 137). 

^ '  Uart  (//.).  —   A  parallel  motion.  (Ibid.,  p.  137-139). 

'•^.  Danvin  {G. -IL).  —  A  mechanical  method  of  makin*^  a 
force  which  varies  inversely  as  the  square  of  the  dis- 
tance froni  a  fîxed  ])oinl.  [Ibid.,  p.  ii3-ii4.  —  \oir 
aussi  Messeng.  of  Math.,  t.  V,  p.  i3). 

o9.  Danvin  {G. -IL).  —  The  mechanical  description  of  equi- 
potential  lines.  (Proceed.  of  the  [jondon  Math.  Soc., 
t.  VI,  p.  1 1 5-1 17). 

™).  lM\'ert}    (U  .-IL).  —    Kvlcnsion   of  IVaiiccllicrs    ihcorern, 
[Ibid..  p.  <S^8:);. 


i52  PREMIÈRE  PARTIE. 

61 .  Roberts  (S.).  —  On  three-bar  motion  in  plane  space.  {Ibid 

t.  VII,  p.  i4-23). 

62.  Kempe  (A.-B.).  —  On  a  gênerai  melhod  of  producing  exa< 

rectilinear  motion  by  linkworks.  (Proceed,  of  the  Royt 
Soc,  of  London^  t.  XXIII,  p.  565-577  ). 


63.  Johnson  {W.-W,),  —  The  Peaucellier  machine  and  olh< 
iinkages.  {The  Analyste  t.  Il,  p.  4 '-45). 

61.  Ilavden  (  ï^  .).  —  Parallel  motion.  (Iron,  t.  V,  p.  265.  - 
JReç.  industr.^  juin  1875,  p.  226.  —  Polytechnisch 
Centralblatty  Neue  Folge,  Jahrg.  XXIX,  p.  993-996). 

65.  Peaucellier  {A,),  —  Transformation  du  mouvement  circu 

laire  en  mouvement  rectiligne  à  l'aide  d^un  système  c 
cinq  tiges.  {Revue  scientif,^  2*  série,  t.  VIII,  p.  9J 
902). 

66.  Peaucellier  {A.).  —  Note  sur  l'emploi  des  systèmes  art 

culés  à  liaison  complète  en  Géométrie,  en  Mécanique  • 
dans  les  Sciences  appliquées.  {Mémorial  de  F  Officier  à 
génie,  n°  XXV,  p.  869-389). 

67.  Rapport  à  la  suite  duquel  le  prix  de  Mécanique  de  la  fond; 

tion  Montyon ,  pour  l'année  1874»  a  été  décerné  p 
l'Académie  des  Sciences  à  M.  Peaucellier.  (Commi 
saires  :  MM.  Morin,  Rolland,  Phillips,  Tresca,  de  Sain 
Venant,  Resal,  rapporteur).  (Co/w/?/e5  rendusde  VAcaù 
t.  LXXX,  p.  1469-1470.  — Mémor,  de  VOffic.  du  géni 
n"XXV,  p.  366-368). 

68.  Lenioine  {E,),   —  Sur  le  losange  articulé  du  colonel  Pea 

cellier.  {Mémoires  de  la  Soc.  des  ingén.  civils,  diti,  187 

p.  247). 

69.  Lemoine  {E,).   —  Sur  le  système  articulé  à  cinq  tiges  ( 

M.  Hart.  {Revue  industr,,  numéro  du  12  avril  1876). 

70.  Bréguet  {A,^,   —  Nouveaux  systèmes  de  tiges  articulées  c 

MM.  Hart  et  Kempe.  {Revue  industr.^  numéro  d 
21  avril  1875,  p.  i32). 
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Laisant  (C-A.),  — Note  sur  un  compas  Irisecleur.  [Compte 
rendu  de  la  4*  session  de  CAssoc.  franc,  pour  Vavanc. 
des  Sciences  {Congrès  de  Nantes)^  p.  i6i-i63]. 

Brocard  (//.).  —  Noie  sur  un  compas  Irisecteur,  proposé 
par  M.  Laisant.  {Bulletin  de  la  Soc,  math,  de  France^ 
t.  III,  p.  47-48). 

Perrin,  —  Note  sur  la  division  mécanique  de  l'angle.  {Ibid.y 
t.  IV,  p.  85-8;). 

Saint-Loup,  —  Des  systèmes  articulés  simples  et  multiples 
et  de  leurs  applications.  {Mémoires  de  la  Soc,  démul, 
du  Douhs), 

Prudliomme,  —  Sur  le  losange  articulé  de  M.  Peaucellier. 
{Bulle  t.  de  la  Soc,  industr.  de  Mulhouse  y  nouv.  série, 
t.  XLV,  p.  179.  —  Polytechnisches  Centralblattj  Neue 
Folge,  Jahrg.  XXIX,  p.  990-99^^). 

Liguine  [V,^,  —  Sur  les  systèmes  articulés  à  six  tiges. 
[Compte  rendu  de  la  4*  sess,  de  VAssoc,  franc,  pour 
Cavanc,  des  Sciences  {Congrès  de  Nantes) j  p.   ao8- 

Liguine  {V,),  —  Sur  les  systèmes  de  tiges  articulées.  (A'bwi'. 
Ann,  de  Math,,  2"  série,  t.  XIV,  p.  529-56i.  —  Reper- 
torium  der  rein,  und  angew,  Mathematiky  herausg. 
von  L.  Kônigsberger  und  G.  Zeuner,  t.  I,  p.  95-101). 

Hoppe  (/?.).  —  Ueher  das  Problem  der  Geradfiihrung  eînes 
Punktcs.    {Grunert^s  Archiv  fiir  Mat  hem. ,    t.   LVIII, 

p.    2l5). 

August  {F,),  —  Bewcis  des  Peaucellier'schen  Satzes. 
{Ibid,j  p.  216). 

Schedlbauer. — Die  Geradfiihrung  von  Peaucellier.  {Bayer- 
isches  Industrie-  und  Gewerbeblatty  Neue  Folge,  Jahr- 
gangVIf,  p.  90). 

Mayer,  —  Ueber  Sylvester's  Parai lelogramm.  (  Der  Ma- 
schinenbauer^  Jahrg,  10,  p.  87. — Zeitschr,  des  oester, 
Ingen.'Vereins,  Jahrg.  XXVII,  p.  802). 
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1876. 

82.  Cayley  (^1.). —  Three-bar  motion.  {Procced,  of  the  LonA 

Math,  Soc. y  t.  Vil,  p.  1 36-1 66). 

83.  Kcmpe  (A,-B.),  —  On  a  gênerai    mcthod  of   describina 

plane  curves  of  the  w'*'  degree  by  lînkwork.  [Ibid^ 
p.   21 3-2  1 6.  — [Voir  aussi   Messeng,  of  Matli.j  l.   V 

p.  i43-i44)- 

84.  Ilart  {II.)*  —  On  the  mechanical  description  of  the  lîmaçc 

and  the  parallel  motion  deduced  therefrom.  {Messeng 
of  Malli,  t.  V,  p.  35-39). 

85.  Greenhill  (A.-G,).   —   Mechanical  solution  ofacubic  bjiig 

quadrilatéral  linkage.  (Ibid.^  p.  162-163). 

86.  Johnson  (JV.-IV,) —  On  three-bar  motion.  (Ibid,,  p.  3o-5- 

87.  Johnson  []}\-lV,),  — Note  on  the  kile-shaped  quadrilatei^: 

(Ibid.y  p.  159-160). 

88.  Johnson  [ff  .-JV.).  —  Note   on  four-bar   linkages.  (Ibi^^ 

p.  190-192). 

89.  Johnson  [tl\-Jf\),  —  Récent  results  in  the  sludy  of  li:z^ 

âges.  {The  Analystj  t.  III,  p.  42-4^7  7^"74)- 

90.  Jfi'lson  (./.).    —    On    parallel  motions.    {Proceed,    of   /^ 

Royal  Soc.  of  Edinburgh,  t.  IX,  p.  161-170). 

91.  Ilayden  (ïF.).  On  parallel  motion.  [Report  of  the  46  Mee- 

ting of  the  Brit,  Assoc,  for  the  advanc.  of  Science). 

92.  *  Tchebychef  (P.).  —  Nouveau    mécanisme  à  mouvenienl 

parallèle.  [Compte  rendu  de  la  5®  sess,  de  VAssoc.  franc, 
pour  Vavanc,  des  Sciences  {Congrès  de  C  1er  mont-Fer- 
rant).,  p.  i4o]. 

93.  Tchebychef, — Gerad fiihrung.  [Dinglers  Polytech .  Journ., 

t.  CCXX,  p.  21). 

94.  Mansion   {P.).    —   Les  compas  composés  de  Pcaucellicr. 

Ilart  et  Kempe.  {Nouw  Corresp.  math.,  \.  II,  p.  lac^ 
1 3o  ) . 


&i 


MÉLANGES.  135 

95.  Brocard  (//.).    —  Sur   la  division    mécanique  de   Tangle. 
[Bullet,  de  la  Soc.  math,  de  France,  t.  V,  p.  43-4;  )• 


.  De]Roos  (J.'D.'C .). — Over  slangcnstelsels.  [Tijdskrift  van 
het  Koninklijk.  Instituât  van  Ingénieurs,  an.  iSjS-jG, 
p.  194). 

97.  Kirsch.  —  Zur  Théorie  der  Geradfiihrungen.  (Der  Civilin" 

genieur,  neue  Folge,  l.  XXII,  p.  32  1-336). 

98.  Svhester^s  Diflerenlial   Parallelogramm.    [Grothe*s  Allg. 

Polytechn,  Zeitung,  Jahrg.  IV,  p.  5,  i4). 

99.  Fischer,   —  Universal-Cirkelgeradlïihrung  (Sylvester's  Ge- 

radfiihrung).    [Zeiischrift  des  oester,   Ingen.-Vereinsy 
Jahrg.  XXVIH,  p.  196). 

1877. 

100.  * //art  (//.).  —  The  kinematic  paradox.  [/^roceed,  of  the 
Lond,  Math.  Soc.^  t.  VIII,  p.  261.  (\ o\r  Jttesseng,  of 
Math,^  t.  VII,  p.  55,  189-190,  et  The  Nature,  t.  XVI, 

p.  95)]. 

*^i-   *  //art  (//.).  —  A  Melhod  of  solving  by  linkwork/(x)  =  o, 
an  algebraical  e(|ualion  on  ihe  /i'**  dcgree.  [Procecd,  of 
the  Lond,  Math,  Soc,  t.  VIII,  p.  afii .  (Voir  Messeng.  of 
Math,,  t.  VII,  p.  5(S)]. 

i02.  * //art  (//.).  —  Generalizalion  of  cases  of  five-bar  motion 
considered  at  the  April  A?eeling.  [I^roceed,  of  tlie  Lond, 
Math,  Soc,  t.  VIII,  p.  ^>.6i.  (Voir  Messeng.  0/  Math,, 
l.  VII,  p.  56)]. 

*03.  //art  (IL),  —  On  the  (3assinian.  {Messeng,  of  Matli,, 
t.  VI,  p.  172). 

"H.  /larl  (IL),  —  On  ihe  production  of  circular  and  rectili- 
near  motion.  (Ibid,,  t.  VII,  p.  56). 

*w.  //art  (II,),  —  On  somc  cases  of  parallel  motion.  (Proceed. 
of  the  Lond.  Math,  Soc,  l.  VIII,  p.  286-289.  —  Mes- 
son  g,  of  Math.,  t.  VII,  p.  i3). 

106.  Keinpe  iA,'/i.).  —  How   lo  draw  a  straight  line.  \The  Aa- 
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turCj  t.  XVI,  p.  65-67,  86-89.  —  Tirage  à  part  paru  chez; 
Macmillan  and  C°,  LontloQ  {Nature  Séries)], 

107.  Kempe  (A, -H.).  —  Sur  la  production  du  mouvement  recli— 

ligne  exact  au  moyen  de  liges  articulées.  Trad.  de  Tan 
glais   par   V.   Lignine.  (jYouv.  Corresp.  math.y   t.    IIIl 
p.   129-139,  177-186). 

108.  Syhester  (J.-J,).   —   Question  5327,  solution   by    G.-S^ 

Carr,  J,-J,  S  vives  ter.  {Matli.  Quest.  from  tlie  Edur^ 
Times^  t.  XXVIII,  p.  24). 

109.  Delaliaye.   —  Élude   sur  le    losange    articulé   du    colon» 

Peaucellier  et  sur  les  systèmes  articulés  à  liaison  covam 
plète.  [Biillet.  de  la  Soc,  industr.  de  Rouen). 

110.  Zeuthen  {H.-G,).  —  Nogle  Exempler  paa  leddede  Stan^M 

systemer.  (  Tidsskrift  for  Math,,  udgivet  af  Zeuthe^^ 
ser.  4?  t-  I?  P'  161-174)- 

111.  De  Roos  [J,'D,-C.),  —  Eenige  mededeelingen  en  opme^ 

kingen    over    slangenslelsels.    (  Tijdskrift  van  het 
ninklijke  Instituut  van  Ingénieurs,,  an.  1876-77,  p.  2 
—  Rev,  univ,  des Mines^  2"  série,  t.  II,  p.  1). 


112.  Burmester  (L,).   —  Ueber  die   Geradfûhrung  durch 

Kurbelgetriebe.  [Ci\  ilin génie ur,  t.  XXII,  p.  597-60^^ 

113.  Hulsenberg  (A.),  —    Beitrag  zur  Théorie  des    Universa/- 

cirkels  von  Peaucellier,  mit  besonderer  Berûcksichtigung-1 
seiner  Anwendung  als  voUkommene  Geradfiihrung.  (Zeit- 
sclirift    des    Vereins    deutscher    Ingenieure,    t.    XXI, 
P-  7-«^>>  49-^*^6). 

114-.  Rittershaus  {T,),  —  Zur  Frage  der  Gelenk-Geradftihrung. 
(Ibid,,  p.  2 18-2 26). 

Ho.  M,'Af,   —  Priori tiit  in  Geradfiihrungen.  {Dinglers  Polyt, 
Journal,  t.  CCXXVI,  p.  209-210). 

H 6.  ^Imnm  (B,), — O  c.ioHCBbix'b  i^wpKy.^flx'b  h  hxt»  npHMtneHin  kt» 
MCxaHHqecKOMy  ptuiCHiio  ypaBHeHÎfi.  3anHCKH  MaTCMaT. 
OT4l».ieHifl  HoBop.  OfimrcTea  EoTecTBoncnwTaTC^eii,  t.  III. 
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[Liguine  (I  .).  —  Sur  les  compas  composés  et  leurs  ap- 
plications à  la  résolution  des  équations.  (Mém.de  laSoc, 
fies  \aturaUsles  d^ Odessa,  section  des  Sciences  matli.j 
t.  III)]. 

\  7.  ^'lmnHh  (B.).  —  daM^TKa  o  cnoco&fe  KcMne  a^r  MexaHiiqecKaro 
p-feuieHÎii  ypaBHoniii.  3aniiCKH  iloBopoc.  yHHBepcHTeTa, 
T.  XXII,  cTp.  i/\g-i56.  [Lignine  (f  .)  —  Note  sur  la 
méthode  de  M.  Kempe  pour  résoudre  mécaniquement  les 
équations.  {Méni,  de  U  Université  d^  Odessa  y  t.  XXII, 
p.   i49-i56)]. 

1878. 

118.  *  Kempe  [A.-B.). — On  a  property  of  the  four- pièce  linkage 
and  on  curious  locus  in  linkages.  (  Proceed,  of  the  Lond, 
Math,  Soc, y  t.  IX,  p.  no). 

il9.  Kempe  {A, -B.), — Onconjugate  four-piece  linkages. (/6irf., 
p.  i33-i47). 

lîO.  Clifford  {W.'K,)»  —  On  the  triple  génération  of  three-bar 
curves.  (^Ibid,,  p.  a^-i^S). 

*21.  * Perigal  (//.).  —  On  a  kinematic  paradox.  (the  Rotame- 
ter.  {Ibid,y  t.  X,  p.  a8). 

*22.  Kennedy  {A,)»  —  Notes  on  the  géométrie  solution  of  some 
statical  problems  connected  with  mechanisms  (linkworks). 
{Ibid.  t.  IX,  p.  2'2i-2'i5.  —  Voir  aussi  Messeng.  of 
Matli,^  t.  VIII,  p.  27). 

1«3.  Tchebychef  {P ,),  —  Sur  les  parallélogrammes  les  plus  sim- 
ples symétriques  autour  d'un  axe.  [Compte  rendu  de  la 
'j'  sess,  de  V A ssoc,  franc,  pour  Vavanc.  des  Sciences 
(  Congrès  de  Paris  ) ,  p .  i  Sg  - 1 6 v3  )] . 

'•'*•  ^eObiuieerh  (/?).  —  O  napa-i.Ae^orpaMMax'b,  cocTOiiiHMX'b  H3"b 

TpeX'b   3aeM(ÏHTOBT>    U    CMMMeTpHMCCKHX'b    OKO^O   OAHOII    OCH. 

3anHCKH  Ak.  nayRi»,  t.  XXXIV,  npiMOineuie  3.  [Tche- 
bychef  (/^.).  —  Sur  les  parallélogrammes  composés  de 
trois  éléments  et  symétriques  autour  d'un  axe.  {Além.  de 
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VAcad.  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  yX,.  XXXP 
suppl.  3)]. 

12o.  HeSbnueB^  (U).  —  O  npocxtriiuiix-b  eoq.^CHeuiAX'b.  Maxej 
CôopHiiKi),  u3AaB.  MocKOBCK.  MaTCM.  OGmecTB.,  T.  D 
CTp.  34o-35i.  [Tchebvchef  (P-)-  —  Sur  les  sjslèm* 
articulés  les  plus  simples.  (Bull,  de  la  Soc.  math,  c 
Moscoii)\, 

126.  Léauté  (//.).  —  Sur  les  systèmes  articulés.  (Comptes  rei 

dus  de  VAcad.  des  Sciences  y  t.  LXXXVII,  p.  i5i-i54 

127.  Thiehaut  (G.).  —  Note  sur  le  système  articulé  de  M.  Peai 

cellier.  {Nou{\  Ann.  de  Matli,^  •>/  série,  t.  XVII,  p.  23 
•>-6i). 

128.  Lawrence  (E.-J.).  —  Conic  constructions.  (Math.  Que& 

front  the Educ,  Tintes^  t.  XXIX,  p.  yi), 

129.  Moncourt.  —   Question  0696,  solution  by  J.-J.  JValke 

(Ibid.y  t.  XXX,  p.  9.8-sè9). 

130.  De  JRoos  {J,-D.'C.).  —  Jets  over  de  gekoppeldc  krukb 

weging.  (Nieuw  Archief  voor  iviskunde^  t.  IV,  p.  13 

i5o). 

131.  A/aiss  (J-)'   —   Aehnlichkeiten  einiger  g-ebriiuchlicher  G 

radfiihrungen  auf  kinemalischer  Grundlage.  (Zeitsch 
des  Ver.  deutsch,  Ingen.^  l.  XXII,  p.  334-336). 

132.  JKyKOBCKÎn  {H.),  —  OnHcanie  npnôopa  KcMne  x\r  p-femcH 

YpaDHCHill    BblCUIHX'b  CTCnCHCH.  TpyAM  IloaHToxHHqecKai 

OGmecTBa  npii  Mockobckomt»  TexHMqecKOM'b  yquani^l 
BbiHycRi  I.  [Jouko/sky  (JV.),  —  Description  d'un  app 
reil  de  M.  Kcnipe  pour  résoudre  les  équations  de  degr 
supérieurs.  {Trav,  de  la  Soc,  polytechn.  de  Mosco 
livrais,  i)]. 

1879. 

133.  Darboux   (G,).    —   De  l'eniploi   des  fonctions   elliptiqu 

dans  la  théorie  du  quadrilatère  plan.  (Bullet.  des  Scien 
math,  et  astroni^  '>/  série,  t.  III,  p.  log-'^^oS.  —  Compt 
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rendus  de  l'Âcad.  des  Sciences,  l.  LXXXVIII,  p.  1 183- 

134.  Dorhoux  (C).  —  Sur  un  nouvel  appareil  à  ligne  droile  de 

M.  Hart.  [Bull,  des  Sciences  math,  et  astronom,,  2'  sé- 
rie, t.  111,  p.  1 41 -»•>»). 

135.  Darboux  (G.).    —    Recherches   sur   un   système   articulé. 

(lOid.y  p.  i5i-i9'.>.). 

1S($.  Darboux  (G.)  —  Présentation  d'appareils  pour  le  Iracé  des 
lignes  droites  et  des  ovales  de  Cassini.  [Compte  rendu 
de  la  S^sess.  de  VAssoc,  franc,  pour  Cavanc.  des  Scienc, 
{Confères  de  Montpellier),  p.  i'vi8)]. 

'•^"7.  Darboux  (G.).  —  Appareils  divers  de  Peaucellier,  Hart  et 
Kempe.  {Ibid.y  p.  3^6-3-7). 

138.  Marcks  (  IV. -D.).  —  Peaucellier's  compound  Compass  and 
other  linkages.  {Journ.  of  the  Franklin  Instit.y  t.  CVII, 
n"  6). 

'•w.   HeSbiLuen  {H). —  O  napaxie^orpaMMaxi»,   cocTOfliniix'b  MS'b 

TpCXT»    KaKIIXT>-^ll6o     3^eMeHTOBT>.     3anHCKH    ÂKaA.    HajK'b, 

T.  XXXVl,  npiuo'/K.  3.  [  Tchebvclief  (P.).  —  Sur  les 
parallélogrammes  composés  de  trois  éléments  quelcon- 
ques. (Mém.  de  VAcad.  des  Sciences  de  Saint-Pétersb.^ 
t.  XXXVI,  suppl.3)]. 

\  W.  Kempe  (A-B.).  —  A  property  of  a  linkage.  [Proceed.  of 
theijond.  Math.  Soc,  t.  XI,  p.  4^). 

Ul.  De  Boos  (J.-D.'C).  —  Linkages  :  the  différent  forms  and 
uses  of  articulated  links.  New-York,  Van-Nostrand. 

H2.  Ramisch  {A.).  —  Die  allgemeine  Construction  von  Gerad- 
fûhrungen  (Verhandlungen  des  Vereins  zur  Be/ôrde- 
rang  des  Gaver bjleisses,  Jahrg.  LVIII,  p.  5i  i-5i3). 

1880. 

'*«».  Sylvester  (/.-/.).  —  Question  5357,  solution  by  Curran- 
Sharp.iMath.  Ouest,  from  the  Educ.  Times,  t.XXXlII, 

P-  97  )• 
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14i.   Svlvester  (J.-J.),  —  Question  6339,  solution  by  ^.  Boberts.^ 

\ibid,,  t.  XXXIV,  p.  4M7). 

145.  Genèse  \[R,-W.).  —  Question ,  solution  by  G,  Hebbe'  -^ 

and  others.  (Ibid.^  p.  109,). 

146.  Saint-Germain  (A,   de),    —  Sur    le   parallélogramme 

Watt.  (Journ.  des  Math,  pures  et  appliquées^  3*  séri( 
t.  VI,  p.  ig-'^ô). 

1881. 

147.  Gagarine  (Prince  yl.).  —  Systèmes  articulés  assurant 

mouvement  rectiligne  ou  la  courbure  circulaire.  (Compi 
rendus  de  VAcad,  des  Sciences^  t.  XCIII,  p.  711). 

148.  raeapnm  (Kh.  ^,).  —  O  H'feKOTopMx'b  co<i.«eHeHiHX'b. 

IleTepGyprb.    [Gagarine  (Prince  A.)],  —  Sur  quelq^uei 
systèmes  articulés.  Saint-Pétersbourg]. 

149.  D'Ocagne  {M.).  —  Note  sur  le  système  articulé  du  colosiel 

Peaucellier.  {Nouw   Ann.   de  Math,^    1^  série,   t.  XLX, 
p.  456-459]. 

1882. 

150.  razapnm  (Kh.  A,^,  —  KpyroBaii  .«nneifRa  h  npiiMO.AHHetfiK'e 

ABHHCcnie  npHMOii.  )KypHa.*'b  pyccK.  cJ)M3HKO-xHMHqecr:K. 
OGmecTBa,  t.  XIV.  cxp.  Sa-S^.  [Gagarine  (Prince -<4  ^  }. 
—  La  règle  circulaire  et  le  mouvement  rectiligne  d'uM^»e 
droite.  {Journ.  de  la  Soc.  de  Physique  et  de  Chimie 
Saint-Pétersbourg  y  t.  XIV,  p.  52-57)]. 

151.  Liguine  (F.).  —  Sur  les  systèmes  articulés  de  MM.  Pea' 

cellier,  Hart  et  Kempe.  {Nouv.  Ann.  de  Math.^  3*séri- 
t.  I,  p.  i53-i63). 
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GRUEY.  —  Le  stréproscope  universel.  —  32  p.  in-8*;  Paris.  i88a. 

On  sait  que  M.  Gruey  s'est  particulièrement  occupé  des  instru- 
Tientsgyroscopiques  :  il  a  adressé,  sur  ce  sujet,  de  nombreuses  et 
intéressantes  Notes  à  l'Académie  des  Sciences,  et  il  a  réuni  les 
résultats  de  ses  recherches  dans  sa   Théorie  mathématique  du 
gy^r'oscope.  Il  a  récemment  fait  construire  un  petit  nombre   de 
pièces  qui,  combinées  convenablement,  permettent  de  réaliser  di- 
vers instruments  gyroscopiques;  les  pièces,  numérotées  de  o  à  ao, 
sont  contenues  dans  une  boite  très  portative  :  elles  ont  été  con- 
struites par  M.  Collin  (*).  Dans  la  brochure  descriptive  qui  accom- 
pagne cette  boîte,  M.  Gruey  explique  comment  on  peut,  et  cela 
1res  facilement,  monter  les  appareils  suivants  :  toupie  de  Foucault, 
balance  deFessel  etPlùcker,  ))endule  polygonal  de  M, Gruey,  tour- 
niquet alternatif  à  poids  de  M.  Gruey,  tourniquet  alternatif  à  ten- 
sion de  M.  Gruey,  pendule  de  M.  Sire^  pendule  conique  altemalif 
de  M.  Gruey,  appareil  de  Bohnenberger,  polytrope  de  M.  Sire, 
culbuteur  de  Hardy,   culbuteur  continu  de  M.   Gruey^  pendule 
culbuteur  de  M.  Gruey,    appareil  à  rotations   périmétriques  de 
M.  Sire. 


SCHMIDT  (A.)-  —  ZuR    Théorie    der   Cremona'sgben   Transformatidnen, 

INSBESONDBRB   DBRJENIGEN   4-  OrD.NL'NG.   InAL'GURAL-DiSSERTATION.  —  In-8°, 

48  p.;  1882. 

Les  recherches    de    M.   Schmidt    concernent    principalement 

ia  détermination    d'une    transformation    de  Cremona  :   fauteur 

^onne  d'abord     (p.    3-i^)    quelques    propositions    relatives     au 

'îombre  d'équations  que  peuvent  fournir,   pour  une  telle  détermi- 

^^liotï^    les    données    les    plus    simples    (points    fondamentaux, 


f    '«^,  rue  Montmartre,  à  Paris. 

^uU,  des  Sciences  niathcm,,  a*  série,  t.  VII.  (Juin  i883.)  ly 
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couples  de  points  correspondants,  elc . . .  ),  ainsi  qu'à  la  dépenda 
que  ces  données  peuvent  avoir  entre  elles.  Le  reste  de  son  Ira 
(p.  i8-48)  est  consacré  aux.  transformations  du  quatrième  or 
pour  lesquelles  il  existe  dans  chacun   des  deux  plans  six  poi 
i'ondamentaux,  dont  trois  sont  doubles  et  trois  sont  simples; 
transformations  se  présentent,  comme  on   sait,    de  la  façon 
plus   simple   en   combinant  deux  transformations    quadratiqu 
M.  Schmidt  établit  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  p* 
que  deux  groupes  de  six  points  puissent  être  considérés  com 
constituant  les    points    fondamentaux    d'une    transformation 
quatrième  ordre  de  la  classe  considérée  ;  ces  conditions  sont  d< 
nées  sous  forme  de  relations  entre  les  rapports  anharmoniques 
faisceaux  de  droites  obtenus  en  joignant  un  des  points  à  qua 
autres  ;  quatre  de  ces  relations  sont  indépendantes  entre  elles, 
autres  en  résultent;  en  les  supposant  vérifiées,  les  équations 
la  transformation  se  présentent  sous  forme  d'équations  entre 
rapports  anharmoniques  analogues   aux  précédents,  mais  o\m 
gurent  quatre  points  fondamentaux  et  un  point  variable  ;  la  tra 
formation  est  ainsi  déterminée  d'une  façon  univoque  par  dix  poi 
fondamentaux  indépendants;  par  exemple,  partons  les  points  I 
damentaux  d'un  plan  et  quatre  points  fondamentaux  quelconc| 
de  Tautre,  par  cinq  couples  de  points  fondamentaux  corresp 
dants,  par  tous  les  points  fondamentaux  sauf  un  point  fondamei 
simple  dans  chaque  plan.  La  transformation  peut  aussi  être 
terminée  d'une  façon  univoque  par  neuf  points  fondamentaux 
dépendants  et  deux  y^oints  fondamentaux  dépendants. 

Enfin  M.  Schmidt  discute,  au  point  de  vue  de  la  réalité 
nature  des  points  fondamentaux  dans  le  cas  où  la  transformat 
biquadratique  est  telle  que,  à  chaque  point  réel  de  l'un  des  pi 
corresponde  un  point  réel  de  l'autre,  et  traite  de  la  transformai 
du  troisième  ordre  regardée  comme  une  transformation  biquac 
tique  dégénérée. 


COiMPTKS  KKNDUS  lîT  ANALYSKS.  iG; 


HOlDER   (O.).  —  Beitraege  zur  Potentialtiieorie.  —  In-S**,  71   p. 

Slutt«,'art;  1882. 

L'auteur  de  cette  dissertation  inaugurale  reprend  les  éléments 
de  la  théorie  du  potentiel  en  se  plaçant  au  point  de  vue  que  les 
recherches  récentes  sur  les  principes  de  la  théorie  des  fonctions 
permettent  aujourdMiui  d'atteindre.  On  reconnaît  de  suite  que 
M.  Otto  Holder  est  familier  avec  l'emploi  des  méthodes  rigou- 
reuses, et,  à  coup  sûr,  la  théorie  du  potentiel,  ou  se  présentent 
d'une  façon  nécessaire  des  exemples  si  remarquables  de  singular- 
rites,  paraît  exiger  Tusage  de  telles  méthodes.  Au  surplus,  nOu« 
aurons  à  signaler,  dans  son  travail,  un  résuilat  important  relatif 
aux  dérivées  secondes  du  potentiel. 

L'auteur  considère   d'abord  le   cas  d'une  masse  occupant  un 

volume;  il  rappelle  la  démonstration  habituelle  de  lu  continuité  du 

potentiel,  et  propose  une  démonstration  nouvelle  de  l'existence  et 

cle  la  continuité  des  dérivées  premières.  11  me  semble  que  les  dé-. 

ncionstrations  relatives  à  ces  premiers  principes  deviendraient  plus 

■laturelles  en  calculant  préalablement,  ce  qui  est  facile,  des  limites 

supérieures  de  la  valeur  absolue  du  potentiel  et  de  ses  dérivées, 

le  point  attiré  étant  supposé  en  dehors  de  la  masse  attirante.  Soit, 

p«r  exemple,  V  le  potentiel  d'une  masse  occupant  une  portion 

finie  d'espace  E  pour  un  point  A  de  coordonnées  x^v,  -5,  extérieur 

a  E;  on  trouve  de  suite  que,  en  désignant  par  K  la  limite  supé- 

■"^eure  des  valeurs  absolues  de  la  densité  K,  par  D  la  limite  supé- 

*^eure  de  la  distance  de  deux  points  de  E,  par  R  et  R'  les  limites 

^•ipérîeure  et  inférieure  de  la  distance  du  point  A  à  un  point  de  E, 

^5  valeurs  absolues  de  V,  t->  -r-^y  s—j"'  *  ••  sont  respectivement 


^^tén 


neures  a 


47cKRD,     4î:KD,     BrRIog-^,      i27rKlog~ 

D'ailleurs,  dès  que  l'on  a  établi  la  signification  de  V  et  l'existence 

^e  —  pour  un  point  A  intérieur  à  E  ou  situé  sur  la  surface  limite, 

^Tï  reconnaît  immédiatement  que  les  premières  inégalités,  où  R'  ne 
figurait  pas,  subsistent,  quelle  que  soit  la  position  du  point  A. 


\ 
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L^emplol  s^'stéinatique  de  ces  inégalités  et  de  la  formule 

rend  ensuite  les  démonstrations  aisées  et  naturelles.  S'il  s'ag^ 
par  exemple  de  la  continuité,  en  considérant  deux  points  A,  A 
en  les  entourant  par  une  petite  sphère  et  en  décomposant,  comnr 
on  fait  d'habitude,  la  masse  attirante  en  deux  parties,  on  trou^ 
de  suite  que  la  valeur  absolue  de  la  différence  V(A')  —  V(A)  d» 
valeurs  du  potentiel   en   deux   points  A  et   A'   est  inférieure 

4itKAA(D  -H  4AA'),et  la  continuité  dç  la  fonction  V  en<îhaq~ 
point  de  l'espace  est  ainsi  établie,  comme  aussi  la  possibilité 
décomposer  tout  l'espace  en  portioifs  de  dimensions  assez  petis 
pour  que,  dans  chacune  d'elles,  la  variation  de  V  soit,  en  valfs 
absolue,   inférieure    à  un  nombre   positif  quelconque    donn^ 
l'avance.  Sans  doute  cette  possibilité  se  déduit  de  la  continuité 
potentiel  en  tout  point  de  l'espace,   en  vertu  d'une  pi*op6siti 
générale  de  la  théorie  des  fonctions  ;  mai^  il  est  inutile  d'invoqu 
ici   cette   proposition.  L'existence  et  la  continuité  des  dériva 
premières  s'établissent  de  la  même  façon  ^  elles  résultent  essents 
lement,  quand  on  part  des  inégalités  précédentes,  de  ce  que  1'^ 

pression  Alog-r  tend  vers  zéro  avec  A. 

J'arrive  maintenant  aux  dérivées  d'ordre  supérieur  relatives  ^ 
points  intérieurs  à  la  masse  attirante;  on  sait  que  Gauss,.  d^ins 
Mémoire  intitulé  Allgemeine  l^hrsàtze  {  IVerke,  t.  V),  a  et» 
d'un  seul  coup  leur  existence  et  leur  continuité  en  mettant  la  ci 

rivée  -r-  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  potentiels  relatifs  I* 

à  une  masse  distribuée  sur  la  surface  limite  de  l'espace  E,  Tau! 
à  une  masse  distribuée  dans  l'espace  E;  dans  ce  second  poteni 
figurent  les  dérivées  premières  de  la  fonction  K  qui  mesure  * 
chaque  point  là  densité  de  la  masse  donnée,  dérivées  dont,  à 
vérité,  l'existence  n'est  nullement  impliquée  par  l'existence  d 
dérivées  premières  du  potentiel  ;  quoi  qu'il  en  soit,  l'existence  d 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  K  étant  $n 
posée,  l'existence  et  la  continuité,  pour  les  points  situés  à  l'inl-* 
rieur  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  du  potentiel  de  B 
résultent  immédiatement  de  la  formule  de  Gauss;  la  formulée 
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Poisson  eu  est  aussi  une  conséquence  aisée;    maintenant  cette 
question  se  pose  naturellement  :  l'existence  dés  dérivées— j> 


•  •  • 


niplique-t-elle  Texistence  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
le  la  densité? 

]M.  Hi'ilder  fournit  à  cette  question  une  réponse  intéressante  :  il 
noiitre  en  effet  que,  si  l'on  peut  trouver  deux  nombres  positifs 
V  et  [X  tels  que  la  différence  des  valeurs  de  la  densité  en  deux 
joints  de  la  masse  attirante  dont  la  distance  est  égale  à  r  soit,  en 

valeur  absolue,  inférieure  à  ArV-,  les  dérivées  -r-r->  -—r'  -r-r  existent 

Ox^     Or*     oz* 

et  sont  continues,  et  l'équation  de  Poisson  subsiste.  Je  modifie  un 
peu,  dans  ce  qui  suil^  la  forme  de  la  démonstration  de  M.  Ilolder, 
afin  de  rester  dans  le  même  cercle  d'idées  et  d'abréger  les  expli- 
cations qu'il  me  reste  à  donner. 

Soient  A,  A'  deux  points  situés  à  l'intérieur  de  E,  sur  une  même 

parallèle  à  l'axe  des  x;  décrivons  du  point  A  comme  centre,  avec 

iAA.'pour  ravon,  une  splirre,  que  nous, supposerons  entièrement 

contenue  dans  E,  et  soit  e  la  portion   d'espace  intérieure  à  cette 

sphère;  soient  ©,  W  et  '|  les  dérivées  partielles  par  rapport  k  jt  du 

potentiel  V  de  la  masse  donnée  et  des  potentiels  partiels  U  Ot  //, 

relatifs  aux  masses  contenues  dans  les  espaces  E  —  e  et  p;  on  aura 

identiquement 

p(A^)  — <p(A)  _  W(A')'-^'(A)       4;(AM-4/f  A) 
AA'  ~  AA'  "^  AA' 

L.e  premier  terme  du  second  membre  est  égal  à  la  valeur  de 

^  pour  un  point  A|  de  AA'  compris  entre  A  et  A';  or,  il  résulte 

lacilement  de  l'hypothèse  faite  par  l'auteur  :  i"  que  la  valeur  de 

^  au  point  A  tend  vers  une  limite  quand  le  rayon  de  la  sphère  e 

Icnd  vers  zéro  ;  p."  que  la  différence  entre  les  valeurs  de  -^-^  aux 
points  A  et  A|  tend  vers  zéro  quand  A'  tend  vers  A.  Il  suffit  pour 
*^i convaincre  d'évaluer  une  limite  supérieure  de  -r-j* 

x*^ant  au  second  terme  ^r, — ^^ — >  les  inégalités  signalées 

V^^  haut  fournissent  immédiatement  une  limite  supérieure  de  la 
^^1*  absolue  de  sa  différence  avec  un  terme  tout  semblable  ob- 
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tenu  en  supposant  que  la  densité  dans  tout  l^espace  e  soit  égale 
la  valeur  A'o  de  la  densité  au  point  A;  cette  diflerence  tend  vei 
zéro  avec  AA'  et  Ton  voit  ainsi,   en  se  reportant  à  l'expressio 
du  potentiel  d'une  sphère  homogène,  que  le  terme  considéré 
pour  limite — .\'!^ko-  En  résumé,  on  aura 

olT^  ^  ''"'  ^  -  T  ^"- 

L'équation  de  Poisson  est  une  conséquence  immédiate  de  ce« 
Ibrmulc,  car  les  trois  premiers  termes  qui  figurent  dans  les  expr« 

sjons  des  trois  dérivées  -^-r»  -—ry  -r-r  ont  une  somme  nulle. 

ox^     ôy^     dz* 

M.  Holder  s'occupe  ensuite  du  potentiel  d'une  masse  distribizi 
sur  une  surface  :  il  traite  avec  détail  de  la  notion  d'aire  et  ci 
}  roposilions  fondamentales  relatives  à  la  variation  du  potentiel 
de  ses  dérivées  premières  quand  le  point  attiré  s'approche  de 
surface.  11  convient  de  signaler  particulièrement  ses  recherches  s 
la  façon  dont  se  comportent  les  dérivées  premières  du  potentic 
quand  le  point  attiré  s'approche  de  la  courbe  qui  limite  la  portîo 
de  surface  considéi*ée. 

Enfin  la  dernière  partie  de  son  travail  concerne  le  potentit 
«l'une  masse  sur  elle-même;  on  trouvera  là  divers  développemeni 
théoriques  intéressants;   je  me  contenterai  de  faire  ressortir 
|)oint  suivant  :  l'existence  de  l'intégrale 


/ 


\kfh. 


étendue  à  tous  les  éléments  ds,  d'une  portion  d'espace  E,  impliqi 
seulement  que  la  fonction  A,  qui  mesure  la  densité,  soit  apte  àl'i 
tégration.  Or,  la  formule  si  importante 

OÙ  le  second  membre  est  la  limite  de  l'intégrale  qui  y  figure  exp 
citcment,  étendue  à  tous  les  éléments  d'un  volume  dont  la  surfa 
limite  s'éloigne  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  se  déduit  d'orc 
iiaire  du  théorème  de  Green,  en  tenant  compte- de  Féquation  < 
Poisson;  cette  dernière  équation  suppose  la  continuité  et  mén 
un  certain  mode  de  continuité  de  la  fonction  /-^  M.  HoIdcr  moni 
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que  la  relaliou  (i)  n'Implique  pas  ces  dernières  restrictions,  qu'elle 
subsiste  en  supposant  seulement  la  fonction  k  (inie  et  apte  à  l'in- 
tégration. Le  procédé  de  démonstration  consiste  à  établir  la  for- 
mule (i)  pour  une  masse  composée  d'un  assemblage  de  petits  cubes 
homogènes^  mais  de  densités  dinerentes,et  à  en  déduire  la  formule 
générale,  en  supposant  que  la  densité  pour  chaque  cube  soit  é^ale 
•à  la  valeur  de  /*  en  un  point  de  ce  cube.  J.  T. 


ANTONIO  FAVARO.  —  Gauleo  Galilki  e  \jo  studio  di  Padova.  Firenze, 
Successori  Le  Monnier,  i883.  2  vol.  in-8,  xvi-469,  xii-52o. 

HARTMANN   GRISAR,  S.  J.  —   Galileistudien.    IIistoriscii-theologisciir 

U.TTKIISIICHINGEN    UEBER    DIE    UrTHEILK    DKR    ROEMISCHEN    CoNGREGATIONEN 

iM  Galileiprogess.  Regensburg,  New-York  u.  Cincinnati.  Friedrich  Pastet, 
ïWa.  8.  xi-374. 

L'Ouvrage  de  M.  Favaro  est  uu  ensemble  de  recherches  pa- 
lientes  et  laborieuses,  inspirées  par  Tamour  de  la  vérité  et  expo- 
sées sans  parti  pris.  L'auteur  nous  dit  qu'une  biographie  de  Ga- 
l"ée  ainsi  qu'une  édition  de  ses  œuvres  lui  paraissent,  pour 
longtemps  encore,  irréalisables;  toujours  est-il  que  la  première  de 
CCS  lâches  se  trouve  puissamment  avancée  par  son  travail.  Le  futur 
biographe  de  Galilée  ne  profitera  pas  seul  de  ce  Livre,  qui  est  aussi 
<i  Une  grande  valeur  pour  l'historien  de  l'Université  de  Padoue. 
-U.  Favaro  s'est  surtout  efforcé  de  nous  peindre  le  grand  mathé- 
'^alicien  dans  son  milieu,  et  le  tableau  de  cette  petite  ville  uni- 
versitaire au  XVII*  siècle  n'est  pas  la  partie  la  moins  intéressante 
^e  cette  monographie. 

Les  sources,  pour  les  premières  années  de  la  vie  de  Galilée, 
sont  peu  nombreuses;  le  plus  souvent,  nous  sommes  forcés  de  re- 
courir aux  récits  de  Gherardini  et  de  Viviani.  L'auteur  examine 
*curs  mérites  respectifs,  qu'il  trouve  à  peu  près  égaux.  Leurs  ré- 
^*ls  ne  méritent  pas  une  confiance  absolue,  même  dans  les  choses 
^1^  lis  disent  avoir  recueillies  de  la  bouche  même  du  maître;  plu- 
***curs  fois  nous  sommes  en  état  de  prouver,  par  des  documents, 
^^s  inexactitudes  sérieuses. 

Galileo    Galilei    est    ne  le   18  février    i564  ,    à    PisCr  Sa    pre- 
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mière  éducation  scientifique  semble  avoir  été  dirigée  par  su 
père  ;  tout  en  s^occupanl  du  commerce  des  tissus,  Vincenzo  Gai 
lei  avait  eu  le  temps  de  devenir  un  musicien  distingué  et  d^acqué 
rir  des  connaissances  sérieuses  dans  presque  toutes  les  sciences.  I 
fut  aidé,  plus  tard,  par  un  maître  du  nom  de  Jacopo  Borghini  e 
par  quelque  moine  de  Santa-Maria  de  Vallombrosa.  D'un  docu 
ment  trouvé  dans  ce  couvent,  il  résulterait  que  Galilée  aurait noi 
seulement  demeuré  quelque  temps  dans  cette  maison,  mais  qu^i 
aurait  même  été  compté  parmi  ses  novices.  Cette  circonstances 
que  nulle  autre  mention  ne  vient  confirmer,  M.  Favaro  ne  Tac 
cepte  qu'avec  la  plus  grande  réserve. 

Le  5  septembre  i58i,  Galilée  est  inscrit  sur  le  registre  de  l'Un 
versité  de  Pise,  où  il  commence  par  étudier  la  Médecine.  Ces 
alors  que  sa  vocation  se  déclare  :  il  découvre  l'isochronisme  de 
oscillations  pendulaires.  Son  esprit  pratique  lui  fait  songer toutJ 
suite  à  une  application   de    cejtte  découverte  à  la  Médecine; 
construit  une  petite  machine  qui  permet  de  mesurer  la  vitesse  J 
battement  du  pouls,  et  qui,  d'après  M.  Favaro,  a  été  en  usag 
assez  longtemps.  Ainsi,  dans  ce  temps,  Galilée  était  encore  tout 
la  Médecine.  Quant  aux  Mathématiques,  il  paraît  qu^il  n'en  ajv 
même  suivi  les  cours;  tous  ses  biographes  sont  unanimes  à  dm 
qu'il  était  absolument  ignorant  dans  ces  sciences  jusqu'à  sa  dL 
neuvième  année.  Mais,  dès  qu'il  fut  initié  par  Ostilia  Ricci, 
jeune  homme  se  jeta  avec  ardeur  dans  ce  nouveau  champ  d^ 
ludes,  si  conforme  à  ses  aptitudes.  Plusieurs  circonstances  dcp 
font  supposer  que  s'est  surtout  Archimède  qui  fixait  Tattenti^ 
du  jeune  philosophe. 

Les  moyens  modiques  dont  disposait  la  famille,  devenue  as^ 
nombreuse,  firent  désirer  au  jeune  savant  de  mettre  à  profit  f 
connaissances.  Le  plus  naturel  était  de  songer  à  une  chaire  da 
une  des  Universités  dont  l'Italie  fourmillait  à  cette  époque,  l 
eflorts  de  Galilée  se  tournent  d'abord  du  côté  de  Bologne;  poo 
parvenir,  il  brigue  les  suffrages  des  hommes  distingués  et  descc^i 
savants.  Ce  n'est  qu^après  avoir  probablement  échoué  dans 
dessein  qu'il  tourne  ses  regards  vers  l'Université  à  laquelle 
doit  son  instruction,  Pise. 

C'est  dans  cette   première   période  de    la  vie  de  Galilée     < 
vient  se  placer  la  leçon  faite  par  lui  à  Florence,  Sur  la  formé* , 
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'êuation  et  la  grandeur  de  V enfer  de  Dante  AUghiéri,  Celle 
onféreuce  était  occasionnée  par  quelques  attaques  dirigées  contre 
!îs  idées  qu'avait  émises  sur  cette  matière  TAcadémie  de  Flo- 
eiice.  Elle  est  surtout  intéressante  en  ce  qu'elle  nous  montre  le 
»hilosophe  encore  entièrement  attaché  au?i  idées  de  Ptolémée,  dé- 
nouement que  nous  verrons  d'ailleurs  durer  assez  longtemps,  du 
noins  dans  ses  leçons  publiques. 

Aidé  par  les  bons  offices  du  marquis  Guidobaldo  del  Monte  et 
iTx  peu  aussi;  sans  doute,  par  la  protection  de  Giovanni  de  Medici 
fils  naturel  de  Cosmo)  et  du  grand-duc  Ferdinand,  Galilée  est 
lommé,  en  iSSp,  professeur  à  Pise,  avec  la  rémunération  dérisoire 
\^  60  scudi,  soit  36o^^  Celte  circonstance  seule  aurait,  saiis 
loute,  sufti  pour  lui  inspirer  un  médiocre  contentement  de  sa 
position  ;  mais,  de  plus,  il  commit  Timprudence  d'attaquer,  dans 
^s  cours,  Tautorité  d'Aristole  sur  quelques  points  de  la  théorie 
«s  mouvement,  et  cette  attaque,  trop  précipitée,  le  mit  en  guerre 
%r  ce  la  majorité  de  ses  collègues.  Une  brouille  survenue  avec  Gio- 
a^nni  de  Medici,  au  sujet  d'une  machine  hydrostatique,  vint  en-» 
c»re  ajouter  aux  embaiTas  de  la  position.  Galilée  ne  pouvait  plus 
=^oger  à  être  confirmé  dans  sa  place  à  la  fin  du  triennium.  Il 
^  liait  se  pourvoir  ailleurs. 

Les  biographes  de  Galilée  nous  assurent  que  la  chaire  des 
Slathéma tiques  à  Padoue  lui  avait  été  plusieurs  fois  offerte  pen- 
l  «intson  séjour  à  Pise.  Ce  récit  cependant  nous  semble  peu  vraî- 
-«îmblable,  d'après  ce  que  nous  savons  maintenant  sur  les  diiïîcul- 
^s  qu'il  éprouva  à  l'obtenir  finalement.  11  eut  besoin,  en  effet,  de 
-c^ulle  crédit  qu^avait  la  famille  del  Monte  aux  États  Vénitiens  et 
A«  toutes  les  influences  de  ses  autres  amis  pour  se  faire  agréer.  En- 
^«re  fut-il  obligé  de  se  rendre  lui-même  à  Venise  pour  offrir  ses 
*«rvices  à  la  République. 

Il  fut  enfin  nommé  professeur  pour  six  ans,  avec  des  appointe* 
nients  de  180  florins.  Son  décret  de  nomination  date  du  ^6  sep- 
tembre iSga.  La  rémunération  nVtait  pas,   si  nous  en  croyons 
M.  Favaro,  beaucoup  plus  forte  que  celle  qu'il  avait  à  Pise.  Elle 
valait  à  peu  près  45o'^'',  beaucoup  moins  qu'on  ne  l'avait  dit. 

Ici,  l'auteur  interrompt  son  récit  pour  nous  donner,  en  deux 
^napitres,  un  aperçu  de  Thisloire  de  l'Université  de  Padoue  et  de 
<a  chaire  de  Mathématiques  a  celte  l-niversilé,  jusqu'à  l'arrivée  de 
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Galilée.  Ces  Chapitres  sont  remplis  de  faits  et  de  renseignemeoi 
pour  la  plupart  nouveaux  et  d^un  intérêt  des  plus  vifs  ;  malhe 
reusemcnt,  leur  complexité  défie  l'analyse  et  nous  abordons  dires 
tementle  cinquième  Chapitre,  qui  nous  fait  connaître  le  caract^ 
de  renseignement  public  de  Galilée.   Il  y  avait  ici  une  questî 
importante  à  éclairer.  Nous  sommes  pariaitements  sûrs,  et  M.  S 
varo  nous  le  démontre  encore  par  un  écrit  de  1584,  que  Gali 
avait  embrassé  les  opinions  de  Copernic  bien  avant  son  arri*-^ 
à  Padoue.  Est-ce  donc  ces  théories  qu'il  exposait  dans  son  en^ 
^nement?  D'après   les    minutieuses  reciierches   de   Fauteur^ 
doute  n'est  plus  permis.  Galilée  —  tout  concourt  à  le  prouvcKr 
n'a  pas  fait  part  à  ses  élèves  des  théories  de  l'astronome  polonaj 
au  contraire,  son  enseignement  a  été  tout  à  fait  réglé  d'après /e 
hypothèses  qui  avaient  alors  cours  dans  le  monde  scientifique,  i 
devient  dès  lors  impossible  de  nier  l'authenticité  du  Traité  sur/' 
sphère  de  Sacrobosco,  publié  après  la  mort  de  Galilée,  sous  sot 
nom,  par  le  frère  Urbano  Daniso,  et  il  faut  supposer  que  c'est  li 
un  compte  rendu  assez  fidèle  de  ses  cours. 

Les  motifs  qui  poussaient  Galilée  à  renier  ainsi  ses  opinions  le 
plas  chères  sont  faciles  à  concevoir.  Il  était,  à  cette  époque,  jeun< 
inconnu  et  pauvre.  L'animosité  de  ses  collègues  aurait  pu  avo 
des  suites  funestes.  D'ailleurs,  le  souvenir  des  démêlés  qui  avaiei 
causé  son  départ  de  Pise  lui  était  encore  trop  présent  pour  qu^ 
fût  tenté  de  formuler  ses  opinions  en  public.  C'est  donc  le  lem] 
et  les  circonstances  plutôt  que  l'homme  qu'il  faut  accuser  de  cet 
défaillance. 

Pour  le  côté  didactique  des  cours  de  Galilée,  il  paraît  avoir  ë 
irréprochable.  Tous  sont  d'accord  sur  ses  grandes  qualités  de  pr 
fesseur.  Aussi  les  élèves  accouraient-ils  de  toutes  parts,  cho: 
inouïe  pour  un  professeur  de  Mathématiques.  Le  cercle  de  si 
auditeurs  dépassait  même  les  confins  de  l'Université  des  Ar 
(composée  des  Facultés  de  Théologie,  de  Philosophie  et  de  Méd 
cine),  et  embrassait  beaucoup  d'étudiants  inscrits  à  l'Lniversi 
de  Droit,  qui  avait  alors  une  organisation  tout  à  fait  séparée.  ( 
qui  contribua  encore  au  succès  de  Galilée,  c'est  qu'il  prit  llial 
tude  de  professer  dans  sa  langue  natale  de  Toscane  au  lieu  de 
langue  latine  dont  on  s'était  servi  jusque-là. 

L'enseignement  public  rapportait  peu  à  Galilée;  en  revanch 
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il  ne  lui  prenait  pas  beaucoup  de  temps.  Ce  sont  les  leçons  parti- 
culières qui  étaient  sa  meilleure  source  de  gain.  C'est  là  un  point 
que  M.  Favaro  a  éclaîrci  avec  infiniment  de  soin  et  à  Paide  des 
dociimeiits  laissés  par  Galilée  lui-même.  Nous  voyons  défiler  de- 
vant nos  yeux  des  disciples  d'origine  différente  :  Italiens,  Fran- 
çais, Polonais,  Allemands,  pour  la  plupart  de  jeunes  gentils- 
hommes venus  à  Padoue  pour  faire  leurs  études.  Dans  ce  nombre, 
nous  trouvons  des  princes,  parmi  lesquels  il  ne  semble  pas  pour- 
lanl  qu'il  faille  compter  le  roi  Gustave- Adolphe,  de  Suède,  con- 
fondu sans  doute  avec  un  de  ses  cousins. 

Beaucoup  de  ces  élèves  demeurent  chez  Galilée;  il  tenait  une 
espèce  d'hôtel  garni  pour  les  étudiants.  Il  semble  même  que  sa 
maison  était  assez  grande,  puisqu'il  hébergeait  parfois  des  jeunes 
seigneurs  avec  des  suites  assez  considérables.  M.  Favaro  n'a  pas 
dédaigné  d'étendre  les  recherches  sur  Galilée  maître  d'hôtel*,  il 
nous  prouve  qu'on  y  mangeait  fort  bien. 

C'est  surtout  l'usage  du  Coinpasso  geometrico  mîlitare  queGa- 
lilée  semble  avoir  exposé  dans  ses  leçons  particulières.  L'auteur  a 
consacré  un  Chapitre  à  cet  instrument  oublié,  parfaitement  inutile 
aujourd'hui  et  qui  devait  rendre  sans  doute  de  grands  services 
dans  ce  temps  privé  de  Tables  de  logarithmes.  Au  profit  des  le- 
çons, Galilée  joignait  celui  de  la  fabrication  ;  il  fabriquait  lui- 
même  ou  faisait  fabriquer  pour  son  compte  des  compas  qu'il  ven- 
dait ensuite. 

Le  grand  nombre  de  contestations  dont  cette  invention  a  été 
l'objet  prouve  le  prix  que  les  contemporains  attachaient  à  cet  in- 
strument. La  conduite  de  Galilée,  dans  cette  occasion  comme  dans 
beaucoup  d'autres,  ne  semble  pas  avoir  été  irréprochable.  Après 
avoir  avoué,  dans  le  principe,  qu'il  avait  profité  beaucoup  des  inven- 
tions antérieures  (dont  M.  Favaro  a  eu  soin  de  suivre  les  traces), 
Galilée  vient  déclarer  solennellement,  à  Venise,  le  ly  avril  1607, 
devant  le  tribunal,  qu'à  lui  seul  appartenait  toute  l'invention  sans 
S^'il  en  dût  la  moindre  part  à  qui  que  ce  soit. 

Les  titres  de  Galilée  sont  heureusement  plus  certains  sur  un 
point  d'une  importance  bien  plus  grande,  le  thermomètre.  M.  Fa- 
^'^ro  examine  successivement  les  titres  de  tous  les  concurrents  : 
^€s  Italiens  Fra  Paolo  Sarpi,  Giambattista  Porta  et  Santoria  San- 
•^«^•rio,  du  Hollandais    (iornéliiis   Drehbcl,  cl  des   Anglais  Robert 
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Fludd  et  Francis  Bacon;  il  les  trouve  tous  insuffisants.  G^èst  d^ 
bien  à  Galilée  que  reviendrait  le  mérite  de  cette  grande  iniv^* 
tion. 

Dans  les  travaux  que  nous  avons  mentionnés  jusqu'ici,  il 
avait  rien  qui  s^opposàt  aux  vieilles  théories.  Mais  les  idée^ 
Galilée  ne  pouvaient  rester  longtemps  cachées.  Son  premier.  « 
fércnd  avec  les  péripatéticiens  fut  occasionné  par  un  événenrft 
fortuit  :  Tapparition  d'une  nouvelle  étoile  eh  i6o4. 

Parmi  les  conceptions  d^Aristote,  il  en  existait  une  particull^ 
ment  chère  aux  philosophes  du  moyen  âge  :  celle  de  rincorrisp 
bilité  du  ciel.  Par  suite  de  cette  thèse,  la  nouvelle  étoile  ne  po 
vait  être  une  étoile  vraie,  mais  bien  une  apparence  trompeaseo 
tout  au  moins  quelque  produit  de  Talmosphère  de  la  Terre.  Ga 
lilée,  au  contraire,  défendit  dans  des  cours  publics  la  réalité  é 
Téloignement  de  Tétoile.  L'émotion  dans  le  camp  aristotélique  fa 
grande;  force  écrits  furent  lancés  contre  le  hardi  novateur.  Gi 
-lilée  ne  se  défendit  pas  directement;  mais  cette  tâche  fut  accon 
plie  dans  un  dialogue  satirique,  écrit  dans  le  dialecte  padouan  « 
publié  sous  le  nom  dé  Cecco  di  Ronchilti  da  Bruzene ;  d'apr 
M.  Favaro,  ce  nom  cache  un  des  amis  de  Galilée  et  ce  dernier  s 
rait  tout  au  moins  un  collaborateur. 

D^autres  travaux  vinrent  se  joindre  à  Tétude  du  calorique.  C'< 
surtout  le  magnétisme  qui,  d'après  les  lettres  que  nous  possédoi 
semble  avoir  occupé  longtemps  Tillustre  philosophe.  M.  Fava 
nous  fait  part,  entre  autres,  du  contenu  d*une  longue  correspo 
dance  avec  la  cour  de  Florence  au  sujet  d'un  aimant  naturel.  Gè  q 
nous  savons  de  toutes  ces  études  se  réduit  cependant  à  fort  peu.  L' 
mant  lui-même  était  déjà  devenu  introuvable  peu  de  temps  apr 
circonstance  étonnante  quand  on  songe  au  prix  qu'on  y  attacha 
Nous  ne  sommes  pas  dans  une  certitude  plus  grande  quant 
beaucoup  d'autres  sujets,  étudiés  par  Galilée  dans  ce  temps  à  I 
doue.  Cependant  M.  Favaro  prouve  que  la  plupart  de  ses  conci 
tions  postérieures  ont  germé  dans  ce  temps-là;  entre  autres 
célèbre  dialogue  ^c/r  les  Sciences  nouvelles.  Galilée  lui-même,  d'i 
leurs,  nous  dresse  un  tableau  magnifique  de  ses  conceptions  dt 
une  lettre  à  Belisario  Vinta,  datée  du  ^  mai  1610;  elle  nous  i 
regretter  que  le  célèbre  philosophe  ait  quitté  un  milieu  si  favoral 
à  ses  travaux. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  173 

Ce  changement,  Galilée  le  dut,  en  premier  lieu,  à  la  célébrité 
<)ui  était  la  suite  de  ses  découvertes  astronomiques.  Mais  on  ne 
p^uten  parler  sans  toucher  à  la  part  qu'il  eut  à  la  découverte  du 
"•-if       télescope. 

L'auteur  fait  preuve  ici    d'une    grande   impartialité  ;  quoique 
^<^  I       chaud  admirateur  du  grand  savant,  il  n'a  pas  hésité  à  nous  expo- 
ser toute  la  vérité.  Or,  les  faits  nous  montrent  Galilée  sous  un  as- 
pect très  peu  favorable. 
■^^  Galilée  a  prétendu  que,  ajant  appris  qu'un  télescope  avait  été 

inventé  en  Hollande,  il  se  mit  à  la  recherche  et,  guidé  par  des 
considérations  théoriques,  il  en  inventa  un  pareil.  Ces  considéra- 
tions théoriques,  il  les  nomme  différemment  en  différents  endroits. 
£^ans  la  lettre  du  29  août  1609,  à  Landusci,  ce  sont  des  pensées 
sur  la  «  perspective  )>  et  dans  le  Sidereits  nuncius   des   idées 
s^sr  la  réfraction.   On  ne  peut  pas  être  plus  décisif  sur  ce  point 
<j|iae  ne  Test  M.  Favaro.  Il  nous  démontre  que,  dans  l'une  comme 
dsfe  ns  l'autre  de  ces  deux  sciences,  Galilée  n'avait  que  des  connais- 
^^^  vices  fort  peu  exactes.  D'ailleurs,  nous  savons  par  un  passage  de 
*  ^^stronome  lui-même  qu'il  avait,  en  réalité,  sur  le  télescope,  une 
^^  ^tre  de  Badovere;   provenant  d'une  personne  versée  dans  les 
^■Mathématiques,  cette  lettre  devait  être  fort  explicite.  Mais  il  y  ^ 
»  M  us  encore.  M.  Favaro  met  hors  de  doute  que,  même  antérieurem- 
ent à  la  prétendue  découverte  de  Galilée,  des  instruments  hol- 
■idais  étaient  venus  en  Italie.  Ce  serait  donc  un  grand  hasard  si 
alliée  n'en  avait  vu  aucun  ;  il  est  probable  qu'il  construisit  son 
lescope  d'après  un  modèle  hollandais. 

L'instrument  construit,  Galilée  le  présenta  à  la  Signoria  de  Ve- 
^ se  comme  une  invention  nouvelle,  et  celle-ci,  y  voyant  sans 
doate  un  instrument  de  guerre  maritime,  le  récompensa  large- 
*^*€nt  en  le    nommant   professeur  à  vie    avec  un   traitement   de 
1 000 florins  par  an.  Faut-il  s'étonner,  après  cela,  que  des  contem- 
porains, comme  Bartoli,  regardèrent  l'affaire  comme  un  bon  tour 
joué  par  le  savant  au  gouvernement  de  la  République? 

Cependant,  si  Galilée  n'a  pas  inventé  lui-même  l'instrument,  il 
<^l  indéniable  qu'il  l'a  considéi'ablement  amélioré,  et  ses  instru- 
ments gardèrent  longtemps  encore  une  supériorité  remarquable 
**Uf  ceux  des  Hollandais.  C'est  même  celte  supériorité  qui  ex- 
plique la  défiance  avec  laquelle  ses  premières  découvertes  astro- 
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nom iques  furent  accueillies;  car  nous  voilà  arrivés  à  Tépoqia  ^/^ 
plus  glorieuse  de  la  vie  du  savant  florentin.  Il  découvre  les  s^i^/. 
lites  de  Jupiter,  il  distingue  des  taches  sur  le  disque  solaire,  il  vo// 
que  la  Voie  lactée  n^est  qu'un  amas  d'étoiles  et  il  fait  des  hvpo- 
thèses  analogues  sur  les  nébuleuses. 

On  imagine  Taccueil  que  firent  à  ces  nouvelles  les  péripaCé/i- 
cicns.  L'existence  des  corps  célestes,  dont  ni  Aristote  ni  la  Bikie 
ne  soufflent  mot,  leur  paraissait  entièrement  inadmissible.  Ils 
étaient  sûrs  que  Galilée  s'était  trompé  ou  avait  été  trompé  par  son 
instrument.  Ces  attaques  devinrent  si  vives  qu'elles  compromirent, 
pour  un  instant,  ses  bonnes  relations  avec  la  cour  de  Florence. 

Il  semble  que  Galilée  tenait  à  sa  ville  natale  par  des  liens  puis- 
sants. Il  s'y  rendait  souvent  pendant  les  vacances  et  n'avait  jama%^ 
perdu  Tespérance  de  pouvoir  y  vivre  un  jour.   De  plus,  Tobli-' 
gntion  de  professer  semble  lui  avoir  pesé  beaucoup;  enfin,  peu*-' 
être  que  des  chagrins  de  famille  lui  donnaient  encore  l'envie  cJ  ^ 
quitter  Padoue.  Ce  qu'il  y  a  de  sûr,  c'est  que,  même  avant  1609, 
entretenait  des  relations  à  la  cour  de  Florence  (surtout  avec 
chancelier  Bcllsario  Vinta)  et  qu'il  nourrissait  l'espoir  d'y  éli 
appelé  un  jour.  Cette  espérance  prit  corps  par  la  découverte 
satellites  de  Jupiter,  auxquels  Galiléedonna  le  nom,  délaissé  depui 
de  planètes  médicéennes.  Le  jeune  grand-duc  futextréraementflatt 
de  cette  attention.  Le  savant,  dans  une  lettre  à  Belisario  Vint 
avait  fait  allusion  à  la  récompense  qu'il  attendait  et  qui  devait  con 
sister  probablement  dans  un  titre  quelconque.  On  ne  crut  pas  op 
portun   de  satisfaire  sa  vanité.  Cependant  des  négociations  pou 
le  retour  à  Florence  furent  entamées.   D'ailleurs,  le  nombre  de 
adhérents  s'accroissait  rapidement.  Galilée  lui-même  fabriquai 
des  télescopes  et,  partout  où  ces  instruments  parvenaient,  la  véril 
de  ses  assertions  se  faisait  jour.  Les  péripatéticiens  obstinés  refu 
saient  d'y  regarder  ou  refusaient  d'y  croire  après  avoir  vu;  mai 
d'autres  se  laissaient  convaincre  :  parmi  eux  le  Père  jésuite  Qavio^ 
etMagini,  professeur  à  Bologne.  Ceux-ci,  joints  aux  savants  qu  > 
avaient,  comme  Kepler,  accueilli  dès  le  commencement  les  décou^ 
vertes  du  célèbre  astronome,  Grent  pencher  bientôt  la  balance  de 
son  côté. 

Mais,  ce  premier  danger  passé,  un  autre  survint  :  des  compéti- 
teurs se  présentèrent  de  nouveau  pour  lui  arracher  la  gloire  de  ses 
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(lécouverles.  M.  Favaro,  comme  d^habilude,  les  passe  en  revue; 
il  trouve  que  ni  Simon  Mayr,  ni  Harriot  n'onl  des  titres  sérieux  à 
opposer  à  ceux  de  Galilée. 

La  cour  de  Toscane  abandonna  bientôt  son  attitude  réservée, 
surtout  après  que  l'astronome  y  eut  envoyé  un  de  ses  instruments 
ets'j  fut  rendu  lui-même  pour  exposer  ses  découvertes.  Comme 
'e grand-duc  désirait  aussi  vivement  de  Favoir  près  de  lui  que  Ga- 
lilée désirait  d^entrer  dans  son  service,  on  s'entendit  bientôt»  sur 
les  conditions.   La  question  d'argent  Tut  vite  tranchée;  il  fut  dé- 
cidé que  Galilée  recevrait  le  même  gage  que  lui  avait  promis  la 
République,  mais  sans  aucude  obligation  de  faire  des  cours.  La 
question  du  titre  fit  un  peu  plus  de  difficulté;  nous  avons  vu  déjà 
ijue  Galilée  ne  méprisait  pas  ces  sortes  de  choses.  Finalement,  on 
»  ^entendit  sur  le  titre  un  peu  long  de  :  «  Premier  mathématicien 
le  l'Université  de  Pise,  et  premier  mathématicien  et  philosophe 
lu  grand-duc  de  Toscane  ». 

Le  i5  juin  1610,  Galilée  renonça  à  la  chaire  qu'il  occcupait  à 
^Université  de  Padoue.  Il  ne  partit  cependant  qu'au  commence- 
ncnt  de  septembre.  Le  12  du  même  mois  il  était  à  Florence.  Ici 
commence  une  nouvelle  période  de  la  vie  de  Galilée  et  finit  la  tâche 
joc  M.  Favaro  s'était  proposée.  L'auteur  ne  peut  s'empêcher  d'ob- 
server que  peut-être  les  années  suivantes  de  la  vie  du  grand  sa- 
tf'ant auraient  été  plus  heureuses,  si,  au  lieu  de  se  fier  aux  grâces 
capricieuses  d'une  cour,  il  était  resté  sous  la  puissante  domina- 
tion de  ce  a  souverain  invariable  »  qui  s'appelait  la  République  de 
Venise.  Ce  sont  là  des  considérations  que  les  amis  de  Galilée 
avaient  déjà  fait  valoir  auprès  de  lui,  comme  on  peut  le  voir  par 
une  lettre  de  Giovani  Francesco  Sagredo. 

Les  derniers  Chapitres  du  Livre  sont  consacrés  à  la  vie  intime  de 
Galilée  à  Padoue.  L'auteur  s'est  non  seulement  appliqué  à  éluci- 
^  la  vie  de  famille,   les  embarras  d'argent,  les  défaillances  de 
*4nié  du  grand  astronome;  il   a  fait  aussi  les  recherches  les  plus 
circonstanciées   sur   ses  confrères,  ses  amis,  ses  élèves,   sur  tout 
/lomme  qui  en  avait  approché.  Il  nous  est  impossible  de  rapporter 
tous  les  détails   intéressants  <jui  s'y   trouvent.  Nous  nous  borne- 
rons simplejnent  à  signaler  à  nos  lecteurs  le   dix-huitième  Cha- 
pitre. 
Galilée  axait  voulu  que  son  grand  ainiKe|>ler  lui  succédât  dans 
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sa  chaii'p  à  Padoue  ;  mais  ses  eflbrlsen  ca  sens  furenl  vains.  Af^ 
une  vacance  qui  dura  plusieurs  années,  un  cerlain  Giovanni  ^ 
inillo  Gloriasi  fui  élu.  Si  la  chaire  resta  si  longtemps  vaca-K: 
cî'est  —  nous  dit  M.  Favaro  —  qu'on  espérait  le  retour  de  &i 
lée;  cependant,  il  y  avait  parmi  les  nobles  gouvernants  de 
République  un  grand  parti  qui  lui  était  décidément  hostile.  J 
brusque  départ  du  professeur  qu'ils  avaient  reçu  pauvre  et  ii 
con/iu  et  qu'ils  avaient  comblé  de  bienfaits  les  avait  froissés  saw- 
doute. 

Outre  ces  derniers  Chapitres,  le  second  Volume  renferme  cen 
cinquante  documents,  pour  la  plupart  nouveaux,  et  un  Appen 
dice  sur  l'utilité  d'une  nouvelle  édition  de  Galilée  avec  un  inde 
fort  complet. 

D'un  caractère  tout  différent  est  le  second  livre  dont  nousavoi 
à  entretenir  nos  lecteurs.  Le  P.  GrLsar  est  professeur  d'Histoi 
ecclésiastique  à  l'Université  d'insbruck  ;  son  point  de  vue  c 
franchement  et  rigoureusement  catholique,  a  II  n'écrit  que  po 
des  théologiens,  ou  du  moins  pour  des  penseurs  sans  préventîoi 
(p.  ai 3).  11  lui  paraît  u  infiniment  plus  important  de  trouver 
chemin  du  ciel  que  de  déterminer  scientifiquement  les  mouv 
ments  des  corps  célestes  »  (p.  laS).  11  exalte  le  mérite  de  sai 
Thomas  d'Aquin  et  de  Duns  Scot  (p.  3i3);  les  noms  de  De 
cartes  et  de  Bacon  «  évoquent  le  souvenir  des  innovations  1 
plus  malheureuses,  »  et,  quant  aux  Lettres  provinciales  de  Pa 
cal,  elles  sont  <(  calomnieuses  »  (p.  38). 

L'auteur  commence  par  un  court  aperçu  sur  la  bibliographie  ( 
procès  de  Galilée.  Le  Livre  lui-même  est  divisé  en  deux  partie 
La  première  est  historique;  elle  contient  l'exposé  de  ce  procès 
jamais  célèbre.  L'auteur  n'a  pas  la  prétention  de  nous  dbnn* 
beaucoup  de  choses  nouvelles.  11  n'a  pas,  à  ce  qu'il  paraît,  vu  lu 
même  les  documents  en  question;  il  s'en  rapporte  entièremei 
aux  publications  de  MM.  de  l'Lpinois  et  v.  Gebler,  et  il  van 
surtout  l'exactitude  minutieuse  de  ce  dernier. 

Le  récit  du  procès  commence  par  la  dénonciation  de  Lorin 
L'auteur  lui  suppose  les  motifs  les  plus  bienveillants  :  il  craigna 
«  que  l'erreur  de  Galilée,  encor.î  petite,  ne  prît  peu  à  peu  ui 
grande  étendue  »  (p.  '^97).  La  déposition  de  Caccini,  cjui  préten 
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èlre  entendu  per  exoncrationem  conscientiœ,  vient  encore  con- 
firmer cette  dénonciation.   Toute  une   année  s^écoule  cependant 
avant  que  la   question    soit  sérieuseiiient  ajj^itée.   C'est   le  ^3  fé- 
vrier 1616  que  les  théologiens   experts  émettent  la  célèbre  sen- 
tence commençant   par   les   mots  :  Dictant  .propositioncni  esse 
siultam  et  absurdam   in  philosophia.  Cette  opinion  ,  souscrite 
par  onze  théologiens,  dont  «  plusieurs  étaient  très  versés  dans  les 
Soiences  naturelles  et  la  Philosophie  »   (p.  38)  est  communiquée 
aux  cardinaux  de  Tlnquisition  le  jour  suivant  ;  le  '^tî  enfin,  les  car- 
dinaux, sous  la  présidence  du  pape  Paul  V,  décident  que  le  cardi- 
rBâÉ.1  Bellarmin  aura  un  entretien  personnel  avec  Galilée. 

Ce  qui  se  passa  dans  cette  entrevue  constitue  un  des  points 

3iHncipaux  des  débats.  On  n'en  a  pas  trouvé  de  procès-verbal.  Il 

^-^KListe,  en  effet,  dans  le  dossier  un  compte  rendu;  mais  il  est  fort 

^ourlet,  de  plus,  ses  expressions  offrent  des  contradictions  et  des 

>K»issions  assez  considérables,   si  on  le  compare  au  mandat  du 

^5  février.  C'est  pourquoi  beaucoup  de  savants  se  sont  décidés  à 

l^  supposer  faux;  cette  hypothèse  a  cependant  perdu  beaucoup  de 

t-eirain  depuis  que  MM.  v.  Gebler  et  de  l'Épinois  ont  pu  étudier 

les  dossiers  originaux.  Pour  le  P.  Grisar,  pas  de  faux  possible;  un 

procès-verbal  n'a  jamais  existé-,  les  omissions  et  les  contradictions 

sont  tout  ce  qu'il  y  a  de  plus  naturel.  Quant  à  l'attestation  du 

36  mai  que  Bellarmin  a  délivrée  à  Galilée,  elle  avait  pour  but  de 

senirde  défense  à  ce  dernier  et  ne  pouvait  contenir  de  détails. 

L'auteur  commence  par  combattre  l'hypothèse  la  plus  avancée, 
celle  de  la  falsification  postérieure  du  compte  rendu  ;  elle  a  été 
émise  par  M.  Wohlwill  et  adoptée  au  début  par  M.  v.  Gebler.  Il 
fait  ressortir  toutes  les  impossibilités  physiques;  les  documents 
50nt  fortement  liés  d'une  manière  très  compliquée,  la  pagination 
wt  évidemment  ancienne,  l'encre  partout  la  même,  l'écriture  aussi; 
même  les  filigranes  sont  identiques;  quant  aux  grattages  que 
M.  Wohlwill  a  voulu  reconnaître  dans  les  phololithographies  de 
M.  de  l'Épinois,  l'auteur  en  trouve  la  constatation  impossible.  On 
^'oit  bien  que  la  plupart  des  armes  avec  lesquelles  le  P.  Grisar 
combat  sont  empruntées  à  Tarsenal  Gebler.  Il  n'est  cependant  pas 
plus  gracieux  pour  la  nouvelle  hypothèse  de  ce  dernier.  L'auteur 
^^Galileo  Galilei  et  la  Curie  romaine  s'est  vu,  comme  on  sait, 
contraint  en  dernier  lieu  d'abandonner  l'hypothèse  de  M.  Wohl- 
Bull.  des  Sciences  mathe'm.,  2*  série,  t.  VII.  (Juin  i883.)  i3 
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will;  il  (*n  a  émis  une  autre,  qui  esl  celle  de  la  falsincalion  cont^ 
poraine;  celle-là,  Tauleur  la  combat  par  les  raisons  de  M.  Scort. 
zini  et  en  insistant  surtout  sur  rimprobabilité  morale  d^une  t^ 
falsification,  parfaitement  inutile  à  cette  époque.  Restent  les  J 
potlièses  de  MM.  Scortazzini  et  Gantor.  Pour  la  première,  Taut^ 
met  encore  une  fois  en  jeu  Gebler  qui  a  déclaré  que  la  supposiLic 
d'une  seconde  reliure  est  inadmissible.  L'hypothèse  de  M.  Gante 
enfin,  quoique  tenant  compte  de  la  pagination,  lui  paraîi  «  um 
possibilité  pure  »  (p.  4^)* 

On  voit  que  le  P.  Grisar  met  fort  habilement  ses  adversaires  am 
prises  les  uns  avec  les  autres;  il  y  a  cependant  un  reproche qu 
s'adresse  à  peu  près  à  tous  :  c'est  qu'il  faut  admettre  nécessaire 
ment  la  bêtise  du  faussaire  qui  a  oublié  les  contradictions  (p.  45) 

Donc  Galilée  a  promis  de  se  conformer  aux  ordres  du  cardint 
Bellarmin.  Mais  Tauteur,  sentant  sans  doute  tout  le  poids  de 
objections  soulevées  contre  Tauthenticitédu  compte  rendu,  insist 
spécialement  sur  ceci  :  que  le  fait  d'avoir  manqué  à  sa  parole  n 
constituait  pas  pour  Galilée  une  des  accusations  principales:  ell 
n'a  été  employée  que  «  d'une  manière  secondaire  »  (p.  55). 

Ces  mesures  personnelles  contre  Galilée  sont  suivies  de  me 
sures  générales.  C'est  le  j  mars  qu'apparaît  le  décret  delà  Congre 
gation  ;  il  défend  les  Livres  de  Foscarini  et  tous  ceux  qui  traitei 
du  même  sujet;  les  Ouvrages  de  Copernic  et  de  Stunica  sont  su* 
pendus  oonec  covrif^antur ;  la  doctrine  copernicienne  enfin  ej 
condamnée  comme  fausse  et  contraire  à  la  sainte  Écrilure.  L 
clémence  vis-à-vis  du  Livre  de  Copernic  s'explique  par  la  tournui 
hypothétique  qu^avait  donnée  à  la  doctrine  la  Préface  de  son  an 
Osiander,  Préface  que  le  P.  Grisar  appelle  «  hypocrite  »  (p.  a8i 
En  effet,  les  passages  qui  devaient  être  corrigés  d'après  PInquisi 
tion  étaient  ceux  où  Copernic  paraissait  convaincu  de  la  réalité  d 
son  système  (p-^Q)-  La  Congrégation  voulut  qu'il  fût  traité  entié 
rement  comme  hypothèse.  Ce  dernier  mal,  cependant,  Pautcur  nou 
l'explique  lui-même,  avait  une  explication  tout  autre  qu'aujour 
d'hui  ;  on  ne  devait  pas  considérer  la  théorie  comme  probable  o 
même  possible,  mais  comme  une  simple  supposition,  pour  facilite 
les  calculs  (p.  tio). 

Ce  n'est  que  seize  ans  après   le  premier  procès  que  les  dé 
marches  contre  Galilée  sont  reprises.  La  publication  du  Saggia 
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tore  ne  donne  lieu  à  aucune  poursuite;  mais  les  menaces  corn- 
«lencent  aussitôt  après  Tapparition  du  dialogue  Sitr  hs  deux 
/principaux  systèmes  du  monde. 

\jt  dialogue  porte  à  la  fois  Y  imprimatur  du  censeur  de  Ronieef 

de  celui  de  Florence.  Par  un  exposé  fort   minutieux,  résumant 

foule  rhistoire  de  ces  deux   permissions,    l'auteur   s'efforce   de 

nous  prouver  que  Vimprimatur  du  censeur  de  Rome  était  non 

vailable  et  celui  de  Florence  donné  par  suite  d^un  manque  de  pré-* 

vo  vance  (p*  69)- 

Galilée  est  cité  à  Rome  le  i*»"  octobre  i632,  il  v  arrive  le  16  fé- 
viTÎer  i633,  et  alors  commence  ce  procès  dont  TE^lise  devait  si 
loxiçlemps  ressentir  le  contre-coup.  Les  pièces  du  dossier  sont  ici 
si  «xplicites  et  si  authentiques,  qu'il  n'y  a  eu  (|ue  très  peu  décou- 
le-^ stations  sur  le  côté  matériel.  Tout  le  monde  s'accorde  à  recon- 
Fïâitre  que  Galilée,  dans  les  trois  premiers  interrogatoires  qu'il 
^**là  subir,  se  tint  ferme  dans  sa  position,  soutenant  qu'il  n^avait 
pas  \oalu  traiter  le  système  autrement  que  par  hypothèse.  Le 
■  ^  juin,  les  cardinaux  déclarent  qu'il  «  n'a  pas  dit  l'entière  vérité 
^^T  son   intention  ».   Donc  il  est  nécessaire  d'employer  la  tor- 

Nous  arrivons  à  l'interrogatoire  du  9.1  juin  i633,qui  devait  être* 
*^  dernier.  C'est  ici  que  se  pose  le  problème  le  plus  intéressant: 
^^ilée  a-tril  subi  ou  non  la  torture?  Cette  fois,  il  existe  un  pro- 
^^s^vcrbal  de  la  séance;  mais  M.  Wohlwill  l'a  déclaré  faux,  en 
^  appuyant  principalement  sur  l'expression  du  jugement  qui  porte 
^wc  Galilée  a  subi  un  esame  rigoroso.  Ces  mots-là,  Taut^eur  n'est 
pds  en  état  de  le  nier,  s'appliquent  ordinairement  à  la  question; 
*^ais,  par  une  exposition  fort  longue,  il  s'efforce  de  nous  prouver 
^u  ils  s'appliquaient  aussi  à  l'intimidation  et  aussi  bien  à  la  territio 
fevis  qu'à  la  territio  gravis^  qui,  d'ailleurs,  n'étaient  pas  nette- 
»ïiCBl  distinguées  (p.    99).    C'est    l'intimidation    légère,    verbale 
^u aurait  subie  Galilée.  Encore  le  P.  Grisar  veut-il  affaiblir  l'im- 
pression que  ne  peut  manquer  de  produire  sur  nous  l'image  de 
«*d  illustre  vieillard  ,    torturé    «  verbalement   »     par   ses  juges 
(Kgnatelli  dit  :  Metus  torturœ  est  tortura).  11  suppose  donc  quo 
Galilée, qui  était  fort  versé  dans  la  procédure  de  Tlnquisition  (on 
ne  sait  au  juste  pourquoi),  devait  savoir  parfaitement  que    ses 
juges  ne  pouvaient  pas  le  torturer.  Ceux-ci  auraient  même  prévu  sa 
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constance,  et  le  jugement  aurait  été  formulé  d'avance  ;  donc  tout 
interrogatoire,  cet  esame  rigoroso,  ne  serait  qu'une  a  formali 
(p.  98).  Il  est  vrai  que  le  seul  fait  que  Fauteur  cite  à  l'appuL 
son  hypothèse  est  celui-ci  :  le  jugement  qui  survient  le  lendein 
de  l'interrogatoire  étant  très  volumineux  et  d'une  grande  juste 
et  précision  ne  peut  avoir  été  écrit  dans  la  nuit  précédente,  nj 
bien  avant  le  quatrième  interrogatoire  (p.  197).  Quanta  «  l'ex 
tation  terrible  »  que  Gebler  a  voulu  reconnaître  dans  la  signait; 
de  Galilée,  l'auteur  ne  la   nie  pas;   mais  il  l'attribue  plutôt  « 
sentiment  du  mensonge  qu'il  commettait  à  cet  instant  (p.  98). 

La  publication  du  jugement  et  l'abjuration  ont  eu  lieu  > 
20  juin.  C'était  l'acte  final  du  procès.  Il  ne  reste  plus  à  l'auteu 
qu*à  raconter  les  dernières  années  de  Galilée,  à  qui  l'Inquisitioi 
comme  on  sait,  ne  permit  pas  de  retourner  immédiatement  àFl 
rence.  Ces  dernières  années  furent  fort  tristes. 

La  seconde  partie  du  Livre  est  presque  purement  théologiqu 
Il  s'agit  d'examiner  la  question  :  le  jugement  contre  Galilée  a-l 
porté  atteinte  à  l'infaillibilité  que  l'Eglise  réclame  pour  ses  décrel 
Voici  la  théorie  du  P.  Grisar.  Le  pape  ne  peut  jamais  céder 
moindre  part  de  son  autorité  à  personne;  donc  aucune  congre! 
lion,  même  émanant  directement  de  lui,  ne  peut  être  considéi 
comme  infaillible.  Quant  à  la  confirmation  par  le  Saint-Père,  elle 
peut  non  plus  changer  la  portée  dudécret;  car  l'infaillibilitédu  pj 
est  limitée  au  cas  où  il  parle  ex  cathedra.  Or,  si,  dans  le  procès 
Galilée,  Paul  V  n'a  pas  agi  comme  simple  théologien  {doctor  f 
valus),  qualité  admise  par  toutes  les  autorités,  il  n'a  pas  cep 
dant  prononcé  ex  cathedra.  Le  P.  Grisar  suppose  un  état  p< 
ainsi  dire  intermédiaire  011  le  pape,  quoique  parlant  au  nom  de 
fonction  comme  chef  de  l'Lglise,  ne  prononcerait  pourtant  pas 
cathiidra  et  ne  serait  nullement  infaillible. 

En  lisant  les  développements  du  P.  Grisar,  il  faut  reconaai 
qu'il  a  été  dans  une  position  des  plus  difficiles.  La  Congrégati 
de  l'Inquisition,  comme  celle  de  Tlndex,  existe  toujours;  el 
émettent  encore  des  décrets;  il  serait  peu  opportun  d'araoind 
la  valeur  de  ses  actes.  Aussi,  tout  en  détruisant  leur  infaillibilité 
P.  Grisar  a  grand  soin  d'ajouter  la  nécessité  de  leur  rendre  la  p 
stricte  obéissance.  Et  cette  obéissance  ne  doit  pas  être  seulcm< 
extérieure  [silentiuni  reverentiale)^  mais  aussi  intérieure,  c\ 
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à-dire  (jifon  doil  s'eflbrcer  d'y  croire  en  quelque  sorte.  Cependant, 
ici  encore,  l'auteur  distingue  cette  croydincc {assensus  religiosiis)de 
celle  qu'on  doit  à  un  décret  du  concile  ou  du  pape  (assensus  ab- 
solute  indubius  et  supra  omnia  Jirmus)  (p.  179).  C'est  une  de 
ces  distinctions  subtiles  et  profondes  dont  les  théologiens  de  tous 
les  temps  ont  eu  le  secret,  et  le  P.  Grisar  se  montre  bien  le  digne 
successeur  de  ces  scolastiques  qu'il  admire  tant. 

La  partie  tliéologiquc  est  suivie  de  quelques  Chapitres,  traitant 
des  questions  d'un  ordre  mixte  et  s'attachant  au  procès  de  Gali- 
lée, telles  que  l'état  des  esprits  en  Italie  à  cette  époque,  le  rôle 
des  jésuites^  le  sort  de  la  théorie  de  Copernic  après  sa  condamna- 
tion, etc.  Le  tout  se  termine  par  une  recherche  qui  nous  paraît 
Wn  un  peu  téméraire.  Elle  ne  vise  rien  moins  que  de  découvrir 
le  but  que  la  Providence  s'est  proposé  en  suscitant  ainsi  w  appa- 
remment »  des  difficultés  à  son  Église. 

Ch.  Hewry  et  E.  Metersoiv. 
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Séance  du  25  août  1882. 

M.  P.  TcHEBYCHEF  fait  uiic  Communication  Sur  la  rectijica- 
fion  des  courbes.  L'illustre  géomètre  montre  le  ]>arti  que  Ton 
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peut  tirer  pour  la  reclilicalion  des  courbes  de  Teinploî  des  poi 
dont  les  coordonnées  servent  à  trouver  Vaire,  d'après  la  méthc: 
exposée  par  lui  au  Congrès  de  Lj'on,  méthode  qui  vient  d'& 
enrichie  par  des  recherches  fort  intéressantes  de  M.  Radau.  j 
traitant  de  cette  manière  le  cas  le  plus  simple,  on  parvient  à  n 
connaître  que  Tare  d'une  courbe  peut  être  représenté,  avec  un 
a|^ro\imation  notable,  par  la  somme  des  deux  côtés  égaux  d 
triangle  isoscèle  construit  sur  la  corde   de  l'arc  comme  base  i 

ayant  pour  hauteur  les  (v/j)**""  de  la  flèche  élevée  perpendicula 
rement  au  milieu  de  la  corde  jusqu'à  sa  rencontre  avec  l'arc.  1 
courbe  symétrique  autour  de  l'axe  des  x,  dont  les  arcs  compr 
entre  deux  points  symétriques  se  rectifient  exactement  de  cet 
manière,  se  trouve  avoir  pour  équation  3^/ v^  =:  a: (a  —  x)^. 

M.  le  général  Parmf.mtier  parle  Sur  ce /laines  formules  dequi 
(Irature,  On  doit  a  M.  Parmentîer  une  formule  d'approximati< 
pour  la  quadrature  des  courbes  planes,  qui  constitue  un  heurei 
perfectionnement  de  la  méthode  de  Poncelet.  Cette  formul 
comme  l'auteur  l'a  déjà  fait  remarquer  (yVowi'.  Ann.y  t.  XV,  i8*(: 
peut  aussi  être  obtenue  en  cherchant  à  simplifier  celle  de  Sim 
son.  M.  Parmentier  fait  connaître  maintenant  deux  autres  fc 
mules  qu'on  obtient  en  suivant  le  même  ordre  d'idées,  et  qui  o 
la  propriété  de  fournir  la  valeur  exacte  de  Taire  toutes  les  fc 
i|u'il  s'agit  de  paraboles  du  deuxième  ou  du  troisième  degi 
(iCs  nouvelles  formules  sont,  il  est  vrai,  un  peu  moins  sîmpl 
(|ue  la  première^  mais  conduisent  à  une  plus  grande  approncim 
tion. 

M.  le  D""  Prompt,  de  Nice,  expose  ses  recherches  Sur  la  sign{ 
ration  mathématique  de  r Atlantide,  En  racontant,  dans  le  di 
logue  de  Timée,  la  fable  de  l'Atlantide^  Platon  avait  donné  ui 
description  minutieuse  de  la  métropole  d'un  des  royaumes  qui 
trouvaient  sur  cette  île.  M.  Prompt  a  pensé  que  les  dimensioi 
attribuées  par  Platon  aux  diflerentes  parties  de  cette  ville  ne  s 
raient  que  des  symbole^  numériques,  analogues  à  ceux  dont  il  e 
question  dans  d'autres  parties  de  Timéc.  Il  a  donc  cherché  à  di 
couvrir  leur  signification  en  recourant  à  des  interprétations  astn 
noraiques,  musicales,  etc. 

La  Commimication  de  M.  Prompt  a  donné  lieu  à  plusieurs  ol 
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ations  de  la  part  de  MM.  Collignon,  Tcheb^chef,  Parmenlier. 

.  G)LLiGi«ON  présente,  au  nom  de  M.  G.  Jung,  professeur  à 

ititut  technique  supérieur  de  Milan,  des  Propositions  relatives 

détermination  des  centres  de  gravité  de  solides  ou  de  sur- 

*s  de  révolution  complets  ou  incomplets,  La  principale  de  ces 

>05itions,  qui  constitue  un  complément  utile  de  la  règle  de 

lin,  est  la  suivante  :  «  Si  l'aire  plane  F  (ou  la  courbe  plane  S) 

nant  d'un  angle  0  autour  d'une   droite   a,  située  dans  son 

,  engendre  une  portion  de  solide  (ou  de  surface)  de  révolu- 

,1e  centre  de  gravité  du  solide  engendré  (ou  de  la  surface 

indrée)  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  cercle 

il  par  le  point  A,  antipôle  de   la  droite  a  par  rapport  à  l'el- 

!  centrale  de  l'aire  plane  F  (ou  de  la  courbe  plane  S).  » 

.  Collignon  faitensuite  une  Communication  sur  un  problème 

Géométrie.  M.   Collignon  cherche  les  courbes   planes  dont 

;  polaire  (  c'est-à-dire  en  coordonnées  polaires  )  est  une  fonction 

lée  de  l'arc.  Il  fait  voir  d'abord  que  la  détermination  de  ces 

bes  équivaut  à  celle  des  courbes  dont  l'arc  s  est  égal  à  une 

Lion  donnée  ^(p)  de  la  distance/)  du  pôle  à  la  tangente  de  la 

be.  Le  problème  se  ramène  ainsi  à  l'intégration  de  l'équation 

rentielle 

fl^p        , .         dp 

ni  l'angle  polaire  sous-tendu  par  l'arc  s.  M.  Collignon  consi- 
diverses  transformations  de  cette  équation  différentielle,  qui 
uisent,  les  unes  a  des  procédés  graphiques,  les  autres  à  des 
oppements  en  fonctions  continues,  permettant  d'obtenir  des 
ions  approximatives  de  la  question.  Il  fait  voir  enûn  com- 
,  étant  donnée  une  courbe  plane  rapportée  à  des  coordon- 
polaires,  la  connaissance  de  la  relation  5  =  »}(/?)  correspon- 
!,  ou  bien  de  celle  qui  existe  entre  l'arc  et  l'aire  polaire  de 
courbe,  peut  servir  à  mettre  en  évidence  les  propriétés  geo- 
iques  ou  mécaniques  de  la  courbe. 

Séance  du  26  août. 

.  Domenico  Ragoma,  directeur  de  l'Observaloire  de  Modène 
5  de  certaines  Nouvelles  formules  relatives  à  la  détermina" 
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tion  de  la  déclinaison  magnétique  absolue.  Dans  le  Congrès  cl 
Montpellier  (1879),  M.  Ragona  avait  fait  connaître  une  méthod 
pour  la  détermination  de  la  déclinaison  magnétique  absolut 
M.  Ragona  présente  maintenant  une  nouvelle  formule  relative  ai 
cas  où  Ton  observe,  avant  et  après  la  détermination  de  Tazimm 
magnétique,  un  nombre  quelconque  d'étoiles.  La  grandeur  che 
cliée  s'obtient  alors  par  l'emploi  de  la  méthode  des  moindre 
carrés. 

M.  Feurero,  colonel  d'état-major,  directeur  de  l'Institut  gè^ 
graphique  militaire  italien  (à  Florence),  fait  un  Rapport  sur  l 
progrès  des  travaux  géodésiques  en  Italie  et  sur  ^Institut  gé* 
graphique  militaire  italien. 

D'après  M.  Ferrero,  les  travaux  géodésiques  qu'on  exécute  < 
Italie,  depuis  son  unification,  ont  pour  base  les  méthodes  d'o 
servation  et  de  calcul  les  plus  récentes  ;  mais  ce  qui  peut  cens 
tuer  le  mérite  spécial  des  travaux  italiens,  c'est  une  organisât!' 
qui  fait  concourir  dans  un  même  but  toutes  les  forces  utiles  do 
dispose  le  pays. 

Il  existe,  en  Italie,  une  Commission  géodésique  composée 
membres  appartenant  au  ministère  de  la  guerre,  au  ministère 
la  marine  et  à  celui  des  travaux  publics,  et  des  directeurs  c 
principaux  Observatoires  astronomiques.  Les  travaux  de  la  Coi 
mission  sont  très  variés  et  comprennent  des  travaux  trigonom 
triques  et  géométriques,  des  travaux  astronomiques,  des  trava 
mixtes,  enfîn  des  publications.  Plusieurs  établissements  scien 
fîques  prennent  part  à  ces  travaux,  auxquels  ils  apportent  un  pi 
cieux  concours  par  des  moyens  intellectuels  et  matériels.  Tels  so 
rinstitut  géographique  militaire,  le  Bureau  hydrographique  de 
marine  et  les  Observatoires  astronomiques  de  Milan,  Padou 
Rome  et  Naples. 

La  triangulation  de  premier  ordre  constitue  un  réseau  q 
couvre  toute  l'étendue  de  l'Italie  et  de  ses  îles.  Le  réseau  est  d^ 
établi  en  grande  partie.  Dans  trois  ans  il  le  sera  en  totalité  et,  da 
six  ou  sept  ans,  il  sera  tout  calculé  et  compensé.  La  précision  ^ 
observations  exécutées  atteint  le  plus  haut  degré  que  comport 
les  instruments  et  les  méthodes  actuelles.  Quant  au  nombre  c 
la  distribution  des  bases,  ils  ont  été  établis  de  manière  à  asst- 
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aux  côtés  les  pins  éloignés  une  erreur  moyenne  ne  dépassant  pas 

'e  -hÀôT  <le  la  longueur. 

A  côté  des  triangulations  de  premier  ordre,  on  exécute  des  ni- 
vellements géométriques  et  trigonométriques.  On  fait  aussi  des 
observations  maréographiques  au  moyen  de  maréographes  instal- 
lés dans  différents  ports  du  royaume. 

M.  Ferrcro  insiste,  en  finissant,  sur  la  part  qui  revient  à  Tlnstitut 
géographique  militaire,  (^et  Institut,  qui  ne  compte  pas  moins  de 
deux  cent  cinquante  employés,  a  pour  mission  de  taire  la  triangu- 
lation du  royaume  ainsi  que  tous  les  travaux  cartographiques  qui 
intéressent  l'armée  et  les  administrations.  La  carte  italienne  sera 
terminée  en  1892,  c'est-à-dire  trente  ans  après  son  commence- 
ment. 

A  la  suite  de  cette  Communication,  M.  le  commandeur  Alex. 
Betocchi  parle  Des  maréographes  existant  en  Italie  et  des  ob- 
sensations  maréographiques  italiennes. 

Séance  de  l'après-midi. 

M.TcHEBYCHEF  préscutc  à  la  section  une  Machine  arithmétique 
(ifnouvement  continu.  Cette  machine  est  composée  d'un  arfrfi- 
iionneur,  pouvant  être  employé  séparément,  pour  opérer  l'addi- 
tion et  la  soustraction  et  d'un  mécanisme  auxiliaire  servant  à  effec- 
tuer, avec  le  concours  de  Y  additionneur,  la  multiplication  et  la 
À'  '  '  •  • 

^'Vision.   Dans  l'additionneur,   les  échappements  qu'on  emploie 

ordinairement  pour  produire  brusquement  les  changements  des 

cniffres  de  la  somme  provenant  du  report  sont  remplacés  par  des 

^'ns  épicycloïdaux  qui  produisent  ces  changements  graduelle- 

'^^fil,  La  composition  de  l'additionneur    est   rendue   ainsi   fort 

^">ïple.  Quant  à  Tambiguïté  qui  se  présente  lorsqu'on  voit  dans 

^^^  même  lucarne   deux  chiffres  à  la  fois,  elle  est  écartée  au 

^oyeji  Je  bandes  que   l'on    voit  dans    ces  lucarnes.    Parmi   ces 

*^*'ides,  on  distingue  aisément  la  principale,  laquelle  ne  contient 

î^e  les  vrais  chiffres  de  la  somme.  Le  mécanisme  servant  à  opérer 

**  ^multiplication  et  la  division  est  composé  d'un  cylindre  denté  et 

pignons  qui  peuvent  glisser  le  long  de  leurs  axes.  Les  dents  du 

^^iindre  et  celles  des  pignons  ont  une  forme  telle  que  les  pignons 

'^^  puissent  jamais  rester  libres.  On-  rend  ainsi  complètement  im- 
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possibles  les  fautes  qui  auraient  pu  résulter  de  ce  que  les  pignons 
ne  s^arrétent  pas  toujours  assez  Vite  quand  les  dents  du  cylindre 
cessent  de  les  pousser. 

M.   Baehr,   professeur  a  l'École  Polytechnique  de  Delft  (Hol- 
lande) fait  une  Communication  Sur  l^  intégration  cfun  système 
adéquations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre ^  à  coef 
Jicients  constants  et  sans  second  membre  y  dans  le  cas  où  r  équa- 
tion caractéristique  a  des  racines  égales, 

M.  AjNonÉiEF,  professeur  à  TUniversité  de  Kharkof  (Russie) 
parle  Sur  les  polygones  de  Poncelet,  Dans  son  Traité  des  pro 
priétés  projectiles  des  Jiguresj  Poncelet  avait  ramené  la  démon 
stration  de  son  fameux  théorème,  sur  les  polygones  inscrits  à  un 
conique  et  circonscrits  à  une  autre,  à  celle  de  la  propositio 
suivante  :  «  Etant  données  deux  coniques  dans  un  plan  et  qu 
Ton  considère  un  polygone  de  m  côtés  inscrit  dans  Tune  € 
dont  m  —  I  côtés  soient  tangents  à  l'autre,  le  dernier  côté  d 
ce  polygone  enveloppe  une  conique  appartenant  au  faisceau  détei 
rainé  par  les  deux  coniques  considérées.  »  C'est  de  cette  propc 
sition  importante  que  M.  Andréief  présente  une  nouvelle  démons 
tration.  Sa  démonstration  présente  cet  avantage,  qu'elle  satisfa 
aux  exigences  de  la  géométrie  de  situation  et  aussi  qu'elle  n'e: 
fondée  que  sur  la  considération  de  figures  qui  restent  toujoui 
réelles  tant  que  les  deux  coniques  considérées  sont  réelles. 

MM.  CoLLiGNON  et  Vazeilles  ajoutent  quelques  remarques  st 
le  même  sujet. 

M.  Cyparissos  StEphamos  fait  ensuite  une  communication  Su 
le  mouvement  dUine  figure  de  forme  invariable.  Dans  ceti 
communication,  M.  Stephanos  expose  les  principes  d'une  nouvell 
méthode  pour  l'étude  géométrique  du  déplacement  d'une  figur 
plane  de  forme  invariable  dans  son  plan  ou  d'un  corps  solide  au 
tour  d'un  point  fixe  de  l'espace.  Cette  méthode  est  fondée  sur  h 
représentation,  par  des  points  de  l'espace,  des  diverses  position! 
que  peut  prendre  la  figure  plane  dans  son  plan  ou  le  corps  solide 
autour  du  point  fixe  de  l'espace,  positions  qui  sont  en  nombre 
simplement  infini.  Un  mouvement,  comprenant  une  simple  infi- 
nité de  positions  de  la  figure  mobile,  est  ainsi  représenté  par  une 
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certaine  courbe,  lieu  des  points  qui  représentent  les  positions 
successives  de  cette  figure.  La  considération  de  cette  courbe 
<F*st  d'une  grande  utilité  pour  Tétude  du  mouvement  correspon- 
dant. 

Le  procédé  de  la  représentation  des  positions  d'un  corps  solide 
«^uitour  d'un  point  de  l'espace  est  intimement  lié  à  la  théorie  des 
cfuaternions  de  Hamilton.  M.  Stcphanos  fait  voir,  à  ce  propos , 
cl2i.ns  quel  genre  de  recherches  le  Calcul  des  quaternions  est  parti- 
es lalièrement  approprié. 

M.  Marcel  Deprez,  Sur  le  dynamomètre  hydraulique  de 
-'-/".  Froude. 

Séance  du  28  août. 

M.  Laisaat,  député,  parle  d'abord  Sur  un  théorème  d\4lgèbre. 
théorème  constitue  une  généralisation  d'une  proposition  don- 
■^ée  à  peu  près  simultanément  par  MM.  Biehler  et  Laguerre 
x-^ous^.  Ann.y  1880).  Le  nouveau  théorème  peut  être  énoncé  de 
■^  manière  suivante  :  a  Soit  x  =:f(^Sy  t)  une  fonction  réelle  quel- 
conque de   deux  variables  5,  /.    Remplaçons-y  s  el  t  par 

^^  — r;—  Supposons  maintenant  qu'en  résolvant  par  rapport  à  z 
'  ^c|uation  ainsi  obtenue 


/(^■^)= 


Xy 


^^n   tire  pour  une  des  racines  z  =  'f{jc^  i).  L'équation 

*^ù     A   et    B    représentent    deux    quantités    réelles     telles    que 
-^*  -u  B^  =  1 ,  et  m'  /  ==  y/i ,  aura  m  racines  égales.  »  En  prenant 

pour  la  fonction /(5,  /)  simplement -5»  on  obtient  la  proposition 

de  MM.  Biehler  et  Laguerre. 

M.  Laisant  présente  ensuite  une  Remarque  sur  les  podaires. 

Lorsqu'on  a  une  courbe  (X),  on  peut  considérer  ses  podaires  su(  - 

ccssives  (P,),(Pa),   ...  (P/if-i)î(Pm)  ...,  inclinées  d'un  certain 

angle  X,  et  prises  par  rapport  à  un  pôle  fixe  O.  Si  Ton  considère 
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sur  ces  courbes  un  système  de  points  P|,  P^?  •  •  «5  Pm-i»  '^m  cor-^ 
respondaiit  à  un  môme  point  P  de  la  courbe  (X),  on  trouve  que 
les  triangles 

OXP„OP,P,,     ...,    OP;„_,P,„ 

sont  tous  directement  semblables  entre  eux.  La  même  proposi- 
tion a  évidemment  lieu  pour  le  système  plus  complet  de  courbes 
qu'on  obtient  en  adjoignant  aux  courbes  précédentes  les  anlipo- 
daircs  successives  de  (X)  inclinées  du  même  angle  a  et  prises  par 
rapport  au  même  pôle  O. 

M.  Laisant  communique  enfin  cerlaines  Propriétés  du  mouve- 
ment d^une  figure  plane   qui  reste  semblable  à    elle-même. 

M.  Laisant  s'occupe  d'abord  du  cas  où  tous  les  points  de  la 
figure  mobile  décrivent  des  droites,  puis  il  donne  celte  proposi- 
tion : 

<(  Si  Ton  considère  une  figure  plane  qui  se  meut  sur  un  plan 
en  restant  semblable  à  elle-même,  et  que,  pour  un  moment  quel- 
conque du  mouvement,  on  trace  les  vitesses  (ou  les  accélémtions 
d'un  même  ordre  quelconque)  des  divers  points  qui  la  composent, 
les  extrémités  de  ces  vitesses  (ou  de  ces  accélérations)  formeront 
une  figure  semblable  à  la  première.  » 

M.  Stephanos  ajoute  quelques  remarques  sur  le  même  sujet. 

M.  TcHEBYCHEF  fait  uuc  Communication  Sur  le  choix  du  rayon 
ilans  les  intégrales  définies  prises  le  long  d^un  cercle  par  les- 
quelles on  exprime  les  probabilités  dUiprès  leurs  fonctions  gé- 
nératrices, M.  Tcliebvclief  montre  comment  on  doit  choisir  la 
valeur  du  ravon  dans  les  intégrales  qui  donnent  la  valeur  des 
probabilités  d'après  leurs  fonctions  génératrices,  pour  faciliter  la  ^ 
détermination  de  leurs  valeurs  limites  dans  le  cas  où  le  nombrc^;^ 
des  épreuves  est  infiniment  grand. 

M.  Emile  Lemoime,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  cour--- 
munique  plusieurs  Théorèmes  de  Géométrie,  Ces  théorèmes  ^^^ 
rapportent,  les  uns  à  certains  points  remarquables  du  plan  d*i^^^ 
triangle,  les  autres  à  certains  lieux  définis  par  des  propriétés  d  ^^^ 
droites  menées  parallèlement  aux  côtés  d'un  triangle  par  un  poi  :^t 
de  son  plan. 
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M.  CoLLiGisoiH  e\|)os(»  ses  reclierclies  sur  cerUiins  Problèmes  de 
Mécanique,  Dans  cette  Communication,  M.  Collij^non  traite  d'a- 
l)or(l  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  corde  de  la  sphère 
lerreslre.  Il  suppose  pour  cela  que  la  densité  du  globe  soit  partout 
la  même,  et  que,  par  conséquent,  la  pesanteur  varie  à  rintéri:'ur 
proportionnellement  à  la  dishuice  au  centre.  11  suppose,  en  outre, 
que  le  glissement  du  point  développe  un  frottement  proportionnel 
à  la  pression  normale  exercée  par  ce  point  sur  la  droite  directrice 
et  que  le  coefficient /de  ce  frottement  soit  connu. 

Le  point  qui  se  meut,  sous  c(*s  conditions,  sur  une  corde  terrestre 
AB,  en  partant  de  Textrémité  A  de  celte  corde,  doit  s'arrêter  à  une 
certaine  distance  de  Tautre  hout  B  de  celte  corde.  Il  est  bien  remar- 
quable que  la  durée  de  ce  trajet  serait  égale  à  7:1 /_?  R  étant  le 

'^von  de  la  Terre  el  ;;»'  Taccélération,  due  à  la  pesanteur,  à  la  sur- 

lace  du  globe.  Cette  durée  est  donc  indépendante  de  la  direction 

"<*  la  corde  AB  et  ne  dépend  pas  davantage  du  coefficient  y.  S'il  n'v 

^^ait  point  de  frottement,  le  mobile  irait  jusqii'à  B  et  atteindrait 

''^  point  après  le  même  laps  de  tem|)S.  Si  Ton  voulait  appliquer  ce 

'Hode  de  locomotion  souterrain, dont  la  pesanteur  ferait  à  peu  près 

tous  les  frais,  on  pourrait  aller  d'un  point  quelconque  du  globe  à 

^^^  autre  en  ^1  minutes  1 1    secondes.  Cependant,  en  dehors  de 

^**fférenles  causes  qui  rendent  ce  système  impraticable,  M.  Col- 

'S^ion  remarque  que  les  pressions  énormes  que  l'air  atmosphé- 

'*'4*'c  devrait  exercer  aux  profondeurs   qu'on  serait  obligé  d'at- 

^^>nclre   pour   des   parcours  d'une   certaine   étendue   seraient  un 

^^'^siacle  absolu. 

M.  Collignon  passe  ensuite  à  la  considération  du  mouvement 
^  *^ri  point  M  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  courbe 
'^^  el  attiré  vers  un  centre  O  par  une  force  proportionnelle  à  la 
'*'stance  OM.  Il  examine  en  particulier  celle  question  :  «  Quelles 
^^ni  les  courbes  pour  lesquelles  ce  mouvement  est  pendulaire^ 
^'  esi-à-dire  identique,  quant  à  la  relation  qui  existe  entre  les  arcs 

parcourus  et  le   temps,  au  mouvement  d'un   point  sur  une  droite 
p  .  .  . 

**^e  quand  il  est  attiré  par  un  point  fixe  de  la  droite  proportion- 
nellement à  la  distance  à  ce  point?  »  Les  courbes  ayant  cette  pro- 
priété, et  que  M.  Collignon  appelle  pendulaires,  sont  telles  que 
e      rajon    vecteur  /*   e!   l'an!   s  sont    liés   par  une   relation   de   la 
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forme 

/•*  =  ^5*  -H  hs  -+-  c, 

r/,  6,  c  étant  des  constantes.  Si,  par  une  ligne  AB  pendulaire  par 
rapport  à  un  point  O,  Ton  fait  passer  un  cône  avant  son  somme/ 
en  O,  on  aura  encore  les  courbes  pendulaires  par  rapport  au  mémf 
point  en  déroulant  ou  en  enroulant,  comme  on  voudra,  cette  surface* 
conique.  La  recherche  des  courbes  pendulaires  dans  Tespace  se  ra- 
mène donc  à  la  même  recherche  dans  le  plan.  M.  CoUignondonn^ 
en  finissant  Téquation  générale  en  termes  finis  des  courbes  pendu- 
laires planes. 

La  section  procède  ensuite  à  l'élection  de  son  Président  et  ci** 
ses  délégués  pour  Tannée  prochaine.  M.  CoUignon  est  élu  pré^  ■" 
dent  à  Tunanimité.  M.  Mannheim,  délégué  sortant,  est  élu  deno"^*' 
veau . 

Séance  de  raprés-midi. 

M.  Casalonga  fait  une  Communication  Sur  la  transformalic^^^^^ 
(le  la  chaleur  en  traita  il  mécanique  et  réciproquement. 

M.  le  D""  Gl'ébhaud  expose  un  Procédé  expérimental  pour 
résolution  du  problème  des  isothermes  dans  le  plan.  M.  Gué 
hard  a  été  conduit,   par  ses  expériences,  à  ce   résultat  que  lor^  ^ 
qu'on  place  à  une  petite  distance  d'une  feuille  horizontale  de  m^^ 
tal,  exactement  limitée  aux    parois   perpendiculaires  d'une   au 
électrique,  un  système  cylindrique  quelconque  d'électrodes  vert 
cales,    les  anneaux   colorés    (de  Nobili)  qui   prennent  naissan 
figurent  avec  une  très  grande  approximation  le  système  théorîqu 
des   lignes  équipotentielles  que  donnerait  l'application  directe 
ces  mêmes  électrodes  sur  un  plan  conducteur  du  même  conto 
que   la  feuille.  Cela  permet  de   réaliser  divers  systèmes  de  lign^   ^ 
équipotentielles  ou  isothermes  de  ce  plan. 

MM.  GoLLiGJMON,  Henwessy  et  Stephanos  présentent  des  obse:  '^ 
vations  sur  le  sujet  de  cette  Communication. 

M.   Baehr   parle  Sur   une  question   d^optique.   Le  problè 
traité  par  M.  Baehr  est  le  suivant  :   «  Ëtant  donné  un  cvlind 
circulaire  sur  la  surface  duquel  se  réfléchissent  des  rayons  lu 
neux  issus  d'un  point,  trouver  sur  le  cylindre  des  courbes  tel 
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•jiM' les  ra\ons  réiléchis  suîvHnl  les  poinls  de  res  courbes  forment 
des  surfaces  développahles. 

M.  Hkwwkssy,  membre  de  la  Société  royale  de  Londres,  profes- 
seur à  Dublin,  fail  une  Communication  Si/r  une  question  de 
Ghdésie.  M.  Hennessy  parle  de  la  mélbode  à  suivre  pour  détermi- 
ner la  valeur  la  plus  probable  de  In  longueur  de  Fane  polaire  de 
la  Terre  en  partant  des  mesures  faites  de  divers  méridiens  ter- 
restres. 

M.  TcHEBYCHEF  fait  quclqucs  remarques  à  propos  de  cette  Com- 
munication. 

M-  le  Président  présente  ensuite  à  la  section  les  travaux  manu- 
scrits suivants  : 

t'Ssai  sur  une  génération  géométrique  des  raies  de  Fraun- 
nofer^  par  M.  Escaiiy,  professeur  au  Prylanée  militaire; 

'^ote  sur  un  des  principes  de  la  Géométrie^  par  M.  Laquièkr, 
ancien  élève  de  TEcole  Polytechnique; 

Sur  les  sphères  assujetties  à  rester  tangentes  à  deux  sur- 
fdres  données,  par  M.  Pkllet; 

*^''/'  tes  équations  résolvantes,  par  le  même. 

''f'moire  sur  r intégration  d'une  classe  d'équations  aux 
fl^^Wées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépen- 
danieg^  par  M.  Tumquan,  docteur  es  Sciences. 

Séance  du  30  août. 

^H.  ïcHEBYCHEF  fait  unc  Communication  ^Sur  les  fonctions  dont 
^  dérivée  d'un  certain  ordre  s'éloigne  le  moins  possible  de 
^^o.  —  M.  Tchebychef  montre  le  rAle  que  jouent  ces  fonctions 
^'^s  la  question  d^'nterpolation  et  dans  le  problème  de  raccorde- 
'^^'ïl,  fait  voir  comment  on  peut  les  déterminer  dans  le  cas  le  plus 
''^ïple,  et  indique  enfin  un  théorème  d'Analvse  qui  en  résulte. 

^I.  BouQL'ET  DK  LA  Gkye,  ingénieur  hydrographe  de  la  marine, 
P^^'Ie  Sur  l'intensité  de  la  pesanteur, 

'^.  Cornu,  membre  de  l'Institut,  ajoute  quchpies  observations 
'*'**  le  sujet  de  cette  Communication. 

^.  Cyparissos  Stephanos  fait  une  Communication  Sur  les  inva- 
^^^ts  des  formes  du  cinquième  et  du  sixième  ordre.  M.   Ste- 
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phanos  indique  les  principaux  résultats  auxquels  on  arrive  dar 
théorie  des  invariants  d'une  forme  hinaire  du  sixième  ordre,  1« 
que  Ton  considère  cette  forme  comme  la  jacobienne  d'un  faisc 
de  formes  binaires  du  quatrième  ordre.  11  fait  ensuite  rapplical 
de  ces  résultats  à  la  théorie  des  invariants  de  la  forme  du  cinquî^ 
ordre.  Une  forme  binaire  f  du  sixième  ordre  admet,  comme 
sait,  cinq  invariants,  A,  B,  C,  D,  R,  qui  sont  respectivement! 
déférés  2,  4?  6,  10,  i5,  par  rapportaux  coefficients  de  cette  forr 
D'un  autre  côlé,  un  faisceau  de  formes  biquadratiques  ajan 
pour  jacobienne  admet  comme  invariants,  à  côté  de  A,  B,  C,  de 
autres  invariants,  plus  simples  que  D  et  R,  dont  l'un.  De,  est 
second  degré,  el  l'autre,  E,  du  neuvième  degré,  par  rapport  î 
coefficients  des  covariants  (Hémentaires  /et  0  =  6^  du  faisce 
Par  suite  de  cela,  les  invariants  D  et  R  peuvent  être  exprimés 
fonction  entière  de  A,  Do,  B,  G  et  E.  Ainsi,  l'invariant  D  est  i 
à  une  fonction  de  A,  De,  B  et  C.  Cependant  R  se  décompose 
deux  facteurs,  dont  l'un  coïncide  avec  E,  tandis  que  l'autre  p 
être  exprimé  en  fonction  de  A,  De,  B,  C.  En  dehors  de  cet  in 
riant  R,  il  y  a  aussi  d'autres  combinaisons  entières  des  invariî 

A,  B,  C,  D  qui  se  décomposent  en  deux  facteurs,  fonctions 
invariants  A,  De,  R,  C.  Tel  est  le  discriminant  de  la  forme  y*.  I 
est  de  même  pour  l'invariant  de /dont  l'évanouissement  expriui 
condition  pour  que,  parmi  les  cinq  faisceaux  de  formes  biquadi 
ques  ayanty*  pour  jacobienne,  il  y  en  ait  deux  qui  coïncident.  E 
le  cas  où  la  forme  /coïncide  avec  la  hessienne  d'une  forme  ç 
cinquième  ordre,  et  que,  de  plus,  le  faisceau  considéré, ayant/p 
jacobienne,  est  formé  par  les  premières  polaires  de  ©,  la  seule  | 
ticularité  qui  s'introduit  dans  le  système  des  cinq  invariants  A, 

B,  C,  E  consiste  en  ce  que  De  devient  égal  à  un  multiple  nui 
rique  de  A.  Les  quatre  invariants  de  la  forme  cp  du  cinquième  01 
coïncident  alors  avec  les  quatre  invariants  A,  B,  C,  E  du  faisc 
dont  il  s'agit. 

M.  le  colonel  Ferrero  fait  une  Communication  Sur  la  néces 
de  coordonner  les  trcn^aux  cartographiques  et  géométrique 
toutes  les  administrations  de  V Etat  et  sur  V institution ^  d 
ce  butj  d^un  Conseil  central, 

C.  s. 
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V.  EKMAKOF.  —   lNTK<iRATION    DES  KQI  \TIONS   DIFFKRENTIELLFS   DE    I.A   MÉCA- 

>'iQUR.   —  Intégration  des  êoiations  du   premier  ordre  aux  dérivées 

PARTIELLES. 

PRKFACE. 

Dans  cet  Ouvrage,  je  me  propose  principalement  de  parler  des 

inélhodcs  d'intégration  des  équations  qu'on  nomme  cdnoniques. 

Il  n'existe,    à   ma  connaissance,   aucun  Traité  complet   où  cette 

question  soit  traitée  conformément  aux  exigences  de  la  Science 

moderne;  c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  faire  paraître  cet  Ouvrage. 

En  outre,  selon  mon  avis,  les  géomètres  qui  ont  traité  la  ques- 
tion d'intégration  des  équations  canoniques  ont  suivi  une  méthode 
dexposition  incommode,  simple  au  début,  mais  qui  présente  de 
grandes  difficultés  dans  la  suite.  Au  lieu  de  commencer  directe- 
ment par  traiter  l'intégration  des  équations  canoniques,  Jacobi, 
"Our,  Serret,  Bertrand  et  d'autres  géomètres  se  sont  occupés  ex- 
clusivement de  l'intégration  des  équations  diiïerentielles  du  pre- 
ïnier ordre  aux  dérivées  partielles;  car  l'intégration  des  équations 
Cîinoniques  peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
''cntielle  aux  dérivées  partielles. 

Il  m'a  semblé  qu'il  valait  mieux  commencer  par  l'exposition  de 

'^  théorie  complète  de  l'intégration  des  équations  canoniques;  on 

P^ui  alors,  en  quelques  mots,  montrer  de  quelle  manière  on  peut 

déduire  d'un  système  d'intégrales   des  équations  canoniques  une 

'niégrale  d'une  équation  du  premier  ordre  aux  dérivées  partielles; 

^  ^st  cette  méthode   que  j'emploie   dans  cet  Ouvrage.   Jacobi  et 

"^ur,  qui  ont  choisi   une  voie  commode,  n'ont  pu  donner  ime 

théorie  complète  de   l'intégration  des  équations  simultanées   du 

P'^eniier  ordre  aux  dérivées  partielles.  Et  il  n'y  a  pas  longtemps 

^^'e  Lie  et  Mayer,  avec  une  difficulté  assez  grande,  ont  démontré 

S^e  l'intégration  de  ni  équations  simultanées  du  premier  ordre 

^^X    dérivées  partielles  peut  être  ramenée  à   l'intégration  d'une 

-^^ule  équation  différentielle  avec  un  nombre  des  variables  diflerant 

^    premier  de  m  —  i.  Le  théorème  de  Lie  et  Maver  est   d'une 

liuU  des  Sciences  maihém.,  '\'  sc'rio,  t.  VII.  (Jiiillnt  i8S3.)  l'i 
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grande  îinporlance  pour  les  éqiialîons  canoniques;  en  voici 
motif.  Jacobi  a  démontré  que  Tintégration  des  équations  cano 
ques  avec  2/1-4-1  variables  peut  être  ramenée  à  Tintégration  d\ 
équation  aux  dérivées  partielles  avec  n  -h  i  variables^  et  récip 
quement. 

De  plus,  Jacobi  a  démontré  que,  ayant  obtenu  pour  les  éq 
tions  canoniques  m  intégrales  qui  satisfont  à  certaines  conditio 
on  peut  ramener  l'intégration  des  équations  canoniques  à  Tin 
gration  de  m  -|-  i  équations  aux  dérivées  partielles  avec  n  - 
variables.  Jacobi  s'arrêta  à  ce  théorème  et  n'en  tira  pas  d'aul 
conclusions.  De  cette  manière,  Jacobi  avait  augmenté  les  diffic 
tés  du  problème;  car,  au  lieu  d'une  équation  avec  /i -f- i  var 
blés,  nous  avons  à  intégrer  m  -j-  i  équations  aux  dérivées  partie! 
ayant  le  même  nombre  de  variables.  Lie  et  Mayer  ont  fait  dis 
raître  ce  malentendu,  car  ils  ont  démontré  que  l'intégration 
m  -h  I  équations  aux  dérivées  partielles  avec  n  +  i  variables  p 
être  ramenée  à  l'intégration  d'une  seule  équation  avec  n  —  m  - 
variables.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  Jacobi  donne  une  méthc 
pour  ramener  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partiel, 
avec  n  —  m  -f- 1  variables  à  l'intégration  des  équations  canoniqu 
avec  2  Al  —  2  m  4-  I  variables. 

En  employant  une  voie  assez  longue,  nous  parvenons  au  rési 
tat  suivant  : 

Si  nous  avons  m  intégrales  qui  satisfont  à  certaines  condition 
alors  le  nombre  des  variables  dans  les  équations  canoniques  pe 
être  diminué  de  2  m.  Ce  théorème  est  démontré  dans  ce  Mémoi 
sans  employer  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

On  sait  que  Cauchy  a  posé  et  résolu  le  problème  suivant  : 

Intégrer  une  équation  aux  dérwées  partielles  du  premi 
ordre,  de  telle  manière  que  la  fonction  cherchée  pour  ui 
valeur  particulière  d^une  variable  soit  égale  à  une  fonctii 
donnée  des  autres  variables. 

Pour  résoudre  ce  problème,  Cauchy  a  donné  une  méthode  diE 
rente  de  la  méthode  de  Jacobi. 

Jusqu'à  présent,  personne  n'est  parvenu  à  perfectionner  la  m 
thode  de  Jacobi  de  manière  à  l'appliquer  directement  à  la  résol 
tîon   du    problème  de   Cauchy.    Dans  ce   Mémoire,   je  démon  1 
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qu'en  employant  ma  méthode,  qui  n'est  autre  chose  que  la  mé- 
ihode  de  Jacobî  appliquée  exclusivement  aux  équations  canoni- 
ques, le  problème  de  Cauchy  se  ramène  ^'i  Télimination  des  varia- 
bles entre  certaines  équations.  Le  problème  de  Cauchv  est  surtout 
simplifié  dans  ma  méthode  par  Tintroduclion  d'une  nouvelle 
notion  :  «  l'intégrale  principale  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  »  Je  montre  de  quelle  manière  on  peut 
obtenir  cette  intégrale.  On  peut  aussi  obtenir  sans  difficulté  Tin- 
lég^ale  principale  des  équations  aux  dérivées  partielles,  si  le 
système  complet  des  intégrales  des  équations  canoniques  est 
connu. 

Ainsi  ce  Mémoire  présente  une  théorie  complète  et  systéma- 
tique de  l'intégration  des  équations  canoniques  et  des  équations 
aux  dérivées  partielles  de  premier  ordre. 

Je  donne  ensuite  une  théorie  abrégée  de  l'intégration  des  sys- 
tèmes des  équations  canoniques  simultanées.  Je  me  sers  des  sys- 
tèmes simultanés  comme  un  moyen  de  démontrer  quelques  théo- 
rèmes qui  se  rapportent  à  l'intégration  d'un  système  d'équations 
canoniques. 

On  sait  que  la  plupart  des  équations  de  la  Mécanique  ont  quel- 
tiues  intégrales  qui  ne  dépendent  pas  des  forces;  ces  intégrales 
sont  les  équations  des  aires  et  les  équations  du  mouvement  du 
centre  de  gravité. 

On  sait,  en  outre,  que  ces  équations  ne  dépendent  pas  de  la 
position  des  axes  de  coordonnées,  c'est-à-dire  qu'ils  conservent 
leurs  formes  si  nous  les  rapportons  à  des  axes  des  coordonnées 
arbitraires. 

(^eci  donne  naturellement  naissance  à  la  question  suivante  :  Ces 
"eux  propriétés  des  équations  de  la  Mécanique  ne  sont-elles  pas 
"^es  l'une  à  l'autre  étroitement? 

Je  réponds  à  cette  question  affirmativement,  et  je  démontre, 
^^ns  le  §  38,  un  théorème  plus  général  :  «  Si  une  équation  cano- 
''ique  peut  être  transformée  dans  une  autre  forme  aussi  canonique, 
^1  les  formules  de  transformation  contiennent  m  constantes  arbi- 
traires qui  n'entrent  explicitement  ni  dans  les  équations  données, 
^'oans  les  transformées,  alors,  en  se  servant  des  quadratures,  on 
peut  obtenir  m  intégrales  des  équations  données.  »  Ces  intégrales 
^obtiennent  par  des  formules  de  transformation  ;  ainsi  elles  se- 
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ront  des  intégrales  communes  pour  toutes  les  équations  cano 
quesy  lesquelles,  étant  transformées  à  Taide  des  mômes  formu] 
ne  contiennent  de  constantes  arbitraires  ni  dans  la  forme  initia 
ni  dans  la  forme  transformée.  En  exposant  une  méthode  tout  à  /! 
nouvelle  pour  l'intégration  des  équations  canoniques,  je  suis  lo 
de  penser  que  mon  exposition  sera  à  l'abri  de  toute  objeclio; 
J'espère  que  mes  lecteurs  me  pardonneront  s'ils  trouvent  dai 
mon  travail  quelques  parties  un  peu  obscures.  J'ai  tâché  d'expos* 
d'une  manière  brève  et  concise  les  théorèmes  connus. 

En  exposant  les  méthodes  pour  trouver  l'intégrale  singulière 
l'intégrale  générale  de  l'intégrale  complète,  j'évite  d'employer 
déterminant  fonctionnel,  ce  qui  rend  mon  exposition  plus  brè 
et  plus  claire. 

Voici  le  sommaire  de  cet  Ouvrage  : 

Dans  les  §  1  à  7,  j'expose  les  méthodes  d'intégration  des  éqi 
tions  didérentielles  simultanées  simples  et  des  équations  linéaii 
aux  dérivées  partielles.  Les  théorèmes  démontrés  dans  ces  pai 
graphes  servent  d'introduction  à  l'intégration  des  équations  can 
niques. 

Dans  le  §  8,  je  donne  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  l'i 
tégrale  des  équations  canoniques,   et  j'introduis  le  symbole 
Poisson. 

Dans  le  §  9,  je  démontre  une  identité  donnée  pour  la  premii 
fois  par  Donkin. 

Dans  le  §  10,  je  démontre  le  théorème  de  Poisson,  lequel  don 
le  moyen,  à  l'aide  de  deux  intégrales,  d'obtenir  la  troisième. 

Dans  les  §  11  à  li,  je  donne  les  formules  les  plus  généra 
pour  la  transformation  des  équations  canoniques,  d'une  telle  nr 
nièrc  que  les  équations  transformées  conservent  aussi  la  for 
canonique. 

Dans  le  §  lo,  je  démonlro  que  l'intégration  des  équations  cai 
niques  peut  être  ramenée  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dé 
vées  partielles  du  premier  ordre. 

Dans  les  §  16  et  17,  on  trouve  quelques  conséquences  des  I 
mules  de  transformation  des  équations  canoniques. 

Dans  le  §  18,  je  démontre  une  propriété  particulière  des  iv 
grales  des  équations  canoniques. 
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Dans  le  §  19,  je  démontre  que  de  la  moilié  du  nombre  des 
intégrales  qui  satisfont  à  certaines  conditions,  on  peut  obtenir  les 
autres  intégrales  des  équations  canoniques,  de  môme  que  Tînté- 
grale  de  l'équation  différentielle  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  20,  je  démontre  une  particularité  d*un  système  des 
intégrales  canoniques. 

Dans  le  §  21,  je  prouve  l'existence  d'une  infinité  des  intégrales 
canoniques. 

Dans  le  §  22,  je  donne  les  conditions  de  l'existence  simultanée 
(le  quelques  systèmes  d'équations  canoniques. 

Dans  le  §  23,  on  trouve,  pour  les  systèmes  des  équations  cano- 
niques simultanées,  un  théorème  analogue  à  ce  qui  est  donné 
clans  le  §  13  pour  un  seul  système. 

Dans  le  §  24,  je  prouve  que  l'intégration  de  m  systèmes  simul- 
tanés des  équations  canoniques  avec  2 /î -}- m  variables  peut  être 
ramenée  à  l'intégration  d'un  système  des  équations  canoniques 
avec  2/1  4- 1  variables. 

Dans  le  §  2o,  on  démontre  une  particularité  des  intégrales  des 
équations  canoniques. 

Dans  les  §  26,  27  et  28,  on  expose  la  méthode  de  Jacobi  pour 
obtenir  des  intégrales  de  telle  sorte  que  les  parenthèses  de  Pois- 
son, formées  avec  elles,  deviennent  identiquement  égales  à  zéro. 

Dans  le  §  29,  on  démontre  que,  ayant  ///  intégrales  satisfaisant 
a  quelques  conditions,  le  nombre  des  variables  dans  les  équations 
canoniques  peut  être  diminué  de  2//*. 

Dans  les  §  30  et  31,  on  donne  une  autre  méthode,  un  peu  diffé- 
rente de  la  précédente,  pour  diminuer  le  nombre  des  variables. 

"*ïis  les  §  32  et  33,  nous  analysons  quelques  cas  particuliers 
ues  équations  canoniques. 

l-'^ns  le  §  34,  se  trouve  exposée  la  méfhode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires  dans  l'intégration  des  é(|uations  de  la  per- 
turba lion. 

D^ris  le  §  3o,  je  démontre  que,  si  les  formules  de  transformation 
Qcs  équations  canoniques  contiennent  m  constantes  arbitraires, 
lesquelles  n'entrent  ni  dans  les  équations  données  ni  dans  les 
<*quaiîons  obtenues,  alors,  à  l'aide  des  quadratures,  on  peut  trouver 
'""^tégrales  indépendantes  des  formes  des  équations  données. 

^^tis  les  autres  paragraphes,  je  démontre  de  quelle  manière. 
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d^un  système  complet  d'intégrales  des  équations  canoniques,  o 
peut  obtenir  les  différentes  intégrales  des  équations  aux  dérivéi 
partielles  du  premier  ordre. 

Dans  le  §  36  sont  données  les  formules  générales  de  la  transfo 
mation  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  37,  je  démontre  que  chaque  équation  aux  dérivé^ 
partielles  peut  être  transformée  de  telle  manière  que  Téquatic 
transformée  ne  contiendra  pas  la  fonction  cherchée,  mais  seul 
ment  ses  dérivi'es  partielles. 

Dans  le  §  38,  nous  exposons  la  méthode  pour  obtenir  Tin tégrs 
complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  §  39,  nous  exposons  les  conditions  de  l'existence  : 
multanée  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  avec  ii 
seule  fonction  cherchée. 

Dans  le  §  iO,  nous  donnons  la  méthode  pour  obtenir  une  ia 
grale  complète  de  quelques  équations  aux  dérivées  partielles. 

Dans  les  §  41  et  42,  je  montre  de  quelle  manière  on  peut 
duire,  de  Tintégrale  complète,  l'intégrale  singulière  et  générale 

Dans  le  §  13,  je  montre  que  l'intégrale  complète  peut  ^ 
représentée  sous  différentes  formes,  et  je  donne  une  méthode  p< 
obtenir  l'inlégrale  principale. 

Dans  le  §  44,  j'expose  la  méthode  pour  résoudre  le  problèr 
de  Cauchv. 


MÉL\NGES. 

ACHÈVEMENT  DE  LA  DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  ÉLÉMENTAIf 
DONNÉE  PAR  STEINER  POUR  CE  THÉORÈME  :  n  LE  CERCLE  POSSËI 
LA  PLUS  GRANDE  PARMI  TOUTES  LES  FIGURES  PLANES  ISGPÉR 
MÈTRES  ;  » 

Par  m.  11.  KDLKR,  de  Hallk. 

(Prcsenlc  à  la  Soci«Hc  royale  de  Gôttingue  par  H. -A.  Schwarz.) 

Traduction  par  M.  l'abbc  Pa^homiuer. 

Une  grande  partie  des  recherches  que  Steiner  a  puhliées  da 
deux  Mémoires  insérés  dans  le  XXIV*^  volume  du  Journal  de  Crei 
sous  ce  titre  :  «  Sur  le  maximum  el  le  minimum  des  ligiires  dans 
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r»,  sur  la  sphère  et  dans  Tespace  en  général  »,  l'epose  sur  ce  ihéo- 


e  que  de  toutes  les  figures  planes  de  même  périmètre  le  cercle 
\ai  plus  grande  surface. 

On  a  élevé  contre  les  démonstrations  géométriques  élémentaires 

r^directes  que  Steiner  a  données  de  ce  théorème  fondamental  l'ob- 

leclion  formelle  qu'elles  reposent  toutes  sans  exception  sur  une 

\ivpothèse  non  démontrée.  En  effet,  chacune  de  ces  démonstrations 

repose  sur  l'une  ou  l'autre  des  hypothèses  suivantes  : 

I**  De  toutes  les  figures  planes  de  même  périmètre  il  y  en  a  une 
dont  la  surface  est  maximum  ; 

•k?  De  toutes  les  figures  planes  de  même  surface  il  y  en  a  une 
dont  le  périmètre  est  minimum. 

Ces  hypothèses  restent  sans  démonstration.  De  plus  les  démon- 
strations de  Steiner  restent  sujettes  à  la  même  critique  que  Steiner 
a  dirigée  contre  la  démonstration  donnée  par  Lhuilier  pour  le 
théorème  que,  de  tous  les  triangles  de  même  périmètre,  le  triangle 
équilatéral  a  la  plus  grande  surface. 

Pour  ce  dernier  théorème,  en  montrant  directement  qu'un 
triangle  équilatéral  a  une  plus  grande  surface  que  tout  autre 
tnanglede  même  périmètre,  Steiner  en  a  donné  une  démonstration 
remarquable  de  rigueur  et  de  simplicité,  mais  il  a  fait  aussi  désirer 
pour  le  théorème  fondamental  se  rapportant  au  cercle  énoncé  plus 
naut  une  démonstration  géométrique  élémentaire  directe  d'une 
simplicité  analogue  et  d'une  égale  rigueur. 

Par  une  démonstration  publiée  dans  le  X*  Volume  du  Journal 
pour  renseignement  des  Sciences  mathématiques  et  naturelles 
■    1^1  p-  245),  j'ai  essayé  de  satisfaire  aux  conditions  de  rigueur 
imposées  à  une  telle  démonstration. 

Cette  démonstration  repose  essentiellement  sur  ceci  :  qu'il  est 
toujours  possible  de  transformer  par  des  constructions  géométri- 
^les  un  polygone  irrégulier  terminé  par  2"  côtés  rectilignes  en  un 
polygone  régulier  d'un  même  nombre  de  côtés,  et  de  même  péri- 
mètre, mais  comprenant  une  plus  grande  surface.  La  surface  du 
poljgone  régulier  est  alors  comparée  à  celle  du  cercle  de  même  pé- 
nmètre  au  moyen  de  considérations  géométriques  simples. 

lî-n  continuant  à  m'occuper  de  ce  sujet,  j'ai  trouvé  que  la  démon- 
stration était  susceptible  d'être  notablement  simplifiée  tout  en  con- 
"^^^rvant  l'idée  fondamentale,  de  sorte  qu'après  cette  simplification 


9O0  PREMIÈRE   PARTIE. 

elle  eiilri^  coinplètemcnt  dans  l'ordie  des  idées  ({i>i  jouent  un  i 

fondamental  dans  les  reclierclies  de  5teiner  et  qu'elle  peut  < 

considLTce  comme  uno  conltiiiiation ,  un  complément  des  co 

dérations  se  rapportant  au  cinquième  mode  de  démonstration 

Steinor. 

C'est  cette  démoniitration  simpliliéc  que  je  vais  me  perrae 
d'exposer. 

I.  Etant  donné  un  polvgoiie  irrégulicr  quelconque  terminé 
n  côtés  rectilignes,  on  peut  coustruire  itn polygone  régultei 
■a"~'  côtés  an  plus  de  moindre  pértmèu-e  et  dont  la  surface 
supérieure  ou  an  moins  égale  à  celle  du  polygone  proposé. 

Démouslialion.  —  Qu'on  imagine,  menées  par  les  «  somi 
du  polygone  donné  P»,  n  droites  parallèles  entre  elles  par 
quelles  la  surface  du  polygone  est  divisée  en  (n  —  i)  trapèzes 
rallèles  dont  deux  sont  remplacés  par  des  triangles.  Si  l'on  Ir 
forme  ces  trapèzes  parallèles  d'apK^s  la  méthode  de  Steiner  i 
le  cinquième  mode  de  démonstration  (  (Kuvres  de  Steù 
t.  H,  p.  a(ii),  en  conservant  la  longueur  des  cdtés  parallèles, 
distance,  par  un  simple  glissement  le  long  des  parallèles  sur 
quelles  ils  se  trouvent  de  manière  à  obtenir  des  trapèzes  parai 
avant  un  axe  de  symétrie,  de  tous  ces  trapèzes  svniétrique 
forme  un  nouveau  polygone  P,  (fig-  ')■ 


Le  polygone  P,  ala  même  surface  quePo.  maison  périmètre  ni' 
(Ire  :  il  a  ^(n  —  i)  côtés  et  est  divisé  par  s()n  axe  de  syméirli 
deux  moitiés  symétriques,  les  segments  de  polygone  S,  et  S', 
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De  la  iiièiue  iiianiùre  qu'un  a  (ail  dériver  k'  [lolvgone  P,  du  jhi- 
Ivsuae  Pii  faisons  dériver  du  polvgone  V,  un  polvj^oiie  P^  en  nic- 
nanl  par  les  sommets  de  P)  des  parallèles  k  l'axe  de  svmélne. 

Le  polygone  P^  a  môme  surface  ([tie  l'o,  mais  un  périmèlre 
moindre.  Il  a  au  plus  4('t  —  3)  <:ôtés,  et  eiil  séparé  par  ses  deu\ 


î^ 


axes    lin    svmétrîe   en    quatre    parties   sviiiélriques   deux  à  deux 

(jig.,).  ' 

Chacune  de  ces  parties  a  au  plus  (n  —  a  )  côtés  communs  avec 
'e  périmèlre  de  Pj.  (^nsidéruns-en  une  seulement  (Jig-  3).   Par 


""e  diagonale  passant  par  les  deux  sommets  se  trouvant  sur  les 
''^s  <]e  symétrie  on  sépare  la  surface  de  ce  segment  de  polygone 

SI  deux  parties,  à  savoir  un  (rîangle  rectangle  D^  et  un  segment 

i^^Vgonal  Sj.  Ou  peut,  en  conservant  son  hypoténuse,  changer  le 
'^igle  rectangle  Dj  en  un  autre  triangle  rectangle  îsoscéle  A^  qui 

'"^  une  surface  plus  grande  que  D^,  nu  égale  dans  le  cas  où  Dj 
'"Xiénie  était  isoscèle. 
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Changeons  le  segment  polygonal  en  choisissant  riivpoténu 
(lu  triangle  Do  pour  base  en  menant  par  les  sommets  de  S^  ri 
parallèles  à  cette  hypoténuse,  de  manière  à  avoir  un  segment  p. 
lygonal  St  de  même  surface,  de  même  base,  possédant  un  axe  4 
symétrie  perpendiculaire  à  cette  base.  Ce  segment  polygonal  4 
dehors  de  la  base  a  au  plus  'Ain  —  3)  côtés,  et  son  périmètre  n'e 
pas  en  tout  cas  plus  grand  que  celui  de  S2.  Si  maintenant  de  ^ 
et  de  Sa  on  forme  le  quart  d'un  polygone  P^,  comme  D^  et  Sj  fo 
ment  le  quart  du  polygone  Pj,  on  obtient  un  polygone  Pj  € 
'.JL^(n  —  3)  côtés  au  plus  qui,  ayant  un  périmètre  moindre  que  P 
a  une  plus  grande  surface  ou  au  moins  une  surface  égale. 

Le  polygone  P3  a  quatre  axes  de  symétrie,  dont  deux  conséci 
tifs,  forment  Fangle  {ir;  il  est  divisé  par  ces  quatre  axes  en  hu 
parties  symétriques.  Divisons  ensuite  une  de  ces  huit  parti 
du  polygone  par  une  diagonale  en  un  triangle  D3  ayant  cette  di 

gonale  pour  base  et  un  angle  au  sommet  égal  à  j  et  en  im  se 

ment  polygonal  S3  qui,  outre  sa  base  commune  avec  le  triangle  E 
a  au  plus  (n  —  3)  côtés.  Transformons  le  triangle  D3  en  cons< 
vant  sa  base  et  Tangle  au  sommet  en  un  triangle  isoscèle  J 
Transformons  de  même  le  segment  polygonal  S3  en  un  segrae 
polygonal  S3  de  même  base,  de  même  surface  que  S3  et  d'un  p 
rimètre  moindre  ou  au  plus  égal,  possédant  un  axe  de  syméti 
perpendiculaire  sur  sa  base,  et  ayant,  outre  cette  base,  au  pi 
a(/i  —  4)  côtés. 

De  23  et  de  A3  formons  la  huitième  partie  d'un  nouveau  pol 
gone  Pj|  qui,  avec  un  périmètre  moindre  que  Po,  a  une  surface  pi 
grande  ou  au  moins  égale,  qui  possède  huit  axes  de  symétrie  do 
deux  consécutifs  font  entre  eux  un  angle  égal  à  -J  tz.  Le  nomb 
des  côtés  de  ce  polygone  est  au  plus  2*(/î  —  4)« 

On  peut  continuer  de  cette  manière.  Le  succès  (étonnant) 
cette  construction  consiste  en  ceci  que  l'opération,  dans  un  e» 
tain  sens,  se  termine  nécessairement.  A  chaque  opération,  en  eff 
dans  l'expression  donnant  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  1' 
des  facteurs  est  doublé,  Tautre  diminuant  d'une  unité  au  moins 
ne  pouvant  devenir  plus  petit  que  1. 

Après  n  opérations  au  plus  laconstruction  indiquée  conduit  de 
à  un  polygone  régulier  P  ayant  au  plus  2"~*  côtés  cjui  avec 
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moindre  périmètre  a  une  surface  supérieure  ou  au  moins  égale  à 
celle  du  polygone  donné  Po. 
Le  théorème  énoncé  est  par  suite  démontré. 

2.  Tout  polygone  régulier  a  une  surface  moindre  que  le  cercle 
(le  même  périmètre. 

Démonstration,  —  Soit  un  polygone  régulier  P  de  périmètre 
U,  soit  R  le  rayon  A\\  cercle  inscrit  dans  ce  polygone. 

Soit  un  cercle  K  dont  le  rayon  sera  R'  qui  ait  le  périmètre  U  et 
soilU'  le  périmètre  du  polygone  régulier  P',  circonscrit  au  cercle 
Ket  du  même  nombre  de  côtés  que  P. 

De  la  similitude  des  polygones  P  et  P'  il  résulte 

il  -  5. 
L'  ~  R' 

Désignons  par  P,  K,  P'  les  surfaces  de  ces  trois  figures,  on  a 
P=iRl,      K  =  ilVll,      P'=ilVL'. 

2  !A  2 

Qn  a  d  ailleurs  V  ]>  A*,  puisque  la  surface  k  est  une  partie  de  la 

surface  P.  Par  suite,  on  a  ainsi  U'  >  U,  d  où  aussi   IV  >  R,  donc 
K>p. 

'^^    Des    deux    théorèmes    1    et  II  réunis,    il   résulte    que    tout 
P^'Vgone  plan  Po,  limité  par  des  côtés  rectilignes,  a  une  surface 

^^'ndre  que  le  cercle  de  même  périmètre. 

^1  l'on  veut  établir  un  théorème  analogue  pour  une  figure  plane 
i^^lconque,  limitée  en  lout  ou   en  partie  par  des  lignes  courbes, 

'^  peut  continuer  comme  il  suit. 
Changeons,  d'après  une  des  méthodes  données  par  Steiner,  la 

S'^ireF,  qui  d'après  l'hypothèse  n'est  pas  un  cercle,  en  une  autre 
*8^re  F'  de  même  périmètre,  mais  rfe  plus  grande  surface  que 
*^  bgure  F.  Construisons  ensuite  un  polygone  rectiligne  Po  dont  les 

^nimels  soient  sur  le  périmètre  de  la  figure  F'  dont  les  côtés  soient 
P^ï*  suite  des  cordes  de  la  ligne  limitant  ¥\  et  dont  la  surface  dif- 
»*îre  de  la  surface  de  F'  de  moins  de  l'excès  de  la  surface  F"'  sur  la 
^^'nace  F.  Le  poUgone  Po  a  alors  soiis  un  moindre  périmètre  une 
pus  grajj  Je  surface  que  V.  Par  suite  du  théorème  précédent,  le 
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polygone  Po  a  une  surface  inférieure  à  celle  du  cercle  de  même 
périmètre,  et  à  plus  forte  raison  une  surface  inférieure  à  celle  du 
cercle  de  même  périmètre  que  la  figure  F.  Par  suite,  la  figure  F 
dont  la  surl'ace  est  inférieure  à  celle  du  polygone  Po  a  une  moindre 
surface  que  le  cercle  de  même  périmètre. 

Dès  lors  le  théorème  énoncé  au  commencement  est  ainsi  direc- 
tement démontré.  A.    P. 


SUR  LA  DÉFINITION  GÉOMÉTRIQUE  DES  POINTS  IMAGINAIRES; 

Par   m.  CYPAHiasoa  STKPHANOS. 

On  sait  que  les  éléments  imaginaires  ont  été  introduits  en  Géo^ ^^ 
métrie,  par  Poncelet  et  (^liasles,  pour  les  mêmes  raisons  que  Tin.^-^ 
troduction  des  quantités  imaginaires  s'est  imposée  à  Tanalyse. 
illustres  géomètres  se  sont  contentés  toutefois  d'examiner  celles  d< 
propriétés  de  deux  éléments  imaginaires  conjugués  qui  se  ra| 
portent  d'une  manière  symétrique  à  ces  deux  éléments.  De  cel 
manière  la  question  de  la  séparation  de  deux  éléments  ima| 
naires  conjugués,  question  qui  consiste  à  caractériser  ces  de»  r^ 
éléments  par  des  propriétés  réelles  distinctes,  restait  intacte  JLw  ^ 
qu'à  ce  que  von  Staudt  en  eut  fait  connaître  la  solution  das^  J 
ses  Beitrage  zur  Géométrie  cler  Lage  (*). 

Depuis,  plusieurs    travaux  remarquables  ont  été  consacrés  ài^B 
théorie  de  Staudt  ('-).  11  est  pourtant  fort  à  regretter  que  ce-?^j^  i 
théorie  ne  soit  pas  encore  siiflisamment  connue. 

Il  send^Ie  que,  pour  présenter  cette  théorie  d'une  manière  app^ — )/•( 
priée  aux  habitudes  les  plus  comnumes  parmi  ceux  qui  s'intéress  -=-e/ï 
à  la  Géométrie,  on  ne  saurait  mieux  faire  que  de  l'établir  en  s  "a/- 
dant  de  considérations  analytiques.  C'est  ce  que  noijs  avons  ta  ^ciie 
de  faire  dans  ce  qui  suit  pour  donner  la  définition  géométrique  Jes 
points  imaginaires. 

Je  partirai  de  la  définition  analytique  d'un  point  imagina  m  »'^» 


(•)  NOriibcrfj,  iS-'iO,  18J7,  i8rto  (en  trois  livraisons). 

(')  Notammenl  relui  de  \f.  Liirolli  :  Das  Imagindre  in  der  Géométrie  und 
/technen  mit  Wiirfen  {Math.  Annnlen.  l.  VI II,  p.  iV'^-^i*). 


MÉLxVNGES.  2o5 

comme  un  poinl  (icLÎf  doiiL  les  coordonntM's  sont  imaginaires.  Je 
supposerai,  naliirellenienl,  que  les  formules  relatives  au  ehange- 
ment  des  coordonnées,  valables  pour  les  points  réels,  le  sont  aussi 
pour  les  points  imaginaires.  Cela  étant,  je  chercherai  les  proprié- 
tés réelles  qui  se  rattachent  à  un  point  imaginaire  et  qui  ])euvent 
servir  à  le  caractériser  complètement. 

Mais,  avant  d'aborder  cette  question  même,  je  vais  passer  en 
revue  certains  faits  qui  rendront  notre  tâche  plus  aisée. 


1.  Une  droite  doit  être  considérée,  indépendamment  de  toute 
nolion  métrique,  comme  une  ligne  fermée  pouvant  être  parcourue 
<"»  entier  par  un  point  suivant  deux  sens  différents. 

On  peut  aller  d'un  point  d'une  droite  à  un  autre  point  en  sui- 
vant deux,  chemins  continus  différents,  en  se  mouvant  dans  un 
^<îns  ou  dans  l'autre,  et  décrivant  ainsi  l'une  ou  l'autre  des  deux 
portions  de  la  droite  aboutissant  à  ces  deux  points.  Ainsi  l'on  ne 
peut  définir  un  sens  sur  une  droite  qu'en  donnant  trois  points  A, 
*^ï  C,  qui  indiquent  trois  positions  successives  d'un  point  qui  se 
mouvrait  toujours  dans  le  même  sens  et  parcourrait  celle  des 
^^ux  portions  de  la  droite  aboutissant  aux  points  A  et  G  dans  la- 
^iielle  se  trouve  le  point  B. 

2.  Dans  tout  svstème  réel  de  coordonnées  établies  sur  une  droite 
^^  servant  à  attribuer  d'une  manière  uniforme  les  diverses  valeurs 
d'un  paramètre  \  aux  divers  points  de  cette  droite,  il  y  a  à  distin- 
R^er  trois  points  réels  Po,Pi,l*^  correspondant  respectivement 
^ux  valeurs  o,  i,oo  du  paramètre  X,  points  qui  jouent  un  rôle 
principal. 

I-.e  paramètre   \   correspondant   ainsi    à    un    point   réel    P    de 

^•eiie  droite   est,  comme  on  sait,  égal  au  rapport  anharmonique 

(P^PçP,  P).  Ce  paramètre  est  positif  pu  négatif  suivant  que  le 

sensPjjPP^  coïncide  avec  le  sens  PqPjP^  ou  bien  avec  le  sens 

P    P  P        * 

On  voit  ainsi  qu'étant  donné  un  système  de  coordonnées  sur 
»ine  droite,  ayant  pour  points  principaux  Po,  P|,  P^,  on  peut  appe- 
*^^  sens  positif  de  la  droite  le  sens  Po  P|  P^  et  srns  négatif  \e  sens 
contraire  P^  P,  Pq.  En  d'autres  termes,  on  peut  désigner  par  4-  et  — 
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les  deux  sens  PoP|l^^  el  P^P|Po  respectivement.  Réciproque- 
ment on  peut  attiicher  aux  deux  signes  H-  et  —  les  deux  direc- 
tions PqPiP^  cl  P^P|Po  respectivement.  Ce  dernier  principe  eu 
d'une  grande  importance  pour  Fintcrprétation  géométrique  des 
imaginaires,  comme  m)us  le  verrons  bientôt. 

3.  Étant  données  sur  une  même  droite  deux  séries  homogra- 
phiques  de  points,  on  sait  que,  lorsqu'un  point  de  la  première  se 
meut  dans  un  sens  déterminé  5i,  le  point  correspondant  de  la  se-   • 
conde  se  meut  aussi  dans  un  sens  déterminé  s^^  qui  peut  coïncider- 
avec  le  sens  -{-S\  ou  bien  avec  le  sens  — .V|.  Pourtant,  dans  le  cas^ 
où  la  correspondance  homographique  entre  les  deux  séries  est  sin — 
gulière,  il  n'en  est  plus  ainsi.  Dans  ce  cas,  intermédiaire  entre  le^ 
deux  précédents,  à  un  point  arbitraire  de  la  première  série  corres — 
pond  un  point  fixe  de  la  seconde,   tandis  qu'à  un  certain  poin 
de  la  première  correspond  un  point  arbitraire  de  la  seconde.  Di 
cette  manière  il  n'y  a  plus  moyen  de  lier  entre  eux  par  l'homogra. 
phie  considérée  deux  sens  s^  eis^  attachés  respectivement  aux  deu^  ^  j 
séries. 

La  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  p  eX.  q  àe  deu'    ^  i 

points  correspondants  dans  deux  séries  homographiques  est  de  I  M^ 

forme 

__  f^\P  -^  l\ 

Pour  que  cette  correspondance  homographique  soit  singulière  i. 
i'aut  que  le  déterminant 

A  =  /,/,-/:,/, 

de  la  substitution  précédente  soit  nul. 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  où  la  correspondance  homogn 
phique  n'est  point  singulière,  les  deux  sens  5|  et  S2  attachés  p 
l'homographie  sur  les  deux  séries  correspondantes  doivent  et 
identiques  ou  opposés  suivant  le  signe  de  A.  11  est  du  reste  aisé 
voir,  en  ayant  égard  au  cas  où  la  substitution  précédente  se  réda 
k  q=pj  que  c'est  le  premier  ou  le  second  cas  qui  a  lieu  suiva 
que  A  est  positif  ou  négatif. 

Ainsi  donc  : 

Si  l'on  a  sur  une  droite  une  Iwnwgraphie  réelle  entre  deu 


MÉLANGES.  207 

points  p  et  q^  définie  par  la  relation 


9  = 


ktp  -+- 1% 


les  deux  sens  Si  et  s^  de  cette  droite  qui  se  correspondent  y  par 
cette  homographie,  seront  identiques  ou  opposés  suivant  que  le 
déterminant 

A  =  k'i  If  —  k'i  II , 

est  positif  ou  négatif. 

4.  Lorsqu'on  a  sur  une  droite  deux  svstèmes  différents  de  coor- 
données, il  convient  de  savoir  comparer  entre  eux  les  sens  positifs 
attachés  à  ces  deux  systèmes.  La  proposition  précédente  permet 
de  trancher  cette  question  lorsqu'on  connaît  la  substitution 

par  laquelle  on  passe  du  premier  système  de  coordonnées  ().)  au 
«^cond([x). 

Soient  Po,P|,P^  les  points  principaux  du  premier  système  de 
coordonnées;  Q©,  Q»,  Q^  ceux  du  second. 
"  ^st  aisé  de  voir  que  : 

^  sens  positif  PoP^P^,  attaché  au  premier  système  de  coor- 
^^finées,  coïncide  avec  le  sens  positif  QoQ,i  Q,,  ou  bien  a^ec  le 
^^^s  négatif  Q^Qi  Q©,  attaché  au  second  système  de  coordon- 
'^^^^y  suis'ant  que  le  déterminant 

^  'a  substitution  {\)  par  laquelle  on  passe  de  Vun  à  Vautre  de 
ces  deux  systèmes,  est  positif  ou  négatif. 

Considérons  en  effet  la  correspondance  homographique  qui 
^^*sie  entre  deux  points  P  et  Q  liés  entre  eux  par  l'égalité  des  rap- 
P^ïts  anharmoniques 

(Q.QoQiQ)  =  (P.PoPiP). 

^ï^  voit  que  dans  cette  homographie  aux  points  P©,  Pi,  P^  corres- 

V^ndent  respectivement  les  points  Qo,  Qd  Q.-  Si  maintenant  p 

H  7  sont  les  paramètres  u.  de  deux  points  correspondants  P  et  Q, 


yio8  ruHAiicui':  r  Ali  TU*:. 

on  aura 

A'  =  (Q«QoQiP). 

De  là  on  voit  que  q  est  égal  au  paramètre  \  du  point  P  dont  le  p 
ramètre  [jl  est  égal  à  p,  La  correspondance  entre  P  et  Q  sera  do 
définie  dans  le  second  système  de  coordonnées  (jjl),  par  la  relalii 

Maintenant  on  peut  remarquer  que,  d'après  le  numéro  pré< 

dent,  le  sens  PqPiP^  attaché  à  la  première  série  est  identique 

opposé  au  sens  QoQi  Q.  attaché  à  la  seconde,  suivant  que  le  < 

terminant 

A  =  A|  /j  —  Aj  /| 

est  positif  ou  négatif.  C'est  bien  cela  qu'il  nous  fallait  démc 
trer  (*). 

II. 

o.  Deux  points  imaginaires  conjugués  sont  toujours  situés  s 
une  droite  réelle  sur  laquelle  ils  définissent  une  iavolution  qi 
dratique  ayant  ces  deux  points  pour  points  doubles.  Cette  invol 
tion  suffit  évidemment  pour  déterminer  le  couple  des  points  im 
ginaires  conjugués  dont  il  est  ainsi  le  représentant  géométriq 
réel. 

Si 

«0  ^^  -+■  ^'  ^i  3"  -T-  flfj  r=  o 

est  l'équation  qui  fournit  les  paramètres  x  des  deux  points  imag 
naires  conjugués  (pris  par  rapport  à  un  système  de  coordonné 
réelles  établi  sur  la  droite  réelle  qui  porte  ces  points),  la  corr« 
pondance  involutive  dont  il  s'agit  sera 

ao^r^ -f- ai  j*  H- «i^ -h  aj  =  o. 


(')  Aux  propositions  précéilenles  (n*»  3  el  4)  se  trouve  intimement  lie  ce 
connu:  qu'étant  donnés  trois  points  A,  R,  C  d'une  droite,  correspondant  aux 
leurs  ttj  6,  c  du  paramètre  "k,  le  sens  ABC  est  identique  ou  opposé  au  sens  P«Pg 

suivant  que  la  quantité 

(b  —  a)  (c  —  a)  {€  —  b) 

est  positive  ou  négative. 
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Une  pareille  involulion  a  cette  propriété  caractéristique  que  si 
Ton  considère  deux  points  x  et  >'  qui  se  correspondent  dans  cette 
involulion,  lorsque  le  point  x  se  meut  dans  un  sens  déterminé,  le 
point/  se  meut  aussi  dans  le  même  sens. 

C'est  précisément  ce  fait  qui  a  été  utilisé  par  Staudt  pour  la  sé- 
paration des  deux  points  doubles  d'une  pareille  involution,  puis- 
qu'il a  défini  un  point  imaginaire  comme  représenté  par  une 
involution  quadratique  {entre  les  points  d^unc  droite  réelle) 
sans  points  doubles  réels,  involution  supposée  décrite  dans  un 
sens  déterminé. 

Cela  revient  à  dire  que,  étant  donnés  deux  points  imaginaires  con- 
jugués, représentés  par  une  involution  quadratique  sans  points 
doubles  réels,  on  peut  séparer  ces  deux  points  entre  eux  en  leur 
attachant  respectivement,  et  cela  d'une  manière  bien  tranchée,  les 
deux  sens  différents  suivant  lesquels  la  droite  réelle  qui  les  porte 
peut  être  décrite. 

C'est  à  la  démonstration  de  ce  que,  de  cette  manière,  on  arrive  à 

séparer  entre  eux  deux  points  imaginaires  conjugués  que  je  passe 

"maintenant.  Mais,  à  côté  de  cette  démonstration,  nous  aurons  à 

observer  certains  faits  qui  permettent  de  constater  la  liaison  intime 

flui  existe  entre  le  fait  de  la  concordance  de  deux  sens  qui  se  cor- 

^spondent  dans  une  involution  quadratique  à  points  doubles  ima- 

^naires  et  de  ce  que  l'adjonction  de  sens  différents  à  deux  points 

imaginaires  conjugués  répond  bien  à  une  propriété  effective  de 

^^s  points,  liaison  qui  justifie  l'énoncé  sous  lequel  Staudt  a  pré- 

senté  la  définition  des  points  imaginaires. 

6.  Soient  deux  points  imaginaires  conjugués  P'  et  F',  et  sup- 
P^^ons  que  ces  points  aient,  dans  un  système  de  coordonnées 
'*^o>  P,,  ^^)  établi  sur  la  droite  réelle  qui  joint  ces  points,  pour 
f^^^a mètres  A  : 

V  =  a  -h  bi    et     V  =  a  —  bi. 

^  dis  que,  si  b  est  positif,  on  peut  distinguer  entre  eux  les 
^^^nts  V  etP"  en  attachant  au  premier  point  le  sens  PoPi  P.  et 
^  second  le  sens  opposé  P^P|Po,  et  cela  par  la  considération 
^  ^€  que  le  coefficient  de  i  dans  le  paramètre  X  du  premier  point 
^*^  positif,  tandis  qu'il  est  négatif  dans  le  paramètre  du  second 
»  ^^nt  (conformément  au  principe  du  n"  2). 

BuU.  des  Sciences  mathém.,  u'  série,  l.  Vil.  (Juillcl  i883.)  i5 
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Pour  prouver  que  celle  manière  d'attacher  des  sens  différents 
deux  points  imaginaires  conjugués  n'est  point  arbitraire,  mais  coi 
respond  à  une  propriété  effective  de  ces  points,  je  vais  montre 
que  les  sens  ainsi  attachés  à  deux  points  imaginaires  conju 
gués  sont  indépendants  du  choix  des  coordonnées . 

Soit 

o  =  aiix\  -h  laxXxX^  -f-  axx\  =  o 

Téquation  ayant  pour  valeurs  les  deux  paramètres  X'=  x',  Ijc,  c 
V=  x\  \x\,\je  premier  membre  de  cette  équation  doit  naturelle 
ment  conserver  un  même  signe  pour  tout  système  de  valeui 
réelles  de  x^  et  x^X  ce  signe  sera  celui  des  coefficients  «o  ^^  ^i*  J 
désignerai  par  e  l'unité  réelle  précédée  par  ce  signe. 

En  supposant  maintenant  qu'au  point  P  correspond,  d'après  • 
qui  précède,  le  sens  positif  PqPi  P^  et  au  point  P''  le  sens  oppos 
on  devra  avoir 


\  Xf  «0  rt« 


f 

où 

pour  que  le  coefficient  de  i  dans  la  valeur  de  X'  soit  positif. 
Rapportons  maintenant  les  deux  points  P'et  P*  à  un  secon( 

lème  de  coordonnées  (  a  =  -—  ).  Soit 


1^ 


^1  [^  -^  i\ 


ou  bien 

la  substitution  qui  permet  de  passer  du  premier  système  de  cc^o 
données  au  second.  Le  déterminant  de  cette  substitution  sera 

A  =  À:|/2  —  kili. 

L'équation  quadratique  'f  =  o,  transformée  par  cette  substi 
tîon,  deviendra 

*  =  Ao^î  H-  a  A,j,jKj  -y-  A,^î  =  o, 
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élant  posé 

Ao  =  «o^J  -r-  laïk^kt  -f-  a^k\. 

Al  =  ûfoArj l\  -f-  «iXi /j  -t-  a\kilx  -r-  a^kfl^j 

A j  =  ao  /J  -f-  a  «1  /i  /j  -h  aj  /J . 

Quant  aux  deux  racines  )/  et  V  de  l'équation  '^  =  o,  elles  sont 
Iransformées  respectivement  par  la  môme  substitution  en 


i 


^j  Ao  Ao 

Vj  Ao  Ao 


Comme  maintenant  y-  est  toujours  positif,  on  voit  que  ce  n'est 

que  lorsque  A  devient  négatif  qu'il  arrive  que  les  signes  des  coeffi- 
cients de  i  dans  ces  valeurs  de  [x'et  [x'^ne  soient  pas  les  mêmes  que 
les  signes  des  coefficients  correspondants  dans  les  valeurs  de  )/,  ).''. 
Or,  en  ayant  égard  au  résultat  du  n"  i,  d'après  lequel  c'est  seule- 
ment lorsque  A  devient  négatif  que  le  sens  positif^QoQi  Q^,  relatif 
î*u  système  de  coordonnées  [jl,  cesse  d'être  le  même  que  le  sens  [yo- 
5'tifPoP»P^,  relatif  au  système  X,  pour  devenir  identique  avec 
'  Opposé  de  celui-ci,  on  voit  que  les  sens  que  nous  avons  attachés 
ï'^spectivement  à  deux  points  imaginaires  d'une  droite,  quoique 
^^finis  nécessairement  par  une  propriété  de  leurs  coordonnées, 
'estent  les  mêmes  de  quelque  manière  que  l'on  change  le  système 
"^  coordonnées.  Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  très  im- 
portante énoncée  au  commencement  du  présent  numéro. 

'•  On  peut  aussi  interpréter  d'une  autre  manière  les  formules 
^^  numéro  précédent,  relatives  k  la  transformation  par  une  substi- 
lution  linéaire  des  paramètres  de  deux  points  imaginaires  conju- 
^^^s.  On  peut  en  effet  supposer  que  cette  substitution  représente, 
"^"i  plus  un  changement  de  coordonnées,  mais  une  correspon- 
^^ce  homographique  entre  deux  points  dont  les  paramètres 
'"*Os  un  même  système  ou  dans  des  systèmes  difierents  de  coor- 
^^ïïnées)  sont  A  et  [jl.  On  arrive  ainsi  au  résultat  important  sui- 
vaat  : 

•S't  /*o/î   considère  deux  séries  ho mo graphiques  de  points 
^J^f'£vant  être  situés  sur  deux  droites  différentes)  et  que  l'on 
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envisage  le  sens  s^  dans  lequel  la  seconde  série  est  décrite 
lorsque  la  première  série  est  décrite  dans  un  sens  déterminé  s  ^^ 
à  tout  point  imaginaire  de  la  première  série  attaché  au 
sens  +5,  {ou  au  sens  — s^)  correspondra  dans  la  seconde  un 
point  imaginaire  attaché  au  sens  -\-  S2  (ou  au  sens  —  S2). 

La  proposition  précédente  ne  saurait  évidemment  avoir  une  si- 
gnification bien  précise,  sans  la  démonstration  préalable  de  Tindé- 
pendanco  des  sens  attachés,  d'après  ce  qui  précède,  à  deux  points 
imaginaires  conjugués  du  choix  particulier  du  système  de  coor- 
données. Il  est  pourtant  à  remarquer  que  cette  indépendance  ne 
saurait  non  plus  exister  sans  (|ue  la  proposition  dont  il  s^agit  eu 
lieu  en  môme  temps,  puisqu'on  a  là  deux  faits  qui  ne  coDSti- 
luent  que  deux  interprélalions  différentes  d'un  même  fait  ana^ 
lytique. 

A  la  proposition  ])récédente  on  peut  rattacher  ce  fait,  que   lor^^ 
qu'on  a  sur  une  droite  deux  séries  homo graphiques  dont  U  ~ 
deux  points  communs  sont  imaginaires ,  les  deux  sens  s ^  et 
correspondants  de  ces  deux  séries  coïncident.  Dans  le  sens  «■ 
les  deux  séries  sont  en  situation  involulive,  on  obtient  précisém 
la  propriété  utilisée  par  Staudt  dans  sa  définition  des  points  im 
ginaires  (n"  o). 

8.  Etant  données  deux  séries  homographiques  de  points,  con^ 
dérons  un  couple  de  points  imaginaires  conjugués  de  la  premi* 
et  le  couple  des  points  correspondants  de  la  seconde.  Il  est  cB 
que  Tinvolution  ayant  pour  points  doubles  les  points  du  sec 
couple  sera  la  transformée,  ])ar  l'homographie  considérée,  del"*  i 
volution  déterminée  par  le  premier  couple,  c'est-à-dire  que  d^^i 
points  associés  de  cette  seconde  involution  seront  les  transforr:»'! 
(les  correspondants),  par  l'homographie,  de  deux  points  assoc:?î< 
de  la  première  involution. 

D'après  cela,  étant  donnée  une  homographie  réelle  à  points  fo»^ 
damentaux  (points  se  correspondant  à  eux-mêmes)  imaginai  re- 
chercher ces  points  fondamentaux,  c'est  chercher  les  involution^ 
points  doubles  imaginaires,  qui  sont  échangeables  avec  cette  b<^ 
mographie,  qui,  en  d'autres  termes,  sont  transformées  en  ell^-^ 
mêmes  par  cette  homographie.  II  n'y  a  naturellement  qu'une  seu  ^ 
involution    ayant   cette   propriété,    c'est  l'involution   ayant  poi   -' 
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points  doubles  les  points  fondamentaux  de  Thomographie  pro- 
posée (  *  ). 

9.  Il  peut  paraître  arbitraire  de  vouloir  employer,  pour  la  repré- 
sentation  géométrique  de  deux  points  imaginaires  conjugués,  Tin- 
vol  ution  quadratique  ayant  ces  points  pour  points  doubles,  plutôt 
que  toute  autre  homographie  ayant  ces  mêmes  points  pour  points 
Ibndamentaux.  Un  tel  procédé  de  représentation,  en  dehors  d'autres 
inconvénients,  présenterait   encore   celui-ci,    que  l'homographie 
ayant  deux  points  imaginaires  conjugués  pour  points  fondamen- 
taux serait  transformée  en  son  inverse  par  toute  involution  qui 
échange  entre  eux  ces  deux  points  imaginaires.  Cependant,  si  cette 
homographie  était  cyclique,   c'est-à-dire   si,    ré[)étép    un   certain 
nombre  k  de  fois  (A*  >>  2),  elle  donnait  l'homographie  identique, 
qui  fait  correspondre  chaque  point  à  soi-même,  on  pourrait  définir 
le  couple  des  points  imaginaires  non  phis  par  cette  homographie, 
mais  par  un  quelconque  des  groupes  de  /.•  points  obtenus  par  l'ap- 
plication répétée  de  cette  homographie  à  un  même  point  réel.  En 
prenant  les  points  successifs  d'un  pareil  groupe  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  on  aurait  la  représentation  de  l'un  ou  de  l'autre  des 
deux  points  imaginaires  conjugués.  Ce  procédé  a  élé  indiqué  par 
M.  F.  Klein  {Gottin<(er  Nachrichten,  lî^j'^,  p.  •^7'^)»  et  exposé 
géométriquement  par  M.  Lùroth  [Math,  Annalen,  vol.  XI,  1877, 
p.  8f,io)(2). 


(*)  On  sait  que  dans  le  cas  où   une  honio^^raphic  est  involulive,  en  dehors  de 

'•nvoluiion  ayant  pour  points  doubles  les  points  fondamentaux  de  riiomographie, 

"  y  a  encore  une  infinité  d'autres  involutions  réelles  qui  lui  sont  échangeables. 

'^"tefois,  ces  involutions  ont  leurs  points  doubles  réels  et  constituent  des  points 

3ssoei*îs  dans  l'homographie  involutive  pro[)osre. 

(  )   En  dehors  des  travaux  déjà  cilés,  on  j>ourra  aussi  consulter,  au  sujet  de  la 

*^"nition  géométrique  des  éléments  imaginaires,   le  Mémoire  de  M.   Slolz  :  Die 

o^^etriscfie  Bedeutung  der  complexen  FAi' mente  in  der  analytische  Géométrie 

^'^cttfi.  Annalen,  Vol.  IV,  1871),   ainsi  que  le  travail  de   M.   August  :  Untersu- 

'^^S'^n   Uber  das  Imagindre  in  der  Géométrie  {l*rogranun  der  Friedric/is- 

^^^f^chute  in  Berlin,  \^y?.). 
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SUR  LE  TEBMfi  GOMPLÉMEITTAIBE  DE  LA  FOBHULE  DE  H.  TCHEBTOI 
DOHNAHT  L'EZPBESSIOH  APPROCHEE  D'UNE  INTÉGRALE  DÉHNIE  P. 
D'AUTRES  PRISES  ENTRE  LES  MÊMES  LIMITES; 

Par  m,  C.  POSSÉ, 
Professeur  à  l'Université  de  Sainl-Pctersbourg. 

Dans  les  Communications  de  la  Société  mathématique  < 
A^AarAo/ (janvier  i883),  M.  Tchebychef  adonné  une  formn 
pour  exprimer  l'intégrale 


*  Il 


u  et  V  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  continues  entre 
limites   d'intégration,  6    une  fonction  de  x  restant  positive  en 
les  mêmes  limites,  sous  forme  de  série,  dont  le  terme  général    ' 


b  ^b 


il  «^  a 


*L,n  désignant  le  dénominateur  de  la  réduite  du  rang  (m  -{-  i),  o 
tenue  par  le  développement  en  fraction  continue  de  l'intégrale 


Arrêtant  la  série  au  ternie 

b 


I    \i{z)az 

r        x  —  z 


et  dénotant  par  R;,  le  terme  complémentaire,  M.  ïchebvchef  doni 
sans  démonstration  les  deux  propriétés  qui  suivent  de  R,,. 
i"  J^a  valeur  absolue  de  R«  ne  surpasse  jamais  la  quantité 

*  n *i» 
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A,  B  étant  les  plus  grandes  valeurs  absolues  des  dérivées  d'ordre  n 

-7— j  1 — »  entre  les  limites  d'intésrration: 

dx"    dx^  ®  ' 

2*  Si  les  dérivées  d'ordre  n  des  fonctions  u  et  v  ne  changent 
pas  de  signe  entre  les  limites  d'intégration,  le  signe  de  R;,  est 
celui  du  produit 

Dans  le  cas  particulier  de  /«  =  i ,  0  =  i ,  la  seconde  propriété 
se  réduit  au  théorème  de  M.  Tchebvchef,  démontré  par  M.  Kor- 
kine  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,  t.  XCVI,  n"  5;  l'expression  exacte  du  terme  complé- 
naenlaire  pour  ce  même  cas  particulier  a  été  donnée  par  M.  An- 
dréief  dans  les  Communications  de  la  Société  mathématique  de 
Kharkof  [m^rs  i883),  et  se  déduit  aussi  simplement  de  l'identité 
donnée  par  M.  Korkine  (loc.  cit,). 

Dans  la  Note  suivante,  nous  donnerons  la  valeur  exacte  du 
terme  complémentaire  R„  pour  le  cas  le  plus  général,  et  la  démon- 
stration des  propriétés  mentionnées  plus  haut. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  désignerons  toujours  par  fx^  '^x, 
V-^î  •..  les  diverses  fonctions  de  j",  que  nous  aurons  à  considé- 
''^r,  en  omettant  les  parenthèses;  en  outre,  comme  toutes  les  inté- 
grales dans  les  formules  suivantes  seront  prises  entre  les  mêmes 

'"liites  a  et   6,   nous  omettrons  la  désignation  de  ces  limites  eu 
*^cri  va  ni 

/  /t  dx     au  lieu  de       /     fx  dx. 

Soient  :ri,  X2',  ...,  ^/i+i  des  quantités  indépendantes  quelcon- 
^l"^s,  comprises  entre  les  limites  a  el  b  et/x,  ^x  deux  fonctions 
^<>niir^ygg  entre  les  mêmes  limites.  Introduisons  les  notations  sui- 


{^■) 


A«-i(/)  = 


I 


I 
fXi 


I 


aiG 
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^iX,  ^iJOy  . . . ,  'i,,.!  X  étant  les  fonctions  entières,  définies  cooin 
il  a  été  dit  plus  haut. 

A„_i(cp)est  le  déterminant  obtenu  de  A,4._,(/),  si  Ton  y  rer 
place  la  fonction /x  par  'fXy 


(3) 


^a-l  = 


(4) 


I  I  OoTi  dxi  =  Oxi  0  jTj,  . . . ,  ^JTn  dxi  dx^,  . . . ,  djr„j 


hx  étant  une  fonction  restant  positive  entre  les  limites  a  et  b] 

.(/n-i) 


n-hl 


(5) 


!„_,(/,  o)=  f  A«_,(/)A„_,(cp)  Jj6;r/c^/, 


.(/I-+-I) 


le    signe    /  désignant    l'intégrale    multiple    d'ordre  (n  -J 

toutes  les  intégrations  étant  effectuées  entre  les  limites  a  et  b. 


(6) 


I«- 1  =   /       A  J_i  JJ  0.r,  £/j7,. 


Nous  allons  déduire  une  formule  de  réduction  de  Tintégr 
Ifi-i  (/)  ?)>  formule  qui  nous  conduira  immédiatement  à  la  form 
de  M.  Tchebychef  avec  le  terme  complémentaire.  Pour  cela,  c 
composons  les  déterminants  A,|_|(/),  A,|_|  (es)  d'après  les  élémeJ 
de  la  première  ligne;  nous  aurons 

A/,  B|  étant  les  déterminants  mineurs,  indépendants  de  x/. 
Effectuant  le  produit  de 


A,*-i(/;A„_,('f  ), 


on  aura 


(7)  A/i-i(/}'^/»-i(?)=2')'?,-i^/A/B/H-^%_,j:-,M]^,,_iXAA/BA.. 


li) 


(  »,  A-  ) 


La  première  somme  contient  (//  -h  i)  termes,  dont  chacun  s'ol 
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tient  du  premier  par  un  échange  des  lettres  J7|,  Xfy  ...,  Xn\  la  se- 
conde s'étend  sur  toutes  les  combinaisons  des  valeurs  i,  a,  ..., 
(/i-}-i)de  i  et  A:,  inégales  entre  elles,  et  contient  évidemment 
/i(/i  -f- 1)  termes  dont  chacun  s'obtient  du  premier  par  un  échange 
ci^s  lettres  Xiy  *^2f  *  *  *>  ^/t* 


n-hl 


Multipliant  les  deux,  membres  de  Tégalité  (7)  par  TT ^Xgdxi  et 

1 
intégrant  (/i  -f-  i)  fois  entre  les  limites  a  et  i,  nous  aurons,  d'après 

ce  qui  a  été  dit,  la  formule  qui  suit  : 


(8> 


(/1-+-I) 


/1-4-1 


/  _  _ 

'f'/i-i^i'l'/i-i^î  Al  B,  JJ  6a:/  cte/. 


Nous  allons  maintenant  transformer  le  second  membre  de  la 
formule  (8).  En  mettant  pour  A|,  B|,  Bj  leurs  valeurs,  savoir  : 


Ai  = 


B, 


B,=~ 


T  «—!•*' 1 

y»— x**  * 

Y/i— i««'/i-+-I 

^'/I-Jj-J 

1 

.         4/«-3a7n+l 

1 

I 

fXt 

Aj 

/^rt-4-l 

^n-lXt 

'{'/l-Î^S 

'j'rt-îJ?/!-»-! 

^n-Z^i 

I 

4^/1-3 -a^W-Hl 

1 

I 

OXt 

0x3 

©^«-Hl 

<!';/  -î^I 

4'/l-J-Z'3 

'l^rt-î^/l-hl 

^n-z^i 

f 

^/f-3^/l-hl 

I 

I 

?-Pl 

?^3 

O^/l-Hl 

on  voit  immédiatement  que  le  premier  terme  du  second  membre 
«leU  roi'mule(8)seréduità 

A 

1 
"cément  aux  notations  (2)  et  (5). 


coafop 


2l8 
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Pour  réduire  le  second  terme  du  second  membre  de  (8),  rap- 
pelons d^abord  que,  d'après  la  propriété  fondamentale  des  fonc- 
tions ^m^t  on  a 


(9) 


/  '^niXtsiX  6 X  dx  =  o, 


lùx  désignant  une  fonction  entière  quelconque  de  degré  égal  ou 
inférieur  à  m  —  i.  Gela  posé,  remarquant  que  A|  est  indépendant 
de  Xi  et  Ba  de  J^a,  écrivons  le  second  terme  de  la  formule  (8)  de 
la  manière  suivante  : 

if-i-i 

(lo)  n(/i-i-i)  /  (  y  4/„_,xBi6jr,  ctr,    1  ^n-i^i^i^^idxA  Y\^^i  ^t' 


s   . 


Or, 


A,= 


B,  =  -  (- 


(— l)«-HI/^J 

4^/1-2^3 
4^/1-3  •2*3 

I 

4^/1-2^3 
4^/1-3  «^3 

I 

4^/1-2  J^V          . 
4'/»-3^V          . 

I 

4^/1-3 -c*       . 
1 

4'il-2^/l-+-l 
4^/1-3^/1-4-1 

( — l)»-^*<pxj 

I 

4'/»-8^/i-+-l 

I 

pj^*: 


ff^l- 


QX  et  TX  étant  des  fonctions  entières  de  x  de  degré  (n  —  2 
on  voit,  en  vertu  de  l'équation  (9),  que  la  quantité  (lo)  se 
duit  à 


n— i 


n{n-^\)  j fx^n-x^^^dx.  j  ox'^n  ix^xclx.  I  Aî_,.  JjQdT/ 

1 

=  /l(/l-T-l)I/,-j.    j fx^n-\JO^xdx,    I  OX^n-iX^xdx. 

Par  conséquent,  la  formule  (8)  nous  donne 


(II) 


(  ï/t-i(/,  ?)  =(n-^i)  1  ^l-^x^xdx.ln^i(/,  ç) 


n(n-{-  i)I«-  2  I /x^n-i  Oxcte.  I  ox'^n-i^^-^dr. 


En  faisant  ici  une  hypothèse  particulière  sur  les  fonc lions /j:, 
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5X,  savoir 

on  aura,  remarquant  que  dans  ce  cas  In-î{/y  'f)  se  réduit  à  zéro, 
^ll/f -af/)  ?)  à  I/i_i,  la  formule 

en  vertu  de  laquelle  la  formule  (i  i)  se  réduit  à  la  forme 

(«^.)I„_.  nl„..,  l\l_^x^xdU 

Posant  successivement  n  =  2,  3,  . . . ,  /i,  ajoutant  les  résultats  et 
nna.i*quant  que 


I 


^if  tj)      / /(A>— Ai)(?'=»^«  — ?-^i)^^i^^«^'^i^3 


2I0 


•2  /  Ox 


cte 


ffxi^xdx  f^xfSxdx 


dx  dx  — 

/  fix  dx 

«>ljlient 
)         ^  «    «  I  fx^n-ixfixdx  I  ^x^n-i^^^dx         ,       .^      ^ 


j  ^l-xX^x 


-On Venant  de  poser  '|o  J?  =  1. 

^'est  précisément  la  formule  de  M.  Tchebychef  avec  le  terme 
complémentaire 

{n-r-l)\n.-i 

'^^'ani  d'aller  plus  loin,  nous  allons  simplifier  Texprcssion  de 
^'"  Considérant  les  déterminants  A;i_i  (/),  A„_|  ('f  ),  et  remarquant 
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que  la  fonction  entière  i^n-\^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

C/i_i ,  aoyai  ...  a«_2  étant  des  constantes.  Nous  pouvons  remplacer 
les  premières  lignes  de  ces  déterminants  par 


en  vertu  des  propriétés  connues  des  déterminants;  en  général,  la 
ligne 

pourra  être  remplacée  par 


C/„  étant  le  coefficient  de  x"*  dans  ^m^.  En  faisant  la  même  ré- 
duction des  éléments  dans  le  déterminant  A„_|  et  divisant  les 
deux  membres  de  la  fraction  (i4)  par  (Cn-^^  Cn-2  •-•  C|)*, 
on    aura 


(i5) 


,(/H-  1) 


r  D„_,(/)D„_,(o)  JJej,dry 


R«  = 


n 


ou 


D;,-,(/)  = 


X, 


^ 


1 


.«-I 
1 


ar;   •     x 


t 


D«-,  = 


I 


1 


•    *  a    •    • 


â; 


«-t 


/Xi        /x,  .  .  .      fXn-¥\ 


I   • • «      ^1 


•  • 


=  (xj  — ;ri)...(jfrt  — a?i)(^3 — a7j). .  .(jp^ — :r«_i). 
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Passant  à  la  démonstration  des  propriétés  de  R;,,  nous  allons 
d'abord  établir  à  l'égard  des  déterminants  de  la  forme  D„_|(/)  la 
proposition  très  simple  qui  suit  : 

Si  J^i,  j:"2,  . . .,  J^n^^  désignent  des  quantités  indépendantes  el/x 
une  i onction  quelconque,  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  j*, 
comprises  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  .quantités 
j^if  jTiy  . . .,  JT/i^i,  on  aura 


n6)      D^_,r/)  = 


^1 


I 

«.1 


.«- 1 


.«-i 


1 
1 


X 


X 


/l+l 


1-1 
«+1 


ou 


/Xi        /JT,         .  .  .     J'Xn-^\ 
(^Xt  —  Xt).  .  .(X„^i  —  Tj  )(Ti  —Tj),.  .(X„^i  —Xi)/^*'^(l) 

\  .-1 , , .  n 


D„_,(/)=î^-^— Lv' 
•^  1.2 ...  n 


y*f«)j!-  étant  la  dérivée  //«'"^  de/.r,  et  5  un  nombre  moven  entre  îa 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités 


^i>  ^ii  •  •  •  j-^rt+r 


Cette  proposition  est  évidente  pour  /i  =  i ,  car 


l)o(/)  = 


Al   Ai 


=Ai— Al  =(^î  — ^O/'S- 


Donc,  pour  nous  assurer  de  Texactitude  de  la  proposition 
énoncée,  il  suffit  de  prouver  que,  étant  supposée  vraie  pour  une 
certaine  valeur  de  n,  elle  le  sera  aussi  pour  la  valeur  de  n  immé- 
dialemenl  supérieure. ^Suivant  cette  voie,  transformons  D„_|(/) 
comme  il  suit  : 


Dn-i(/)  = 


.«-1 


i 
«1 


X 


n     \ 


Al         Aï 


L^n+l 


/i+l 


/i-t-l 


A« 


+1 


asa 
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X^  —  Xx  X^  —  Xx 


•  ■       •  « 


X 


X 


n-i 


Xf  -^Xi 


Xi  ^;-' 


x 


Ni 


f^t  —fx\ 


ji-i 


^n+i  -I-  ^1 


^1^    * 


•*  rt  +  l         •*  I  •*//-i-t 


JTj  Xi 

OU,  retranchant  des  éléments  de  chaque  ligne  les  éléments  c( 
pondants  des  lignes  précédentes,  multipliés  par  les  mêmei 
teurs,  et  désignant  par  F^  la  fonction 


X Xi 


nous  aurons 


I 


I 
x^ 


.n-î 


rt-t-l 


•*  n-t-i 

Fx 


11-4-1 


D„_, (/)  =  (:r,  —  Xi  ) . . . ( Xn^i  —  J^i  ) 

x;-«  x] 

Fxi       Fa^s 

Supposant  la  proposition   énoncée  vraie  pour  le   déterre 
d'ordre  n  qui  figure  dans  la  formule  précédente,  on  aura 

,      \  T\       //-x        (Xi^Xi).,.(x„^i  —  Xi)(x:i'^Xi),..(x„^^  —  3r'^)F^'> 
(17)  D«_,(/)  =  ,......(,1-1) 

y,  étant  un  nombre  moyen  entre  les  quantités  Xa,  x^,  . 

D'ailleurs , 

Fa:  =  (/x  —/xi  ){x  —  x^  )-». 

Donc,  appliquante  formule  de  Leibnitz,  on  aura 

—  (  n  —  I  )  (  a:  —  a:,  )-î/t  «-*  ^  a- 

-i-(/i  —  i)(/i  —  i){x  —  aj-,  )-'/^»-3^a:  .. . 

H-(—  i)'»-» 1 .2  . . .  (n  —  i)(a7  —  Xx)-n(Jx  —/a:,  ) 


y  ^n-\ 


1 .2  ...  n 


(a^i  — x)*^ 


^  étant  un  nombre  moyen  enire  .r,  et  .r. 
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Par  conséquent,  désignant  par  Ç  un  nombre  intermédiaire  entre 
7,  et  JTi,  on  aura 

1.2  ..  .(/t  —  l)  I  .'2  ...  /i 

et  la  formule  (17)  donnera 

j.        .^        ( J"i  —  JTi  )  .  > .  JTn^x  — •  J-i  )(3ra  — :ra)  . . .  {Xn^x  —  a^i  X/*^"  ^  g 

= J 

I  .2  ...  /l 

ce  qui  démontre  la  formule  (iti). 

Celte  formule  nous  permet  de  mettre  l'expression  de  R«,  donnée 
parla  formule  (i 5),  sous  la  forme 

«8)  R„=  ! 


n 

1/1) 


r    »• 


^1  Ç«  éiant  des  nombres  variables,  restant  entre  les  limites  d'inté- 
^^*on.  La  seconde  des  deux  propriétés  de  R;,,  mentionnées  au 
commencement  de  la  note,  est  évidente  d'après  la  forme  même 
sous  laquelle  se  présente  R„  dans  la  formule  (18). 

Pouravoir  la  première,  remarquons  que,  d'après  la  formule  (18), 
<^n  Voit  que  la  valeur  absolue  de  R,i  ne  surpasse  jamais  la  quan- 
tité 


n-Hl 


^'9)  Q«AB  = î AB. 

(1.2..  ./i)*(/i-M)  /        Dj_,  TT6j^/û?.r/ 

1 

^»  B  étant  les  plus  grandes  valeurs  absolues  de/^^'^r,  ^^"^x  entre 
^s  limites  d'intégration.  D'un  autre  côté,  si  l'on  pose  dans  la 
O'^mule  (i3)/x=:  ^jr  =  '},i^,  tous  les  termes  du  second  membre, 
*  exception  de  R^,  se  réduisent  à  zéro-,  d'après  la  propriété  fon- 
anientale  des  fonctions  ^m^^  R/i  se  réduit  à 

Q«(i.2.../iC„)» 
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à  cause  do 

Jkn)x  =  ^^n)x^  =  ^nx  =  1.21  ..  .  /iG/,, 

et  la  formule  (i3)  donnera 

r^l  x^x  €ir  =  Q«(i  .a  . . .  /i.  C«)»  ; 

par  conséquent,  la  quantité  (19)  prend  la  forme 

j^\x^xdx  l^lxfixdx 

\       dx'^       1 
ce  qui  démonlre  la  première  propriété  de  R//. 
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FO^V 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


LD  (G.).   —  Construction  des  Kkgelsciinitts  ais  punf  zvm  Teil 
fAREN  CuRVENELEMENTEN.   Tnaugiiral-Dissertnlhn ,  «27  p.  in-i".  lena. 


leur  résout,  par  des  considcralions  appartenant  à  la  Géo- 
synthétîqiie  et  en  se  plaçant  au  |)oint  de  vue  de  von  Staudt, 
blêmes  relatifs  à  la  construction  d'une  conique  connaissant 
éments ;  ces  éléments  sont  ou  des  points  ou  des  tangentes; 
léments  de  même  nature  peuvent  d'ailleurs  être  imaginaires 
ués;  Tanteur  suppose  alors  ces  éléments  donnés,  s'il  s'agît 
its,  par  une  suitt;  de  points  en  involution  à  points  doubles 
aires^  et,  s'il  s'agit  de  tangentes,  |)ar  un  faisceau  de  droites 
olution  à  rayons  doubles  imaginaires. 


N  RODET.  —  Les  prétendus  problèmes  d'Algèbre,  ou  Manuel 
DU  Calculateur  kgvptien.  Paris,  in-S",  122  p.;  1882. 

travail  a  été  suggéré  à  l'auleur  par  les  Vorlesungen  zur 
'chte  der  Mathematik  de  M.  Cantor.  Résumons  donc, 
$  ce  Livre,  l'état  de  la  Science  égyptienne  autant  qu'elle  est 
3  aujourd'hui. 

nanuel  d'Aahmes  est  Tunique  document  mathématique  que 
)ossédons  de  celte  époque;  il  est  connu  sous  le  nom  de 
•M*  Ithind (ccsl  le  nom  du  premier  éditeur)  ou  de  Papyrus 
lohr  (c'est  le  nom  du  traducteur).  D'après  M.  Cantor,  ce 
jn  Ouvrage  essentiellement  pratique,  composé  pour  les  mar- 
j,  sous  le  règne  de  Ra-a-us,  l'Apophis  des  Grecs,  appartenant 
mastie  des  Hi-Ksos,  c'est-à-dire  entre  2000  et  1700  avant 
3q  y  verrait  une  arithmétique  des  fractions  assez  singulière. 
;Yptiens  calculeraient  seulement  avec  les  fractions  de  l'unité 
t  excepter  \),  Ktant  incapables  d'en  écrire  d'autres,  ils  se- 
forcés  de  réduire  toutes  les  fractions  à  numérateurs  quel- 

'tt//.  des  Sciences  matliëm.,  1*  série,  t.  VII.  (Août  i883.)  16 
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conques  en  sommes  de  fractions  d'unité,  et  c'est  pourfacîHtercet-_ 
opération,  évidemment  la  plus  importante  de  leur  arithmétique  d  i 
fractions,  que  Ton  avait  dressé  le  tableau  par  lequel  commence 
papyrus.  Mais,  malgré  de  si  grandes  difficultés,  les  Egj'ptiens  a 
raient  su  exécuter  avec  leurs  fractions  un  grand  nombre  d'opératiocr^ 
ils  les  ajoutaient,  par  exemple,  en  les  réduisant  à  un  dénomi 
teur  commun.  Ils  auraient  de  même  connu  les  équations  du  p 
mier  degré,  et  Ton  trouverait  quelques  questions  impliquant 
connaissance  des  progressions  arithmétique  et  géométrique, 
calculs  simples  auraient  été  faits  à  Faide  des  doigts;  pour  les  <2 
compliqués,  à  Taide  d'un  instrument  quelconque.  En  Géor:B:i 
trie  et  en  Stéréométrie,  ils  auraient  cherché  à  transformer  le  ce^*< 
en  carré;  leur  quadrature  conduit  à  la  valeur tt  =  3, 1604.  Us  si 
raient  connu  aussi  la  mesure  du  rectangle;  quant  au  triangle^ 

calculaient  son  aire  d'après  la  formule  l  =  a-9  formule  qui,da 
certains  cas,  ne  présente  pas  un  très  grand  écart  de  A  =  -  i/b* - 

Ils  auraient  enfin  appliqué  la  théorie  des  proportions  à  la  seot,i 
de  la  pyramide  droite  :  ce  seraient  les  premières  traces  de  lai.  T 
gonométrie. 

Tel  est,  en  résumé,  le  contenu  du  papyrus  Aakmes,  d'apn 
M.  Cantor.  Les  études  que  nous  allons  analyser  ne  s'attachco 
qu'à  la  partie  arithmétique  et  particulièrement  aux  problèmes  qvi 
d'après  MM.  Cantor  et  Ëisenlohr,  sont  déjà  de  l'Algèbre. 

L'idée  maîtresse  qui  a  guidé  M.  Rodet  dans  ses  recherches  ^st 
celle  de  la  persistance  des  procédés  mathématiques.  Il  retrouve  l^^ 
traces  de  la  manière  du  scribe  égyptien  dans  les  manuels  gre*^^' 
arabes,  hindous,  persans,  hébreux,  jusque  dans  Léonard  dePi^'^' 
et  ces  écrits,  en  général  plus  explicites,  lui  servent  à  élucider  t^ 
points  obscurs  du  livre  de  Aahmes. 

C'est  sur  les  problèmes  Seghom  (M.  Cantor  écrit  Seqein)qi^ 
les  investigations  de  M.  Rodet  se  portent  en  premier  lieu,  ûan 
ces  problèmes,  le  scribe  égyptien  se  servait,  d'après  les  savante 
allemands  cités,  de  l'opération  que  nous  nommons  aujourd'hui  ré^ 
duction  au  même  dénominateur.  Or,  d'après  M.  Rodet,  il  n'en  est 
rien.  Tout  comme  Mahmoud,  de  Hérat,  et  Aben  Ezra,  dont  Tau- 
teur  cite  de  nombreux  exemples,  Aahmes  a  d'abord  cherché  un 
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nombre  assez  grand  pour  qu'il  pût  en  tirer  ses  i'raclions  comme 
nombres  entiers  ou  à  peu  près  entiers;  ce  nombre  (mdré  en  hé- 
breu et  mokhraj  en  arabe),  Tauleur  le  nomme  bloc  cxtractif.  Le 
nombre  trouvé,  on  substituait  aux  fractions  des  nombres  entiers 
et  Ton   procédait  en    sommant   ces  derniers.    La  somme   obte- 
nue ainsi  était  divisée  par  le  bloc  extractif  et  donnait  le  résultat 
vrai.  Pour  faire  mieux  ressortir  la  différence  qui  existe  entre  ce 
procédé  et  celui  que  nous  employons  maintenant,  Tauteur  cite 
Bhaskâra,  contemporain  de  Aben  Ezra,  dont  les  procédés  élégants 
se  rapprochent  beaucoup   des  nôtres.   Mais  son  argument  princi- 
pal consiste  en  ce  que  les  nombres  substitués  aux  fractions  n'é- 
taient souvent  qu'à  peu  près  entiers,  tandis  que  des  fractions  avec 
un  numérateur  fractionnaire  étaient  parfaitement  inconnues  dans 
'antiquité. 

Il  n'y  a  pas  moins  de  divergence  entre  MM.  Cantor  et  Rodet 
quant  à  la  nature  même  de  ces  problèmes.  Le  n**  23  essayait, 
d'après  M.  Canlor ,  de  compléter  par  addition  les  fractions 
*"*   "»'  iV»  Vô»  ÎT  ^  »»   Aahmcs  aurait  fait  l'addition  des  fractions 

données,  aurait  retranché  leur  somme  (      \^^  )  ^ti  chiffre  indiqué 

(I)  et  décomposé  le  reste  f  jl  j  en  deux  fractions  (|,  j^).  D'après 

^I-   Rodet,  au  contraire,  Aahmes  a  choisi  un  bloc  extractif  (4^), 

substitué  aux  fractions  des  nombres  entiers  (i  i|,  5^,  41»  *!>  iji  0» 

pris  leur  somme  (aSH^)  et,  pour  produire  le  <c  manquant  »  (6|), 

fait  croître  le  bloc  extractif  jusqu'à  ce  qu'il  eût  obtenu  le  chiffre 

demandé,   ce  qui  lui  a  donné  également  pour  résultat  |~.  Le 

cloute  est  possible  dans  ce  problème,  parce  que  le  calcul  y  est 

fort  peu  explicite,  par  suite  d'un  manque  de  place,  d'après  M.  Ro- 

^el;  mais  il  nous  montre,  par  l'analyse  des  problèmes n""  21  et  22, 

que  ces  procédés  étaient  bien  ceux  du  scribe  égyptien. 

Viennent  ensuite  les  douze  premiers  calculs  du  même  Chapitre 
cjni,  d'après  M.  Cantor,  enseigneraient  la  complétation  par 
multiplication.  Ils  servent,  nous  dit  au  contraire  M.  Rodet,  à  dé- 
montrer empiriquement  le  lemme  :  a  Lorsqu'on  fait  subir  une 
même  opération  à  diverses  quantités,  les  résultats  obtenus  varient 
dans  le  même  rapport  que  les  quantités  d'où  l'on  part.  »  On  fait 
subir  aux  quantités  multiples  ou  sous-multiples  l'une  de  l'autre 
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deux  opérations  :  l'une  consiste  à  v  ajouter  sa  moitié  et  son  quar 
tandis  que  dans  Tautre  on  y  ajoute  ses  deux  tiers  et  puis  so 
tiers;  au  moins  c'est  ainsi  que  cette  dernière  opération  se  pr< 
sente  sur  le  pap^'rus  ;  mais  M.  Rodet  présume  que  son  ser 
primitif  consistait  à  ajouter  les  deux  tiers  et  à  retrancher  le  tien 
ce  qui  a  été  changé  par  le  copiste. 

Nous  abordons  enfin  ces  problèmes  Ifau  ou  de  la  quantitc 
auxquels  les  précédents  servent  simplement  d'introduction.  Ce* 
ici  que  M.  Cantor  a  cru  trouver  des  procédés  algébriques  :  le 
calculs  sont,  d'après  lui,  des  équations  du  premier  degré  à  une  ii 
connue,  exécutées  à  peu  près  comme  nous  le  faisons  aujourd'hu' 
c'est-à-dire  qu'on  sommait  les  coefficients   de  l'inconnue   poL 

ramener  l'équation  à  la  forme  ^  :r  =  é*,  et  Ton  divisait  par   cet. 

somme  des  coefficients  le  nombre  connu  (l'inconnue  se  trouva 
naturellement  dégagée  dans  tous  ces  problèmes).  Ces  procédés  alg 
briques,  M.  Rodel  les  a  vainement  cherchés  dans  les  calculs  en  que 
tion;  il  n'a  trouvé  que  l'application  du  procédé  purement  arithn  - 
tique  de  la  «  fausse  position».  On  substituait,  d'après  lui,  à  l'inccz 
nue  un  nombre  quelconque  (en  choisissant  habilement  le  mokh. 
pour  en  pouvoir  tirer  les  fractions  comme  nombres  entiers), 
faisait  subir  à  ce  résultat  faux  toutes  les  opérations  demandées* 
le  nombre  sortant  servait  à  corriger  le  faux  résultat;  d'après 
lemme  démontré,  il  y  avait  entre  lui  et  le  nombre  connu  du  p 
blême  la  même  relation  qu'entre  le  faux  et  le  vrai  résultat.     - 
cette  manière,  le  principe  de  la  proportionnalité  se  trouvait  s  ^ 
invoqué   et,    comme   le  dit  M.  Rodet,  cette  sorte   de  formis 
avant  que  les  algébristcs  de  nos  jours  aient  eu  l'idée  de  Técf 

j-  =  ->  au  lieu  de  a:  b  II  c  :  x,  avait  toujours  passé  pour  tout aix 

chose  qu'une  équation. 

Cette  manière  d'envisager  les  procédés  que  nous  venons  d^^ 
pllquer,  M.  Rodet  l'appuie  par  des  citations  des  mathématici^ 
de  tous  les  peuples;  l'auteur  du  Lilâvâti^  que  nous  avons  vu  p> 
haut  s'approcher  tant  des  procédés  modernes,  fait  ses  calculs 
cette  manière. 

Aahmes  a  cependant  encore  une  autre  manière  de  procédl^ 
légèrement  difl'érente  :  c'est  celle  où  la  fausse  position  n^est  jpl 
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le  niokhraj,  mais  runîlé.  Alors  la  correction  qui  ressort  au  cours 
(lu  calcul,  n'ayant  à  multiplier  que  Tunité,  constitue  elle-même 
le  résultat,  et  ce  sont  surtout  ces  procédés  qui  donnent  aux  pro- 
blèmes l'apparence  de  solutions  algébriques. 

Le  travail  de  M.  Rodet  ne  se  borne  pas  à  des  questions  pure- 
ment mathématiques.  C'est  ainsi  qu'il  attribue  le  sens  <(  Chapitre» 
au  mot  que  M.  Eisenlohr  a  traduit  par  «  précepte  »  (Vorsc/iri/l); 
quant  au  mot  seghom  ou  scqem^  il  ne  peut  pas,  d'après  M.  Ro- 
del,  avoir  le  sens  «  d'une  addition  de  fractions  qu'on  ramène  au 
dénominateur  commun  »;  mais,  à  cet  endroit,  ainsi  que  M.  Eisen- 
lohr Ta  indiqué  ailleurs,  il  signifie  «complément»  {Ergunzung)\ 
de  même,  M.  Rodet  rétablit  pour  le  mot  nàk  la  signification 
«  croître  »,  au  lieu  de  «  multiplier  »  (verviel/nltigen). 

L'Appendice  contient  une  heureuse  découverte.  11  y  a,  dans  le 
papyrus  Rhind,  un  petit  tableau  des  puissances  du  nombre  7  et, 
vis-à-vis  de  chacune  d'elles,  est  un  mot  qu'on  croyait  être  le 
nombre  de  cette  puissance  ;  ces  noms  étaient  fort  étranges  (l'écrit, 
le  chat,  la  souris,  l'orge,  le  boisseau).  Or  l'auteur  nous  montre, 
grâce  à  un  passage  de  Léonard  de  Pise,  que  ces  noms  provenaient 
probablement  d'un  problème  dont  les  nombres  indiqués  consti- 
tuaient la  solution.  Cette  découverte  est  intéressante,  surtout  au 
point  de  vue  de  M.  Rodet  :  elle  semble  établir  un  vrai  lien  entre 
Aahmes  et  le  grand  mathématicien  du  moyen  âge. 

Le  travail  de  M.  Rodet  a  été  vivement  critiqué  par  MM.  Revil- 

'oui,  dans  une  Revue  consacrée  spécialement  à  l'égyptologie.  Les 

^'^tiques  se  sont  placés  à  un  point  de  vue  entièrement  différent  de 

celui  de  M.  Rodet;  d'après  eux,  aucune  analogie  n'existe  entre  les 

sciences  mathématiques  de  l'ancienne  Egypte  et  les  procédés  de 

Léonard  de  Pise.  Pour  M.  Rodet,  les  savants  allemands  attribuent 

^ux  Egyptiens  des  procédés  trop  modernes;  les  nouveaux  critiques 

^^pposent,  au  contraire,  Fétat  de  la  Science  chez  les  Egyptiens 

^'icore  bien  plus  avancé.  D'après  eux,  les  procédés,  bien  plus  élé- 

S^nts  en  réalité,   ont  été  artificiellement  alourdis  pour  être  ap- 

pï'opriés  à  l'entendement  du  mauvais  écolier  auquel  avait  servi  ce 

Car  c'est  bien  d'un  cahier  d'écolier  qu'il  s'agit  d'après  MM.  Re- 
^'"out,  et  non,  comme  l'avaient  supposé  MM.  Canlor,  Eisenlohr 
^^   ïlodel,  d'un  livre  d'enseignement.  Quant  à  cette  circonslance, 
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que  le  manuscril  a  été  copié  par  un  scribe  (honneur  dont  les 
épreuves  d'écolier  ne  jouissent  pas  toujours),  MM.  Revilloul  sup- 
posent que  l^original  avait  été  retrouvé  parmi  d'autres  écrits  par   '-^-^i. 
un  littérateur  qui  n*y  entendait  pas  beaucoup,  et  copié  pour  un   m-^  n 

cultivateur  qui  y  entendait  encore  moins.  Ce  dernier  a  été  évidem ^-^. 

ment  trompé;  les  vrais  mathématiciens  de  TEgypte  avaient  ri  dc-=^  Ae 
lui   et  peut-être  le   malhonnête  scribe  aurait-il  même   été  punir  «^sii 
pour  sa  fourberie.  Ce  qui  prouve  la  réalité  de  cette  supposition,   «r-sn, 
d'après  MM.  Revillout,ce  sont  les  calculs  faux,  exécutés  par  Télève  -^^  -e, 
qui  suivent  en  général  dans  le  papyrus  un  calcul  juste,  donn<»  m^jehc 
pour  modèle  par  le  maître.   Ces  erreurs,  notées  en  marge  par  U  M       le 
maître,  ont  amené  ainsi  une  répétition  des  mêmes  procédés,  jus^  .kljus- 
qu'à  ce  que  Télève  eût  compris  le  calcul.  Souvent  aussi  le  maitr*:v,^tre 
fournissait,  pour  ainsi  dire  en  passant,  à  l'élève  des  solutions  qu'r  '^  .Kju'il 
avait  dû  chercher  préalablement  par  un  procédé  bien  plus  conarmrm.  m- 
pliqué. 

C'est  surtout  ce  dernier  point  qui  pourra  nous  servir  à  précis» «^  iser 
les  vues  des  critiques  de  la  Revue  égyptologiqiie. 

Dans  le  n"  40,  par  exemple,  on  demande  de  diviser  le  nomb'  ^-  ^}rc 
loo,  en  telle  sorte,  que  les  cinq  parties  soient  en  progression  d 
croissante  par  difTérences  et  que  les  deux  dernières  réunies  égale 
le  septième  des  trois  premières.  Ce  problème  est  résolu  par 
substitution  d'une  fausse  position  (o-j).  Or,  d'après  MM.  Re^ 
lout,  le  maître,  avant  de  fournir  ce  nombre,  aurait  exécuté 
calcul  qui  pourrait  se  traduire  ainsi  dans  le  langage  moderne  : 

a  -^  a  -^-  d  =  \  (a  -h  nd  -h  a  -r-  'i d  -Jr  a  -^  \ d\ 
i\a  -\-yd  =  3a  -\-gdy     iia  -r-'yd  =  gd,     iia=^id'. 

donc  S-j-a  =  rf,  et  c'est  ce  nombre  qu'il  a  dicté  à  l'élève. 

On  conçoit  que  dès  lors  les  résultats  auxquels  arrivent  MM.  t^e- 
villout  doivent  être  tout  à  fait  différents  de  ceux  que  nous  avo*** 
vus  développés  par  M.  Rodet  ;  presque  partout  les  critiques  d^     ** 
Itevue  égvptologique  recourent  aux  hypothèses  de  MM.  Can*'^^ 
et  Eisenlohr. 

Ainsi  la  manière  dont  les  savants  allemands  ont  envisagé  1' 
dition  des  fractions  leur  paraît  parfaitement  justifiée;  c'est  bî^ 
par  réduction  au  dénominateur  commun  que  l'Égyptien  procéd^^  ^ 
S'il  n'écrivait  pas  le  dénominateur,  c'est  qu'il  ne  lui  était  gu^  - 
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>s:$ible  dVcrire  des  fractions  avec  un  numérateur  autre  que 
oîté  ;  mais,  dans  sa  pensée,  ces  nombres  soi-disant  entiers  qu'il 
bstituait  étaient  bien  de  vraies  Tractions. 

Les  critiques  passent  rapidement  le  chapitre  de  Seqem,  L'hypo- 
bse  d'un  lemme,  étant  en  désaccord  avec  le  titre,  leur  paraît 
>ir  très  peu  de  chance  d'être  admise. 

Quant  au  Chapitre  de  Hau,  auquel  le  travail  de  M.  Rodet  doit 
3  nom,  c'est  là  un  point  que  ses  critiques  ont  examiné  avec  le 
is  de  soin  et,  ici  encore,  ils  sont  arrivés  à  des  conclusions 
imélralement  opposées  à  celles  de  M.  Rodet. 
Il  y  a  bien,  dans  tout  cela  encore,  une  différence  de  principes, 
tir  M.  Rodet,  la  «  fausse  position  »,  comme  procédé  purement 
iihmétique,  est,  pour  ainsi  dire,  plus  naturelle,  plus  conforme 
a  manière  de  penser  des  nations  moins  civilisées;  donc  il  incline 
La  supposer  antérieure  à  l'Algèbre,  et  c'est  aussi  notre  sentiment, 
mr  MM.  Revillout,  au  contraire,  la  fausse  position  est  une  forme 

la  décadence  ;  elle  s'est  développée  au  moyen  âge  des  procédés» 
^ébriques,  et  elle  a  même  partout  été  précédée  par  ces  derniers, 
onc,  si  nous  trouvions  dans  Aahmes  la  fausse  position,  nous  se- 
[>ns  forcés  de  supposer  une  Algèbre  encore  antérieure.  Mais,  en 
rmnté,  le  procédé  de  TÉgyplien  ne  ressemblerait  que  fort  superfi- 
ellement  à  la  fausse  position  ;  il  serait,  au  contraire,  tout  à  fait 
mforme  à  l'Algèbre  et  surtout  presque  identique  à  celui  de  Dio- 
i^nte.  D'ailleurs  cette  ressemblance  des  calculs,  tant  d'Aahmes 
*€de  Diophante,  à  celui  de  la  fausse  position  ne  serait  point  for- 
*te,  puisque  c'est  justement  des  procédés  du  mathématicien 
Alexandrie  que  la  fausse  position  se  serait  développée. 
les  hypothèses  linguistiques  de  M.  Rodet  ne  trouvent  pas  non 
^s  l'approbation  de  ses  critiques  qui,  ici  encore,  préfèrent  les 
^ductîons  données  par  MM.  Eisenlohr  et  Cantor. 
•Nous  avons  désiré  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur  le  pour  et  le 
»ntre,  notre  incompétence  en  égyptologie  ne  nous  permettant 
^s  de  prendre  parti.  Toutefois,  ces  recherches  ont  porté  déjà  des 
uîis  :  le  travail  de  M.  Cantor  a  inspiré  à  M.  Sylvester  [American 
"^urnal  of  MathematicSj  vol.  III,  n^  4,  p.  332,  déc.  i88o)  un 
ï^porlant  développement  qu'on  ne  nous  saura  pas  mauvais  gré, 
royons-nous,  de  produire  en  français  : 

«   L'inversion    d'un   nombre  entier  s'appellera   une  fraction 
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simple;  toute  autre  iVaction,  rationnelle  ou  irrationnelle,  pe 
être  appelée  complexe;  mais  il  doit  cire  bien  entendu  qij 
ne  sera  question,  dans  ce  qui  suit,  que  de  fractions  propreme 
dites  de  Tune  ou  l'autre  sorte,  à  savoir,  de  fractions  plus  granc 
que  o  et  moindres  que  i. 

»  Supposons  que  Q  représente  une  fraction  quelconque;  siQ 

compris  entre et  — ,  nous  pouvons  poser  O  = ^ — h  ^ 

expression  dans  laquelle  Oo  est  ou  o   ou  un  nombre  entier 
sitif,  et  Q' continuera  à  former  une  fraction  proprement  dite^ 

(luelle  pourra  de  même  être  résolue  en  0'= v-  -H  O",  ets^^ 

de  suite  indéfînîment. 


^>  Mais,  si  nous  faisons  Oo,  5,,  ...  égaux  chacun  à  o,  le 
de  développement  devient  déterminé.  J'appellerai  toute  re  j 
scntation  déterminée  de  ce  genre  d'une  quantité  fract-i 
naire  un  sorite.  Il  va  de  soi  qu'en  développant  une  fracri 
donnée  sous  forme  d'un  sorile,  les  dénominateurs  success 
(jue  j'appellerai  ses  éléments  y  peuvent  être  obtenus  par  un  pi 
cédé  de  division;  si  la  fraction  à  développer  est  rationnelle, 
diviseur  réel  sera  un  entier  continuellement  décroissant  et,  p, 
conséquent,  toute  fraction  complexe  rationnelle  peut  être  ai 
veloppée  (et  seidement  d'une  manière)  sous  la  forme  d'un  soril 
limité. 

»  Les  éléments  d'un  sorite  sont  analogues  aux  quotients  par- 
tiels d'une  fraction  continue  régulière;  mais  il  existe  entre  Ifô 
deux  cas  celte  différence  que,  tandis  que  les  dernières  quantité} 
sont  parfaitement  arbitraires,  les  éléments  en  question  serontsoa- 
mis  à  certaines  lois  que  je  vais  présentement  examiner. 

»   Soient  w,  /?,  ^,  ...,  r,  5,  ...,/,  î/  les  éléments  d'un  sontc 

11  est  clair  que  le  dernier  reste  étant  l'inverse  de  -  H —  ,  nous  de- 

vons  avoir  -r  -4-  -  <  z ?  c'est-à-dire  m  ">  ^^  —  t.  uZt'^  —  t-^r^ 

tut — ï  '  '^  ^ 

En  outre,  si  nous  considérons  le  reste  qui  donne  naissance  à'^ 

ment  i\  il  doit  être  de  la  forme ,  où  e  est  une  fraction  ^^ 

concjue,  et  nous  devons  avoir  alors 

-   î <  ou    jf  —  r^ /**  —  /*, 

/•         5 â         r  —  I  -^ 
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d'où 

*  >  r*  —  r  -+-  <  ; 

en  sorte  que  la  relation  qui  existe  entre  deux  éléments  consécu- 
tifs est  la  même,  quMls  soient  ou  non  à  la  (in  du  développement; 
et  si  u,  Wjr+i  sont  deux  entiers  consécutifs  dans  une  série,  la  seule 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  possibilité  de  Texistencc 
d'un  sorite  dont  ces  nombres  seraient  les  éléments  est  que  nous 
avons,  pour  toutes  valeurs  de  x,  Uj^^i  >  u^  —  Wj^  -f- 1 . 

»  Si  f/jt-^i  est  toujours  égal  à  w*  —  //,  -|-  i ,  nous  obtiendrons 
une  série  qu'on  peut  appeler  un  sorite  limite, 

»  Il  est  évident  que  toute  fraction  simple  peut  être  déve- 
loppée sous  la  forme  d'un  sorite  infini  dont  les  éléments  seront 
r#e,ii|,f/2f*9  soumis  aux  relations  ci-dessus.  Un  sorite  infini  dans 
le  cas  limitant  est,  par  conséquent,  exprimable  sous  la  forme 
d'une  fraction  finie,  et  la  même  chose  sera  >Taie  pour  un  sorite 
dont  la  branche  de  droite,  commençant  à  un  terme  quelconque  f//, 
savoir  : 

II  I 


forme  un  sorite  limite. 

»  Mais,  dans  tout  autre  cas,  un  sorite  ne  peut  être  égal  à  une 
fraction  finie;  car  une  pareille  fraction  ne  peut  être  développée 
que  d'une  manière  sous  forme  d'un  sorite,  et  un  pareil  sorite  est 
nécessairement  limité  quant  au  nombre  de  ses  termes. 

»  D'où  il  est  impossible  que  la  somme  des  inverses  d'une  série 
ascendante  d'entiers  positifs,  tels  que  le  carré  de  la  différence 
<^ntre  chacun  d'eux  et  celui  qui  le  précède  immédiatement  est 
plus  grand  que  la  différence  entre  ce  précédent  et  l'unité,  puisse 
i^présenter  une  quantité  rationnelle  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  nous 
aurions i/^+i  —  Ux>  { Wx-i  —  i )^î  c'est-à-dire  i/^+i  >  w^  —  Mj: -h  i > 
et  la  série  formerait  un  sorite  qui  n'appartiendrait  pas  au  cas  li- 
miie. 

»  Je  vais  maintenant  examiner  quelques-unes  des  propriétés 
delà  série  de  termes  définis  par  la  condition  i/^r+i  =  ''i  —  w^r  -h  i  • 

**  Tout  d'abord,  je  remarquerai  que  chaque  terme  w^+i  peut 
^^  exprimé  sous  la  forme  P  w^  -\-  i  ;  car  supposons  la  propriété 


234  PREMIÈRG  PARTIE. 

vraie  pour  une  certaine  valeur  de  i;  alors,  puisque 

la   chose  est   évidemment   vraie  pour  celui  qui   suit  immédia 
ment;  or,  la  proposition  étant  vraie  pour  i  =  i,  elle  est  égalem^^ 
vraie  en  général. 

»  Il  résulte  de  là  que  chaque  élément  d'un  sorite  limite  m 
premier  avec  tous  ceux  qui  le  suivent  et,  conséquemment,  cjg^ 
deux  termes  quelconques  du  sorite  sont  premiers  entre  eux. 

»  Maintenant,  pourplus  de  simplicité,  servons-nousde(^oy^o^*2  -» 
pour  représenter   (  Wq  —  i),  (wi  —  i),  (wj  —  i),  . . .;    nous  aur^^zi 

alors 

»  Par  suite  Vi  —  c©,  i'a  —  i^o>  ^3  —  ^'01  •  •  •  »  ^x  —  i^o. (ainsi  (jn' 
résulte  immédiatement  de  l'addition  des  équations  ci-dessus 
seront  tous  de  la  forme  Pr^y  ou  P  est  une  fonction  rationnelle ei 
entière  de  v»©,  et  i^x  sera  de  la  forme  Pt'J  -H  Vq,  Cette  conclusion 
amène  à  une  représentation  de  la  somme  d'un  nombre  donné  de 
termes  d'un  sorite  finissant  par  une  fraction  de  son  terme  infé- 
rieur; car 


d'où 


I 

I 

1 

Vx 

Vx-hl 

l 

I 

Uo 

4- 

I 

Ui 

-h   . 

Vx-*-l  —  Vx   __  t^x         __  Vx I__  _   J_ 


P 

qui  est  de  la  forme  p >  et  est,  par  conséquent,  une  fraction  d^ 

son  terme  inférieur. 

»  Maintenant,  si   nous  représentons  le  produit  des  éléments 
Uoy  i/|,  U2,  ..  •,  Ujc  par  Uiijc  et  la  somme  de  leurs  combinaisons 

X  —  I  à  J7  —  I  par  n'wjp,  le  rapport  ^r— ^  sera  aussi  la  même  frac- 
tion de  son  terme  inférieur,  puisque  (comme  on  l'a  fait  voir)  tous 
les  éléments  du  sorite  sont  premiers  entre  eux. 
»  De  là  nous  pouvons  déduire  les  équations 

MxH-i  =  tto  -f-  (  Mo  —  t)*  n'wx, 
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t  la  seconde  servira  à  donner  une  limite  inférieure  du  degré 

onvergence  d'un  soritc  quelconque. 

En  effety  dans  le  cas  d^un  sorite  limite,  nous  avons 

M,  >(M0  —  0"0Wi         >("J  —  "•)'» 

Wj  >(  Wo  — 1)1*0  «1  Wf  >  (wj  —  "o)*," 
;méme,  en  général, 

e  que  la  solution  de  Péquation 

0/  =  0/_,  -4-  6/.,  -i-  ...-+-  Oo    est    6/  =  a'+»  K 

Dans  tout  autre  sorite,  dans  lequel  Télément  initial  est  tou- 
sei0,  la  valeur  de  l'élément  distant  de  x  rangs  doit  être  a  for- 
'plus  grande  que  la  valeur  (aj  —  Wq)^"''"*  q"*  vient  d'être  ob- 
e  pour  le  cas  limite. 

Les  considérations  qui  précèdent  m'ont  été  suggérées  par  le 

îitre  de  la  Geschichte  der  Mathematik  de  M.  Cantor,  qui 

e  de  la  singulière  méthode  en  usage  chez  les  anciens  Egyp- 

î  pour  opérer  avec  les  fractions.  Ils  avaient  la  curieuse  habi- 

de  résoudre  toute  fraction  en  une  somme  de  fractions  sim- 

en  suivant  pour  cela  une  certaine  méthode  traditionnelle, 

16  conduirait  pas,  je  me  hâte  de  le  dire,  excepté  dans  un  petit 

bre  de  cas  très  simples,  au  développement  sous  la  forme  spé- 

à  laquelle,  dans  ce  qui  précède,  j'ai  donné  le  nom  de  sorite 

tionnel. 

J'ajoute  quelques  exemples  du  développement  d'une  fraction 
moelle  sous  forme  de  sorite. 

Soit^^^  la  fraction  à  développer.  L'opération  peut  être  dis- 

^e  comme  suit  : 

(2).  (8).  (6o).  (366o). 

4699  2078  1984  1920 

7820         14640  117120         7027200 

9398  1662^  119040         7027200 

st  le  nombre  supérieur  d'une  unité  à  E  7^—; 
9398  =  2  X  4699;     'J1078  =  9398  —  7320;     14640  =  2  X  7320. 


tL 
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»   Un  élément  (i)  est  maintenant  déterminé  et  il  reste 

loppcr  la  fraction     ,J,  * 
*  ^  14640 

»  (8)  est  un  nombre  supérieur  d'une  unité  à  E  -^V^; 

16624  =  8  X2078;    1984  =  16624  —  14640;    117120  =  8  X  i4( 

»  Un  second  élément,  (8)  est  maintenant  trouvé,  et 
à  développer.  En  continuant  de  cette  manière  et  a 


I 17120 


numérateurs  4^999  2078,  1984,  1920,  qui  diminuent  née 
ment  à  chaque  opération,  nous  arrivons  enfin  à  Félémei 
avec  un  reste  o.  Le  sorlte  demandé  est  donc 


III  I 


2        8       Go        366o 

335 
))  Comme  second  exemple,  prenons  la  fraction  -rr^» 

»  L'opération  peut  être  disposée  d'une  façon  analogue 
de  Texemple  précédent,  savoir  : 


2. 

3. 

48. 

335 

334 
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336 
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141 12 
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C'est  là  un  intéressant  exemple  de  l'utilité  de  l'iilstc 
Mathématiques. 

Ch.  Hemry  et  Em.  Meyerso: 
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SERENUS  D'ANnSSA; 
Pai    m.    Paul    TANiNEHY. 

Sercnus  d'An  lissa  est  l'auteur  de  deux  petits  Traités  [De  la 
Section  du  cylindre  et  De  la  Section  du  cône),  qui  suivent  d'or- 
dinaire, dans  les  manuscrits  grecs,  les  quatre  premiers  Livres  des 
Coniques  d'Apollonius  y  etque  Ilalley  a  publiés  dans  son  édition  du 
géomètre  de  Perge  (*). 

w  Nous  ne  savons  rien  de  Sercnus  »,  dit  d'ailleurs  Halley  dans 
sa  préface,  «  si  ce  n'est  qu'il  était  né  à  Antissa,  ville  de  l'île  de 
Lesbos,  qu'outre  ses  deux  Traités  il  avait  écrit  des  Commentaires 
«ur  Apollonius,  et  qu'il  vivait  avant  Marinus,  disciple  de  Proclus, 
comme  il  résulte  de  la  citation  qu'en  fait  Marinus  dans  sa  préface 
aux  Données  d'Euclide.  » 

C<^pen(Iant,  en  énumérant  les  commentateurs  d'Apollonius  dans 
l'ordre  suivant  :  Pappus,  Hypatia,  Serenus,  Ëutocius,  Halley 
semble  disposé  à  faire  vivre  Serenus  après  Hypatia,  par  conséquent 
auv^siècle  après  J.-C. 

Monlucla  a  considéré  l'époque  où  vivait  Serenus  comme  indé- 
terminée dans  les  quatre  premiers  siècles  de  l'ère  chrétienne;  il 
o'a  pas  précisé  les  raisons  qui  lui  faisaient  restreindre  l'intervalle 
de  près  de  sept  siècles  entre  Apollonius  et  Marinus. 

Dans  son  édition  de  V Astronomie  de  Théon  de  Smyrne  (Pa- 
ris, 1H49),  M.   Th.-H.  Martin   a  publié  un  fragment  qui  suivait 
dans  le  manuscrit  le  texte  de  Tliéon,  et  portait  l'intitulé  :  Extraits 
des  Ij^mmes  de  Serenus  le  philosophe. 

On  ne  peut  douter  de  l'idcntitr  de  cet  auteur  de  Lemmes ;  car 
Serenus  d'Antissa  est  précisément  qualifié  Ae philosophe  dans  les 


(  •  )  Apoltonii  Pergœi  Conicorum  libri  octo,  et  Sereni  AntUsensis  de  Sectione 
'riùtdri  et  Coni  tibri  duo,  Oxonia*,  e  theatro  Sheldooiano,  an.  Dom.  MDCCX. 
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titres  des  deux  Traités  publiés  par  Halley.  Mais  on  ne  peut 
conclure  de  là  sur  l'époque  où  vivait  ce  mathématicien  ;  car,  co. 
le  remarquent  M.  Th.-Hi  Martin  et  M.  Cantor,  l'extrait  se  b 
à  l'emprunt  d'un  énoncé  purement  géométrique  dont  un  scoIj 
anonyme  fait  une  application  astronomique. 

Bretschneider  (*),  qui  d'ailleurs  sur  ce  dernier  point  n'a  pas 
connu  la  vérité,  a  prétendu  faire  remonter  l'époque  de  Sere 
à  220-180  avant  J.-C,  c'est-à-dire  à  la  génération  qui  suit  imi 
diatement  celle  d'Apollonius.  Son  principal  motif  est  qu'Ast 
a  été  complètement  détruite  par  les  Romains  en  167  avant  J. 
D'ailleurs  les  travaux  de  Serenus  lui  paraissent  de  l'ordre  de  c 
que  dut  provoquer  la  publication  des  Coniques. 

M.  Cantor  (^)a  objecté  avec  grande  raison,  après  F.  Blass,* 
le  nom  latin  de  Serenus  indique  une  date  postérieure,  et  q 
faut  redescendre  au  moins  après  le  commencement  de  l'ère  cl 
tienne,  époque  à  laquelle  une  nouvelle  Antissa  se  trouvait  d' 
leurs  rebâtie.  Le  judicieux  historien,  en  parlant  de  Serei 
lorsqu'il  arrive  à  cette  date  du  commencement  de  l'ère  cl 
tienne,  fait  toutes  réserves  en  ce  qui  concerne  l'époque  de  sa 
il  se  contente  de  remarquer  que,  en  raison  du  caractère  de 
écrits,  il  ne  convient  point  de  trop  le  rapprocher  de  Marinu 
Neapolis,  lequel  est  mort  avant  les  dernières  années  du  v*  si 
après  J.-C.  ^ 

Je  vais  essayer  d'établir  que  Serenus  doit  être  placé  clxronol 
quement  entre  Pappus  et  Hypatia,  par  conséquent  au  iv*  siècl 
notre  ère. 

2.  L'opinion  de  Bretschneider  doit,  en  premier  lieu,  être  al 
lumen t  écartée.  Serenus  dit  dans  sa  préface  de  la  Section  du 
lindre  : 

«  Ceux  des  anciens  (ol  twv  icaXaiwv)  qui  ont  traité  des  coni< 
ne  se  sont  pas  contentés  du  concept  ordinaire  du  cône  formé 
la  révolution  d'un  triangle  rectangle,  ils  ont  voulu  plus  de  gén 
lité  et  plus  d'extension  dans  leurs  savantes  recherches  et  ont 


(*)  Die  Géométrie  und  die  Geometer  vor  Euklides,  Leipzig,  1870,  p.  iR 
(')  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Mathematik,  Leipzig,  1880,  p.  347 
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sidéré  non  seulement  des  cônes  droits,  mais  encore  des  cônes  sca- 
lènes.  » 

Or  nous  savons  pertinemment  par  Geminus,  dans  Eutocius  (éd. 
Halley,  p.  9),  que  cette  généralisation  a  été  l'œuvre  d'Apollonius. 
Serenus  en  était  donc  assez  éloigné  pour  le  considérer  comme  un 
ancien. 

Bretschneider  a  été  évidemment  trompé  par  le  début  de  la  même 
préface,  où  Serenus  dit  que  «  beaucoup  de  ceux  qui  s'occupent 
de  Géométrie  croient  que  la  section  oblique  du  cylindre  diffère  de 
la  section  conique,  appelée  ellipse  »,  et  par  l'objet  du  Traité  qui 
est  la  réfutation  de  cette  erreur.  Mais  il  faut  voir  là,  non  pas  l'in- 
dice d'une  époque  où  la  Science  progresse,  bien  au  contraire  la 
preuve  d'une  décadence  déjà  profonde. 

On  est  assez  loin  des  anciens  pour  que  la  tradition  soit  perdue; 
les  premiers  travaux,  qui  n'ont  pas  été  recueillis  dans  la  collection 
da  Toiro^  otvaXuojievoc,  que  détaille  Pappus  dans  son  Livre  YII, 
n'existent  plus,  et  par  suite  des  lacunes  de  cette  collection  et  de 
la  mauvaise  direction  de  l'enseignement,  on  est  arrivé  à  mettre  en 
doute  des  points  qui  ne  faisaient  pas  question  pour  Euclide  ou 
pour  Archimède,  ou  bien,  comme  Serenus,  à  considérer  comme 
nouvelles  des  questions  qui  avaient  dû  évidemment  être  traitées 
dès  le  temps  de  Ménechme. 

L'œuvre  même  de  Serenus  indique  elle-même  par  ses  imperfec- 
tions qu'on  est  bien  loin  de  Tâge  héroïque.  Elle  est  encore,  il  est 
vrai,  assez  satisfaisante  pour  que,  comme  le  remarque  M.  Cantor, 
il  ne  faille  pas  lui  attribuer  une  date  trop  voisine  de  Proclus  ou  de 
Marinus.  Mais,  si  l'on  compare  par  exemple  Serenus  et  Pappus,  on 
De  peut  se  dissimuler  l'infériorité  du  premier. 

Si  l'on  prend  la  Section  du  cône,  où  Serenus  étudie  les  varia- 

ïioos  de  l'aire  du  triangle  obtenu  en  coupant  un  cône  droit  ou  sca- 

iéne  par  un  plan  passant  par  le  sommet,  je  crois  qu'on  ne  Irou- 

^^>^tt  pas  ailleurs  63  propositions  accumulées  pour  des  résultats 

•"*«*  insignifiants;  le  problème  fondamental,  qui  d'ailleurs  est  sty- 

^^^y   ri'est  même  pas  abordé. 

^^i^s  la  Section  du  cylindre^  je  remarque,  à  la  fin  de  la  préface, 
^^^  assertion  singulière  :  «  que  la  section  du  cylindre  droit  est 
^^'^iïient  identique  à  celle  du  cône  droit,  et  qu'il  faut  supposer 
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le  cylindre  scalène  pour  en  identifier  la  section  avec  l'ellipse 
général  ». 

Dans  ce  Traité  d'ailleurs,  Serenus,  malgré  sa  promesse, 
traite  pas  le  cas  général  ;  il  ne  considère  pour  les  cylindres  scal^ 
que  les  sections  faites  par  des  plans  perpendiculaires  à  celui 
passe  par  Taxe  et  par  sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  de  bs 
il  ne  paraît  pas  avoir  compris  la  distinction  établie  par  Apo 
nius,  dont  il  essaye  cependant  de  calquer  iidèlement  les  dém 
strations,  entre  les  axes  des  sections  coniques  et  les  diamè 
conjugués. 

Je  passe  sur  quelques  détails  techniques,  moins  importants, 
dénotent  également  un  âge  relativement  récent;  mais,  pour  mu 
édifier  sur  l'homme  et  sur  l'époque,  je  crois  devoir  traduire 
passage  qui  suit  la  proposition  30  : 

«  Que  ce  que  nous  avons  dit  suffise  pour  le  problème  que  no 
nous  étions  proposé  et  sur  lequel  nous  pourrions  nous  étendre  e 
core  davantage.  Il  est  temps  de  passer  à  la  question  que  j'ai  a 
noncée  tout  à  Theure;.  l'origine  de  son  examen,  qui  n'est  pashc 
de  propos,  a  été  pour  moi  motivée  comme  suit.  Le  géomètre  Pt 
thon,  en  expliquant  dans  un  de  ses  écrits  ce  que  sont  les  pan 
lèles,  ne  s'est  pas  contenté  de  ce  qu'avait  dit  Euclide,  mais 
rclairci  par  un  exemple  ingénieux  :  les  droites  parallèles,  dit- 
sont  telles  que  celles  que  nous  voyons  formées  sur  les  murs  ou  s 
le  sol  par  les  ombres  des  colonnes  à  l'opposite  d'une  lampe  ou  d' 
(lambeau.  Cela  a  paru  fortement  risible  à  tout  le  monde,  mais  n 
pas  à  moi  qui  respecte  l'auteur  et  qui  suis  son  ami.  Seulemenl 
faut  examiner  la  question  mathématiquement.  )> 

Suivent  des  démonstrations  assez  complexes  de  propositions  ( 
se  trouvent  en  fait  supposées  dans  les  Optiques  d'Euclide. 

3.  11  est  clair  que  nous  ne  concluons  pas  la  date  des  écrits 
Serenus  de  leur  imperfection  même,  mais  de  ce  fait  qu'ils  ont 
conservés  malgré  cette  imperfection,  et  qu'ils  se  sont  accolés  i 
Coniques  d'Apollonius,  comme  les  Livres  XIV  et  XV  des  £ 
ments  à  l'œuvre  d'Euclide. 

Rien  n'empêche  évidemment  d'admettre,  par  exemple,   qu 
temps  qui  suivit  Euclide  il  y  avait  des  géomètres  d'assez  peu 


i 
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Valent  pour  produire  une  œuvre  aussi  iniparraile  que  le  Livre  XV  ; 
maïs  Imvraisemblable  serait  quV'lle  eût  été  conservée  dès  lors, 
comme  un  complément  nécessaire  des  Eléments,  et  admise  même 
par  Théon  d'Alexandrie,  dans  son  édition,  sans  corrections  ni  re- 
toaches.  Il  est  donc  unanimement  reconnu  aujourd'hui  que  ce 
livre  XV  est  du  vi*  siècle  de  notre  ère.  C'est  un  raisonnement 
analogue  que  je  fais  pour  Serenus. 

J'ajouterai  que,  si  Serenus  avait  écrit  avant  Pappus,  ses  detix 
Traités  auraient  dû  être  dès  lors  accolés  aux  Coniques  et  par  con- 
séquent entrer  dans  la  Collection  analytique  des  Anciens.  Tout 
aa  moins  Pappus  n'eût  pas  manqué  de  signaler  ce  complément  de 
l'Ouvrage,  comme  il  Ta  fait  pour  un  travail  analogue,  celui  de  Char- 
Niandros  sur  les  Lieux  plans  d'Apollonius. 

Mais  je  crois  qu'on  peut  tirer  un  argument  encore  plus  décisif 
Je  ce  fait  que  Serenus  avait  commenté  les  Coniques ^  ainsi  qu'il 
nous  l'apprend  lui-même  (éd.  Halley,  p.  16).  Le  travail  de  Pàp- 
pus  dans  son  Livre  VII  me  paraît  en  effet  inexplicable,  s'il  y  avait 
^  de  son  temps  un  commentaire  sur  un  quelconque  des  Ouvrages 
^^  la  Collection  analytique^ 

A  proprement  parler,  du  reste,  Pappus  n'a  pas  commenté  les 

Coniques,  comme  Halley  semble  le  dire;  il  a  publié  un  certain 

QOfubre  de  lemmes  sur  les  Coniques^  comme  sur  la  plupart  des 

tiitres  Traités  analytiques.  L'opinion  générale  est  d'ailleurs  que 

l^^ppus  est  l'auteur  de  ces  lemmes  ;  mais  il  est  facile  de  se  rendre 

cornpte  qu'il  n'en  est  rien.  En  effet,  non  seulement  il  ne  dit  rien  de 

s^rnblable  quand  il   annonce  (éd.  Hultsch,  p.  636)  qu'il  donnera 

|>onr  chaque   Traité  de   la  collection    les   lemmes  cherchés  (xi 

^"^jAliAtTa  Ta  ÇYjToujjLfva),   mais   encore   quand  il  énumère    successîve- 

*>ent  le  nombre  des  théorèmes  de  chaque  ouvrage,  il  y  ajoute 

<ielui  des  lemmes,  comme  si  ceux-ci  en  faisaient  partie,  et  l'on 

ci^oirait  certainement  qu'il  en  était  ainsi,  si  l'on  n'avail  pas  les 

(Paniques. 

11  est  donc  probable  que  jusqu'à  Pappus  on  s'était  contenté,  pour 
combler  les  lacunes  que  présentaient  ou  semblaient  présenter  les 
Traités  d'Analyse  anciens,  de  rédiger  des  recueils  de  lemmes,  qui 
devaient  se  trouver  annexés  à  certaines  éditions  de  ces  Traités, 
manquer  dans  d'autres  ou  encore  différer  d'une  édition  à  l'autre. 
Les  auteurs  de  ces  lemmes  sont  sans  doute  des  mathématiciens^ 
^ull.  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  VII.  (Août  1882.)  j- 
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comme  ceux  que  cite  Pappus,  à  savoir  Périclès  (*),  Cliarnij 
dros  {^),  Heraclite  (=»). 

Le  but  de  Pappus  a  été  évidemment  de  faire  de  son  Livre  V 
le  recueil  général  de  tous  ces  recueils  particuliers ,  travail  évideo 
ment  très  intéressant  dans  notre  hypothèse,  mais,  je  le  répèti 
inexplicable  s'il  y  avait  eu  déjà  à  cette  époque  un  commentaire  s\ 
Ich  Coniques. 

Le  fait  que  Serenus  a  lui-même  composé  ou  recueilli  di 
Lemmes  {*),  semble  indiquer  qu'il  appartenait  à  une  époque  ( 
transition,  où  le  système  des  lemmes,  tel  que  le  révèle  le  Livre  V 
de  Pappus,  et  où  se  maintiennent  à  un  certain  degré  Toriginali 
mathématique  et  la  tendance  à  améliorer  les  travaux  des  Ancien 
a  dû  être  abandonné  pour  celui  des  commentaires  qui  cons 
crera  définitivement  la  décadence  et  qui  est  comme  Taveu  qu\ 
ne  peut  plus  désormais  qu'admirer  servilement  des  œuvres  inim 
tables  (5). 

Porphyre  et  Pappus  avaient  déjà  ouvert  cette  ère  des  comroei 
taires  pour  Euclide  et  pour  Ptolémée.  Après  eux,  on  dut  nature 
lement  aborder  les  géomètres  qui  avaient  traité  de  matières  pi 
hautes;  c'est  ce  que  commença  au  moins  Serenus  pour  Apoll 
nius  et  peut  être  pour  Archimède  (Afarinus). 

Il  n'y  a  guère  à  douter  au  reste  que  les  deux  petits  Traités  < 
Serenus  n'aient  été  liés  par  lui  à  une  édition,  partielle  probabi 
ment,  des  Coniques  (les  quatre  premiers  Livres?),  laquelle  cor 


(>)  P.  63o,  1.  a5. 

(')  P.  664,  ï*  ^'  —  Pcut-élrc  le  Charimander  cité  sur  les  comètes  par  Sénéqc 
VII,  5,  IVat.  quœst, 

(»)  P.  782,  I.  5.  —  'HpàxXetTOc.  Peut-être  l'auteur  de  la  Vie  d*Ai^himède  <| 
rite  Eutocius,  et  qu'il  appelle  'HpàxXeioç  (Ilalley,  p.  8)  ou  'Hpax>et$r,c  (Tore! 
p.  ao4).  La  forme  Héraclius  est  à  bon  droit  suspecte,  mais  celle  ôî'Héraclide  n% 
pas  suffisamment  garantie.  Elle  est  très  souvent  d'ailleurs  confondue  dans  les  m 
nuscrits  avec  la  forme  Heraclite;  il  est  inutile  d'en  donner  des  exemples. 

(<)  On  peut  rappeler  également  ici  le  recueil  de  Lemmes  qui  nous  a  été  co. 
serve  par  les  Arabes  sous  le  nom  d'Archimède  (Torelli,  p.  355-36 1),  et  qui  a  un 
origine  analogue. 

(*)  Gomme  indice  de  la  décadence  de  la  langue  technique  au  temps  de  Sérénos 
on  peut  remarquer  à  ce  sujet  qu'il  désigne  comme  dXiya  ôà  diTTa  >T](<.pLaTta  (cer 
tains  petits  lemmes,  p.  18),  les  propositions  19  à  30  de  sa  Section  du  cylindre 
■alors  que  ces  propositions  renferment  aussi  bien  des  théorèmes  que  des  problèmes 
et  n'ont  d'ailleurs  aucunement  le  caractère  de  lemmes. 
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prenait  ses  Commentaires,  et  qu'Eu tocius  n'ait  plus  tard  utilisé  son 
travail  en  même  temps  peut-être  aussi  que  celui  d'Hypatia. 

4.  Ce  que  nous  avons  déjà  dit  pourrait  suffire  pour  écarter  Thy- 
pothèsequi  ferait  Serenus  postérieur  à  la  fille  de  Théon  d'Alexan- 
drie et  laisserait  à  celle-ci  Thonneur  d'avoir  la  première  essayé  de 
commenter  les  Coniques,  Mais  on  peut  donner  d'autres  raisons 
contre  cette  hypothèse. 

Si  Halley  a  réellement  été  porté  à  l'adopter,  c'est  sans  doute 
par  le  rapprochement  entre  les  qualifications  de  «  philosophe  » 
données  à  Serenus  d'une  part,  à  Marinus  de  l'autre,  et  qui,  pour 
nous  modernes,  semblent  quelque  peu  singulières  quand  il  s'agit 
d'auteurs  mathématiques.  Mais  dans  les  deux  cas  l'épi thète  a  dû 
être  ajoutée  par  les  copistes  pour  distinguer  ces  auteurs  d'autres 
bomonymes;  en  particulier,  le  premier  pouvait  être  confondu  avec 
un  iElius  Serenus  d'Athènes  (Suidas)^  qui  paraît  avoir  vécu  en 
Egypte  vers  le  iv*  siècle  de  l'ère  chrétienne  {PholiuSy  cod.  279), 
avoir  par  conséquent  été  contemporain  du  nôtre,  et  qui  était^  lui, 
désigné  comme  littérateur  (Sepi^voç  ô  YpafJtfxaTixoç). 

Il  faut  remarquer  du  reste  que,  depuis  Ptolémée  au  moins,  les 
mathématiciens  semblent  avoir  affecté  de  se  désigner  comme  phi- 
losophes. Par  exemple,  Pappus,  Théon  d'Alexandrie  sont  qualifiés 
comme  tels  dans  Suidas,  et  le  début  de  l'Almageste  ainsi  que  le 
langage  de  Pappus  (p,  34,  35o,  1022,  1 164 )  paraissent  justifier 
I  emploi  de  cette  dénomination  (*). 

En  second  lieu,  on  a  vu  que  Serenus  vivait  dans  un  milieu  scien- 
tifique, sinon  savant;  dans  notre  opinion  sur  l'époque  de  sa  vie,  on 
'^e  peut  guère  placer  ce  milieu  ailleurs  qu'en  Egypte  ;  après  Hypatia, 
"  serait  plus  plausible  de  penser  à  Athènes,  où  Plutarque  le  platoni- 
cien essayait  de  renouer  la  «  chaîne  d'or  »  brisée  depuis  si  long- 
^^naps.  Mais,  en  Egypte  ou  à  Athènes,  Serenus  aurait  certainement 
^^  Connu  de  Proclus.  Or  les  détails  biographiques  sur  ce  dernier, 
comme  en  général  sur  les  philosophes  de  son  siècle,  sont,  quoique 
^ssez  confus,   passablement  complets.    Comme  aucune   trace  de 

(')  Od  sait  d'ailleurs  que,  chez  les  Romains  au  moins,  le  terme  mathematiciu , 
^^''i  par  les  astrologues  de  bas  étage,  était  loin  d'être  honorable. 
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Sereaus  n'y  apparaît,  on  peut  dès  lors  inférer  à  bon  droit  q 
(Hait  au  moins  du  siècle  antérieur. 

La  citation  de  Marinus  :  «  Après  Archimède,  Serenus  a  coe 
déré  qu4i  v  a  beaucoup  d'objets  déterminés  naturellement  »  (s 
être  donnés  au  sens  ancien,  comme  le  rapport  de  la  circonfére- 
au  diamètre)  n'indique  pas  enfin  que  la  date  de  Tauteur  cité  : 
relativement  très  récente. 

Je  crois  avoir  accompli  la  tache  que  je  m'étais  proposée  et  mon 
que  de  toutes  les  conjectures  possibles,  dans  l'incertitude  où  no 
laissent  les  données  historiques  sur  le  compte  de  Serenus,  la  pi 
plausible  consiste  à  le  placer  dans  l'intervalle  qui  sépare  Pappusi 
T'héon  d'Alexandrie. 

J'ajoute,  comme  détail  bibliographique,  que  Serenus  cite  : 

KuoMDE  {Suç  les  parallèles) Section  du  Cylindre ,  prop. 

Eléments  y  XIÎ,  ii Section  du  Cône,  prop. 

Optiques :     Section  du  Cylindre^  prop. 

AwLLONius  {Coniques^  Livre  I)  : 

Définitions  premières  et  secondes *  définitio 

Théorèmes  15 »  prop.  16 

21 »  prop. 

36 •»  prop. 
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SCHEFFLER.— Die  magisciien  Figlren.  Allpiemeine  Lsoung  und  Ervveiterung 
eines  aus  dem  Altcrthume  slammenden  Problems.  —  i  vol.  in-8**,  iia  p. 
Leipzig;  i88si. 


lAuleur  traite  d'une  façon  systématique  des  carrés  magiques  et 
d'autres  figures  analogues.  La  solution  générale  du  problème  du 
carré  magique  dans  le  cas  d'un  nombre  impair  d'éléments  est  re- 
marquablement simple  ;  concevons  un  carré  formé  au  moyen  de 
/»' éléments  et  disposé  comme  un  déterminant;  soit  Up,q  le  terme 
qui  appartient  à  la  ^-|-i^''"«  colonne  et  à  la  /y-l-i''^^™*  ligne;  soient 
^Je  plus  fl,  a';  6,  b'  quatre  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs; 
^opposons  enfin  que  Up^q  se  déduise  du  nombre 

I  -\-pa-^qa  -^  {pb-^qb')  /i, 

^^  l'emplaçant  pa-\-qa!j  pb-^-qU  par  leurs  plus  petits  restes 
positifs  par  rapport  à  /i  ;  si  aV  —  a!b  est  un  nombre  premier  à  /?, 
^ws  les  nombres  Up^q  seront  différents,  en  sorte  que  ces  nombres 
ne  seront  autres  que  les  nombres  1,2,  . . . ,  /j^;  si  les  nombres  a^b 
sont  premiers  à  /î  ,  la  somme  des  termes  d'une  ligne  horizontale 


sera  égale  à  ^^^ 


I) 


;  si  les  nombres  a!  et  V  sont  premiers  à  /i, 

on  obtiendra    la  même  somme  pour   une    ligne    verticale  quel- 
conque; si  les  nombres  rt-f-a\  b-\-b'  sont  premiers  entre  eux, 
on  obtiendra  encore  la  même  somme  pour  la  diagonale  qui  part  du 
terme  «oo,  ou,  pour  deux  lignes  parallèles  à  cette  diagonale,  la 
comprenant  entre  elles  et  contenant  ensemble  n  éléments;  enfin, 
SI  les  nombres  a  —  a'  et  6  —  b^  sont  premiers  à  /i,  on  aura  des  pro- 
pnélés  analogues  relativement  à  la  seconde  diagonale.  Si  l'on  sa- 
tisfait à  la  fois  à  toutes  ces  conditions,  on  obtient  ce  que  M.  Scheff- 
1er  appelle  un  carré  magique  complet.  On  ne  peut  évidemment 
satisfaire  à  toutes  ces  conditions  dans  le  cas  de  n  pair;  il  faut  alors 
**wnger  Ja  définition  du  carré  magique  complet;  le  problème  de- 
^^^^  alors  plus  compliqué  et  nous  devons  renvoyer  le  lecteur  au 
'^oe  M.  Schefïler,  de  même  que  pour  les  triangles  et  polygones 

^ti//.  des  Sciences  niathem.,  2*  série,  t.  VII.  (Septembre  i883.)      18 
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magiques.  M.  ScheHler  considère  aussi  des  cubes  magique: 
sont  coupés  par  des  plans  parallèles  aux  faces  suivant  des  c 
magiques;  le  cube  magique  complet,  composé  d^un  nombre  h 
d^éléments,  se  construit  par  un  procédé  tout  semblable  à  celu 
nous  avons  expliqué  pour  le  carré  magique. 

Enfin  ce  livre  se  termine  par  un  certain  nombre  d'applica 
qui  offrent  quelque  intérêt  théorique  ou  qui,  pour  parler  co 
Bachet,  sont  simplement  plaisantes  et  délectables,  J.  ' 
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EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  SELIVANOF  A  M.  HERMITE. 

Pour  résoudre  Téquation  du  quatrième  degré  (*),  Ferrari  ra 
son  premier  membre  à  la  différence  de  deux  carrés,  d'où  la  rë 
tion  de  Téquation  proposée  est  immédiate.  La  manière  la 
simple  d'y  parvenir  me  semble  la  suivante  : 

Etant  donnée  l'équation 

nous  introduisons  pour  riiomogénéilé  )•, 

(^ctte  forme  biquadratique    se  transforme  en   une  forme  qi 
tique,  en  posant 

.r*  =  zi ,     9.xy  =  5i,     yi  =  z^ 
et  l'on  trouve 

F(Zty  Z%,  ^3)=  OZl  ~\~  2bZxZ%-h{6c-{-4u)ZiZ3-'  uzl  -^-ids^Si  -+ 


(*)  Voir  aussi  à   ce  sujet  le  Mémoire  de  M.  Darboux  Sur  Véquation  é 
trième  degré,  dans  le  Journal  de  LiouviUe ,  a*  série,  t.  XVI îl,  p.  220. 
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ou,  en  remplaçant  4 c  VI  w3  par  r:;|, 

-f-  'xdziZj-h  ezl. 

D'après  la  méthode  de  Ferrari,  celte  forme  se  transforme  en 

A  (-Si  -f-m^j-h  mzz)^-h  B(zj-h/?53)*  -h  GzJ. 

Pour  avoir  la  somme  de  deux  carrés,  il  (aut  déterminer  //  de  ma- 
nière que 

ABC=  o. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  w,  la  formeF  (zi ,  Z2,  z^)  se  transforme 
en/(x,>')  en  passant  de  2i,  ^2,  33  à  jr  et  ^.  La  forme  F(3,,52,3j), 
contenant  la  quantité  arbitraire  u,  est  identique  avec  la  forme/(d?,^). 

Le  produit  ABC  est  égal  au  déterminant  de  la  forme  quadra- 
tique F(3i,  Z2^  Z3),  Nous  avons  donc  Téquation  résolvante  de 
Ferrari  sous  cette  forme  élégante  : 

a  h  c  -¥-  7.H 

h  c  —  N     d  —  o. 

c  —  iu     d  e 

Ce  résultat  est  du  à  M.  Aronhold.  Il  est  publié  dans  le  t.  52  du 
Journal  de  Cre/le,  p.  gS,  mais  la  voie  par  laquelle  on  y  parvient 
•^  y  est  pas  indiquée. 

Quelques  indications  de  M.  Kronccker  m'ont  donné  le  moyen 
"éclaircir  cette  voie. 


SUR  UN  MANUSCRIT  DU  VATICAN,  DU  XIV*  SIÈCLE,  CONTENANT  UN  TRAITÉ 
DE  CALCUL  EMPRUNTÉ  A  LA  MÉTHODE  »  60BÂRI  ». 

LETTRK  DE  M.  NARDICCI  A  M.  ARISTmR  MARRE. 

Ayant  rencontré  dans  le  manuscrit  de  la  reine  de  Suède,  n*"  1285 
"G  la  Bibliothèque  du  Vatican,  d'une  écriture  serrée,  de  la  seconde 
moitié  du  XIV*  siècle,  un  Traité  intitulé  :  Introductorius  liber  qui 
^^pulveris  diciturin  mathematicam  disciplinant,  j'ai  cru  d'abord 
1""  sag;issait  d'une  traduction  latine  de  quelque  Traité  arabe  sur 


a48  PREMIÈRE  PARTIE. 

le  GOBAR  (pulvis).  (Qu'il  me  soit  permis  ici  une  hypothèse  ; 
calcul  gobâr  serait-il  une  explication  de  Tahacus  des  ancien 
Tusage  des  Orientaux,  ainsi  que  le  mot  même  le  ferait  soupconoei 
Mais  un  examen  attentif  du  manuscrit  en  question  m'a  convain 
que,  quoique  ce  Traité  ressemhle  d'assez  près,  au  moins  en  pari 
par  la  méthode,  à  la  traduction  du  regrelté  Wœpcke,  piibl 
par  vous  avec  de  savantes  notes  dans  le  XIX®  tome  des  yl/// 
l'Académie  Pontificale  des  Nuo\-iLincei  (*),  il  s'agit  ici  d'un  tra> 
original  écrit  et  publié  en  Occident.  C'est,  à  mon  avis,  une  tr 
sition  entre  l'abacus  et  l'algorithme,  faisant  connaître  la  méthc 
gobar  indépendamment  des  anciens  systèmes  de  l'abacus. 

Le  manuscrit  queje  viensde  citer  est  un  in-folio  de  i64  feuill 
en  parchemin,  numérotés,  sauf  le  premier,  aux  rectos  i-i63 
est  relié  en  cartons  recouverts  intérieurement  de  parchemin  ete? 
rieurement  de  peau  rouge,  avec  six  nervures  sur  le  dos,  i 
armoiries  pontificales  et  royales.  Dans  l'intérieur  de  la  premi 
couverture  se  trouve  une  ancienne  liste  des  Traités  que  ce  ma 
scrit  renfermait,  et  par  laquelle  on  voit  qu'il  y  en  avait  deux 
maintenant  ont  disparu  (2). 

Ce  manuscrit  contient  les  Traités  et  pièces  suivantes  ('): 

I**  (ff.  I  r-8r)  :  In  nomine  domini  miseratoris  et  pij,  Inc 
liber  in  sciencia  astrolabii  quadraginta  in  se  continens  d 
tu  la. 

Commence  après  la  liste  des  chapitres  :  «  (P)rimum  capi 
lum  in  inventione  astrolabii  et  nominum  super  eum  cadentiu 
Primum  horum  est  armilla  super  quam  suspenditur  astro 
bium.  » 


(')  Atti  dell'Accademia  Pontijicia  de*  Nuovi  Lincei,  tome  \1X,  anno  X 
(i865-i866);  Rome,  18G6,  p.  36o-383,  séance  Vil  du  3  juin  1866,  Introduction 
calcul  gobdr  et  hawâiy  Traité  d'Arithmétique  traduit  de  Varabe  par  Franc 
Wœpcke f  et  précédé  d'une  Notice  de  Af.  Aristide  Marre^  sur  un  manuscrit  jh 
sédé par  M,  Chastes ^  etc.,  et  contenant  le  texte  arabe  de  ce  Traité.  Rome,  im 
des  Sr.  malh.  et  phys.,  18G6,  in  f**  de  x-19  p. 

(*)  Ce  sont  ;  Liber  qui  dicitur flos  florum  divi  ffermetis  de  t^gulis  astrola 
et  Liber  amforitmorum  Zaelis  in  astrologia.  Ils  précédaient  immédiatement 
planisphère  de  Plolémée.  Le  Traité  qui  forme  l'objet  de  cette  lettre  y  est  appc 
Liber  pulveris  est  in  arsmetrica. 

(•)  Les  mots  en  italiques  sont  écrits  à  l'encre  rouge  dans  le  manuscrit. 
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Finît  :  <i  Finis  liber  operis  astrolabii  cdicione  abileacini  de 
mâcher  il  qui  dicitur  almachcrita .  » 

a°  (fr.-8r-i2v  :  In   nomine  doniini  Iliesu   incipiunt  régule 
omniixm  planetarum. 
Commence  :  (i  Quîcumque  vuil  coequare  planelas.  » 

3°  (£.  i3)  :  Tables  lunaires  et  planétaires. 

4"  (ir.  i^r-^ov)  :  Incipit  introductorius  liber  quiet  pulveris 
dicitur  in  mathematicani  disciplinam, 

Conimence  :  «  Quisquis  in  quatuor  niathescos  disciplinis. 

Le  feuillet  ao  v.  se  termine  par  un  petit  chapitre  sur  la  sous- 
traction, par  une  Table  des  grades,  et  par  une  Table  de  multipli- 
cation . 

5*    (  (T.  2ir-36r)   :  Incipiunt  canones  in  motibus  celestium 
corporum. 
Commence  :  «  Quoniam  cuiusque  accionis  quantitatem.  » 
Finît  :  «  Expliciunt  canones  in  motibus  celés ti bus.  » 

6°     (ff.  36r-38r)  :  De  constitutione  astrolabii  liber  incipit. 
Commence   :    «  Astrologice    speculationis    exercitium   habere 
uolentibus.  » 
Finit  :  a  Explicit  liber  de  constitutione  astrolabij .  » 

7*    (ff.  38r-4i/')  '-  Incipit  liber  de  opère  astrolabij. 
Commence  :  «  Nomina  instrumentorum  astrolabii  liée  sunt.  » 
Finit  :  «  Explicit  opus  astrolabij .  » 

8**  (ff.  /^ir-^^v)  :  Lcrit  qui  commence  :  a  Cura  in  quo  mense 
anni  cuiusuis  an  possit  fieri  eclipsis  solis  uel  lune  uolucris  inue- 
nire  »^  et  mélanges  astrologiques.  Ces  deux  vers,  qui  se  trouvent 
auu.  du  f.  /(i,  nous  donnent  la  date  (i2o4?)  de  Toriginal  : 

M  Anni  bis  centiini  minus  uno  niilia  ({uinciuc 
»  Recessere  tue  noua  legis  lempora  \pc  ». 

9^  (ff.  43r-io2i?)  :  Ilic  est  liber  in  summa  de  signijicatio- 
nious  indiuiduorum  superiorum  super  accident ia  que  efjiciun- 
''''*  in  modo  generationis  et  corruption  is  de  présent  ia  eoruni 
''^^Pcctu  ascendentiuni  inccptionuni  coniunctionalium  et  atio- 
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rum.  et  sunt  .8.  tractatus  et  .a()3.  differentie.  éditas  a  ia^ 
astrologo  qui  dictas  est  albamasar. 

Commence,  après  la  division  de  l'Ouvrage  «  Dijferentiapr^rna 
in premissione  inceptionam  aniversaliam  maltarum  utilitat€im' 
Omnia   significalionuni   indiuiduorum   circularium   sunt  eflectu-'^ 
inferiores.  » 

lo^  (AT.  io3/-i38r)  :  Incipit  liber   .4.  tractatuum  Ptolome/^ 
alfilludhi  in  scientia  astrorani.   Et  in  primo  tractatu  sunt  ^ 
.24.  capitula,    Capitulum  primum    in   collectione   intellectus 
scientie  iuditiorum  astrorum. 

Commence  :    «  Verum  yesure  in   quibus  est  prognosticablUs 
scientie  stellarum  perfectio.  »  On  lit  en  marge  :  «  Tetrastîn  grece 
latine  quadripartitus  arabice  alambra  ))  {sic).  Le  quatrième  Traité 
est  intitulé  :«  Incipit  Tractatus  quart  us  libri  alarba  Bartolo- 
mei  »,  c'est-à-dire  «  Quadripartiti  Ptolomaei.  » 

11°  (f.  i38)  :  Scientia  proiectionis  radiorum. 
Commence  :  «  Cum  proiectione  radiorum. 

12**  (T.  (i39r-i52t;)  :  Incipit  introductorius  alcabici  ad 
iudicia  astrorum  interpretatus  a  iohanne yspalensij  c'est-à-dire 
Jean  de  Séville. 

Commence  :  «  Incipit  prologus  alcabici,  Postulata  a  domino 
pro  bonitate  uite  ceyphaddala.  » 

i3"  Planisperium  Ptolomei  hermanni  secundi  translatio. 
Commence  :    (c  Quemadmodum  Ptolomeus  et  ante  eum  non- 
nuUi.  )> 

A  part  l'intérêt  que  peuvent  avoir  pour  l'Histoire  des  Sciences 
surtout  les  n"*  9,  10,  12  et  13,  je  reviens  au  n°  4  qui  forme  Fobjet, 
de  ma  Lettre.  En  voici  le  prologue,  à  la  col.  i  du  f.  i4/*9  jusqu'^ 
la  ligne  18. 

«  Incipit  introductorius  liber  qui  et  puheris  dicitur  in  nu^^ 
thematicam  disciplinam, 

»  Si  quis  in  quattuor  matheseos  disciplinis  exercitandus  ex| 
dicius  ad  earum  inquisitionis  documenta  uolet  accedere,  numei 
rum  rationibus  primum  studeat  insudare.  Tocius  enim  phiiosopl 
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itudium  nuincrorum  naluris  a  curiosis  rerum  natiiralium  investl- 
^tionibus  comprobalur  inuiti.  His  nanique  solis  diuersas  uices 
leinporum  colllgimus.  His  mtindanc  concordie  arnicas  proportiones 
:omprehendimiis.  His  ctiain  aslrorura  inolus  et  mulliplices  erran- 
iums)'derum  uarialioncs  cuslodimus.  Prcnosse  autem  numcroruni 
'ationum  inuestigalioni  inhianlem  oporlet,  qui  dicantur  digiti, 
juiarticuli,  quique  cotnpositi  ntimeri.  Quid  sinl  cliani  aggrega- 
iones  diminutiones,  quid  multiplicaliones,  diuisioncs,  et  insuper 
lumerorum  radicum  adinuentiones.  Quibus  singulis  diligenter 
^rdine  et  ratione  exsecutis,  i'acilior  comparatur  diligentie  latioris 
deaque  sequuntur  iotellectus  ». 

»  Suit,  jusqu'au/.  i4o.  (col.  i,  lig.  21),  une  exposition  générale 
le  la  méthode,  beaucoup  plus  étendue  que  celle  que  contient  la 
raduction  publiée  par  Wœpcke,  mais  que,  dans  sa  substance, 
D  peut  dire  identique,  comme  on  pourra  le  voir  par  l'extrait  qui 
uit  : 

»  Numari  principium  et  origo  uni  tas  inuenitur.  Est  enim  nu- 
lerus  unitatum  collectio  cuius,  quia  iniinita  est  progressio  et 
bsque  finis  cognitione  immensum  producta,  certis  terminis  et 
uibusdam  limilibus  propositis  a  phylosopliic  ciuibus  illius  habetur 
isciplina.  Vnitatem  enim,  que  principium  est  numeri,  primum 
mitem  constituerunt,  ex  cuius  multiplicatione  numéros  qui  sunt 
^  ea  in  denarium  composuerunt.  Nam  eam  duplicando  i'ecerunt 
marium,  et  triplicando  ternarium,  et  sic  in  ceteris.  Rursus  uero 
enarium  secundum  limitem  posuerunt,  e\  cuius  multiplicatione, 
uplicatione,  triplicatione  noueni,  illos  numéros  qui  sunt  ad  .x.  in 
entumreddiderunt,  id  est  .xx.  xxx.  xl.,  et  qui  secuntur.  Post  hec 
ulemcentum  tercium  limitem  ponentes  ex  illius  similiter  multi- 
licatione.  viiii.  alios  numéros  constituerunt,  idest.cc.  ccc.  cccc, 
tsi  qui  sunt  in  ordine.  Quartum  uero  limitem  dixerunt  mille,  et 
[uinlum.  x.,  et  sic  sequentem  in  decuplatione,  precedentis  pro- 
Teantem  limitem  in  infinitum  processerunl.  Quorum  quosdam 
ligitos,  quosdam  articulos,  quosdam  etiam  compositos  appellare 
ioluerunt.  Si  quidem  omnes  numeri  procreati  a  primo  limite  di- 
cunlurdigiti,  a  ceteris  uero  limilibus  prouenientes  dicuntur  articuli. 
Qui  aulem  inter  articulos  inueniuntur  uocanlur  compositi.  Notan- 
lum  etiam  est  quod  singulis  limitlbus  cum  a  se  procreatis  numeris 
''uersa  indierunt  (sic)  nomina,   vocanles  scilicet  primum  limitem 
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cum  suis  nunieris  diflerenliam  unltalum,  et  primam  el  secuc 
eum  a  se  prouenienlibus  numeris  difTerenliam  deceDorum,  se 
dum  et  terlium  cum  suis  procrealis  numeris  diflerenliam  cent 
rum  et  terciam,  et  sic  in  ceteris  denominationem  alimltibus  fa 
tes,  ordinem  naturalem  eorum  observantes. 

»  Quibus  ita  subtiliter  adinuentis  mentis  in  circuitu  procède 
quamque  diflerenliam  (sic)  numéros  comprehenderunt.  Quan 
rem,  ut  quod  mentis  exquisitione  inuenerant  uisui  exponer 
novem  notulas  prolixitatem  uitantes  inuenerunt,  quibus  om 
numerum  representare  (sic)  disposilione  exercitantes  se  in 
per  tria  docuerunt.  Quarum  subscribuntur  figure  : 

I       a       3       4       5       6       7       8       9     lo      («) 

»  Inventas  notas,  ita  disposuerunt,  ut  nouem  numéros  prime 
ferentie  represen tarent  eas  in  priori  loco  constituerunt.  Vt  ai 
numéros  secunde  diflerentie  circulum  in  dextra  parte  et  notul; 
sinistra  parte  circulum  ut  fièrent  in  secundo  loco  scripserunt. 
meros  vero  tercie  diflerentie  eis  significantes  duos  circulos  pr 
nentes  in  tercio  loco  posuerunt,  similiter  in  ceteris.  Erit  ij 
prima  notula  in  primo  loco  posita  significans  unum  ;  in  secunde 
in  tercio  centum,  in  quarto  mille,  in  quinto  decem  millia,  c 
in  ordine.  Et  secunda  nota  in  primo  loco  posita  significat  du 
secundo  xx.,  in  tercio  ce,  in  quarto  duo  millia,  in  quinto  ui 
millia,  et  sic  in  ceteris  intellige. 

»  Quôd  autem  melius  inlelligatur  demonstretur  exemplo. 
nitur  enim  circulus  in  prima  parte,  et  in  secundo  loco  uniu 
représentât  .x.  hoc  modo  |^|,  et  si  post  ponatur  binarius  cii 
significabit  .xx.  ila  |20|,  et  ternarius  .xxx,  |^,  et  quatern 
significabit  .xl.  positus  ita  jlÔ|,  et  sic  de  ceteris  per  ordinem 


(*)  Ces  chiffres  ont  été  ajoutés  d'une  main  beaucoup  plus  récente,  de  la 
XVI*  siècle,  tandis  qu'ils  avaient  été  laissés  en  blanc  par  ie  copiste.  Évidemni 
nombre  lo  a  été  ajouté  arbitrairement.  La  forme  des  chiffres  à  substituer,  s 
les  divers  exemples  numériques  du  Traité,  est  la  suivante  : 

A  la  place  du  lo,  ajouté  postérieurement,  devait  se  trouver  le  zéro,  repr 
par  un  cercle  comme  aujourd'hui.  Kn  effet,  il  est  appelé  circulus,  dans  la  si 
ce  passage,  et  est  représenté  par  un  cercle  dans  les  exemples  qui  suivent. 
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aulempreponanturduocirculi,  represcnlabit  eadem  unîtas  in  tercio 
locopositacentum  hoc  modo  |100|,  et  binarlus  ducenta,  îta  |-2U0|,  et 
similiter  omnes  notule  posite  secundum  numerum  dîfierentiarum 
habent  represaîntare  (sic)  carumdem  numéros.  Si  autem  diuersa- 
rumdinerentiarum  numeri  insimul  fuerint  representandi,  ponentur 
nolule  eos  représentantes  naturali  dispositione.  Que  représentât 
scilicet  numerum  prime  differentie  ponetur  in  primo  loco,  et  que 
représentât  numerum  secunde  differentie  in  secundo  loco,  et  sic 
de  lercia  et  quarta,  et  cetêris  que  secuntur.  Verbi  gratia,  volens 
representarecentum  .xi.ponet  tresunitatesin  ordine  itaQTT],  prima 
igilur  earum  in  primo  loco  posita,  in  dextera  scilicet  parte,  re- 
présentât unum,  et  secunda  .x.  et  tercla.  c.  Si  uero  in  disposi- 
tione cuiuslibet  numeri  intercidcrit  differentia  uacua,  ponetur  in 
loco  eius  circulus.  Vt  si  numerus  tercie  et  prime  differentie  esset 
significandus,  id  est  ducenta  quatuor,  esset  differentia  secunda 
uacua.  Ponetur  itaque  quaternarius  in  primo  loco,  et  circulus  in 
secundo,  et  binarius  in  tercio  loco  ita  I^ÔT)'  ^^^  eadem  in  omni 
dispositione  numerorum  servanda  est  régula.  Ilostenso  (sic)  qua- 
liter  per  dispositionem  novem  prepositarum  figurarum  et  decimi 
•  circuli  omnis  numerus  possit  significari,  qui  sint  etiam  digiti,  qui 
arliculiet  qui  compositi  numeri,  transeùndum  est  ad  cetera  capi- 
tula, et  primum  dicamus  de  numerorum  aggregatione. 

Or,  voici  les  Chapitres  dont  le  Traité  se  compose  :  F.  i4  i'., 
coi.  1^2  :  <(  De  numerorum  aggregatione.  Aggregarc  est  quos- 
''*>et  duos  numéros  uel  plures  in  unum  colligere  ». 

Eîtemple  :  625  h-  586  =  121 1. 

F-   14  i'.,  col.  2-f.  i5  r.,  col.  I  :  «  De  diminutione.  Diminuere 
est  queralibet  numerum  ex  maiore  se  substrahere  ». 

Exemple  :  12025  —  36o4  =  8421 . 

F-  i5  r.,  col.  I  :  <(  De  duplatione,  Duplare  aliquem  numerum 
est  eius  duplicati  summam  colligere  ». 

Sans  exemple. 

^'  'â  /*.,  col.  1-2  :  a  De  numerorum  mediatione.  Mediarc  all- 
quem  numerum  est  ouni  in  duas  equales  partes  sccare  ». 

^««»  exemple. 
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F.  i5  /'.,  col.  2-r.,  col.  a  :  «  De  multiplications  Multiplies^ 
esl  al  i  que  m  nu  mer  uni  in  aliuni  eum  secundum  unilales  illius  d_ 
plicare.  Cuius  qui  voluerit  exercitari  notilia,  necesse  est  multip  J 
caliones  digitorum  omnium  in  se  et  ad  inuicem  commendare  m.! 
morie.  Multiplicationis  itaque  talis  est  doctrina  ». 

Exemple  :  loî  x  9.06  =  21 1>-4' 

F.  i5  t;.,  col.  a-f.  17  /•.,  col.  2  :  «  De  numeroruni  diuisione. 
Diuidere  est  numerum  per  alium  niaio'rcra  secundum  quantitaten 
minoris  partiri,  uel  maioris  ad  minorem  facere  ». 

,,    ,        228604    ,.«  i56  1800 

exemples  :  • — «- —  =  968  -^r-  > =  200. 

^  236  ^      236       ç) 

Ce 'second  exemple  est  précédé  de  ces  mots  :  «  Notandum  etian 
est  quod  si  post  multiplicationem  supra  positi  numeriet  eius  extrac 
tionem  de  diuidendo  numéro  remanserunt  circuli,  postquosnullu 
sit  numerus^  illi  sunt  preponendi  supraposito  numéro  eo  ordin* 
quo  sunt.  Yerbi  gratia  :  Diuidendus  est  numerus,  id  est  mille  octin 


genti  per  nouem,  quorum  hec  est  figura     1800     .  » 


F.  i7r.,  col.  1-2  :  «  De  numeroruni  fractionibus.  Et  si  cuiu^u* 
numeri  denuininatio  parlium  possit  fieri  infinitis  modis  secunduu 
iniinitos  numéros,  placuit  tamen  egiptiis  denominationem  suarun 
i'ractionum  facere  a.  .I\.  diuiserunt  graduni  unum  in  .Ix.  parte: 
quas  vocauerunt  minuta.  Item  unumquodque  minutorum  diui- 
dentés  in  .Ix.  partes  alias  appellauerunt  eas  secunda,  eo  quod  esseni 
partes  partium  in  secundo  loco,  deinde  partientes  quodque  secun< 
dum  in  .Ix.  partes,  dixerunt  eas  tercia,  et  similiter  diuiserunt  sin^ 
gula  tercia  in  .Ix.  partes  quas  uocauerunt  quarta,  eo  quod  esseï^ 
in  quarto  loco  a  primis  fractionibus,  id  est  a  minutiis,  et  ita  de^ 
cendentes  inuenerunt  quinta  et  sexta  et  septima,  et  hoc  usque  S 
infinitum  ». 

F.   17  /•.,  col.  i-v,y  col.  2  :  «  De  multiplicatione  fractionum^ 

F.  17  /'._,  col.  a-f.  18  r,j  col.  1:  «  De  fractionum  nunieroru.^ 
diuisione  ». 

F.  18  /•.,  col.  1-2  :  «  De  positïone  integrorum  numerorum 
fractionum.  » 

Jusqu'ici  les  exemples  sont  appliqués  aux  diverses  espèces  c3 
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grades,  donl  il  esl  parlé  ci-dessus.  Les  deux  Chapitres  suivants  se 
rapportent  à  d'autres  exemples  numériques,  savoir  : 

V,  i8  /•.,  col.  2'V.y  col.  1  :  <i  lie/n  de  diuerûs  fraciionibiis.  » 

Kxemples  :  3  -i-  1  X  8  —  Vt  =  ^^  -^  f* 

i  ^  ^  ~  t\ 

F.  i8  r.,  col.   1-2  :  «  De  diuisione  diuersarum  fractioniini.  » 
Exemple  :  ^Î^^Jl  ^  g  _^  ^ . 

3  -h  3- 

F.  18  XK,  col.  2-f.  19  r..  col.  I  :  a  De  radicum  (sic)  numcrorum. 
Vost  traditam  multiplicandi  et  diuidendi  plenam  doctrinam,  restât 
de  radicibus  numerorum  dicendum.  Quarum  scientia  non  solum 
walet  ad  geometriam  et  astronomiam,  uerum  etiani  ad  totam  qua- 
driuiidisciplinam  ualde  est  necessaria,  quod  leviter  patet  studenli 
inmathematica  scientia.  Videndum  itaque  est  quid  sit  numerorum 
radix.  Radix  nuraeri  est  alternumerus  in  se  multiplicatus  reddens» 
ipsuni.  Binarius  enim  radix  dicilur  quaternarii,  quia  in  se  ductus 
reddilquaternarium.  » 
F-  19  r,y  col.  1-2  :  «  De  inuentione  radicis  integri  numeri,  » 
^'  19  r,,  col.  2-r.,  col.  i  :  «  De  exemple  inueniende  radicis. 
Proponitur  numerus  (5625)  cuius  radix  inuenienda  est.  » 
*"•  19  ç.y  col.  1-2  :  <(  De  radicibus  fractionum,  »  . 

*"•  *9  i'v  col.  2-f.  20  /*.,  col.  I  :  «  Exenipliim de fractionibiis  : 
cumautem  radicem  duorum  et  tercie  atque  décime  unius  uolueris 
inueaire.  » 
^'  ao  r.,  col.  1-2  :  vi  Item  de  inuentione  radicum  alio  modo.  » 
I^.  ao  r,y  col.  2-v\,  col.   i  :  «  //e/?i  de  inuentione  radicis  nu- 
^^^fi  integri  cum  fraction  ibus.  » 

Le  Traité  se  termine  (f.  20  ^.,  col.  1-2)  par  deux  Chapitres  sans 
^ïtre.  Je  rapporte  le  premier,  comme  preuve  évidente  que  lorsque 
^e  Traité  fut  composé,  le    système  de  Tabacus,   dont  les  divers 
*  faites  qui  nous  restent  se  terminent  par  une  section  spéciale  re- 
lative aux  minuciœ,  n'avait  pas  encore  été  entièrement  abandonné  : 
«  Scire  autem  oportet  quod  monas  in  .xii.  diuiditur  uncias.  Vn- 
Cia  vero  în  .xxiiii.  scripulos.  Scripulus  uero  ex  sex  constat  siliquis. 
"'"S    autem  ex  tribus  siliquis.  Cerates  uero  continet  unani  et 
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semis  siiîquam.  Siliqua  autcm  unum  continet  calcum  et  tercis 
dus.  Calcus  autem  ex.  tribus  granîs  suani  efficît  quantitate. 
Constat  igitur  calcum  subsesquitertium  esse  ad  siliquam,  sil 
quam  autem  subsexquialtcram  esse  ad  ceratem.  Gérâtes  uei 
subduplaest  ad  obolum.  Obolus  autcm  medietas  est  scripuli.  Scr 
pulus  ucro  subtriplus  est  adragmam  (sic)^  dragma  autem  quar 
pars  est  semuntie  et  octaua  uncie,  et  uncia  duodecima  pars  unitati 
Unîtas  uero  est  quo  unaqueque  res  dicitur  una.  Hac  commoda  i 
Iroductione  de  multiplicatione  et  diuisione  ceterisque  premissîs 
quadriuii  tocius  disciplinam  dicta  sudGciant.  Si  quid  autem  ad 
que  sequuntur  necessarium  pretermissum  est,  diligens  lector  f 
premissa  leuiler  poterit  inuenire.  » 

Par  l'analyse  détaillée  de  ce  Traité,  qui  ne  me  paraît  pas  dépour 
d'intérêt  pour  l'histoire  des  Sciences,  j'en  reviens  au  point  mêi 
d'où  j'étais  parti  dès  le  commencement  de  cette  lettre,  c'esl-à-di 
en  d'autres  termes,  que  ce  Traité  paraît  pouvoir  clore  les  savan 
recherches  de  Michel  Chasles,  insérées  dans  les  Comptes  renc 
de  l'Académie  des  Sciences  (*),  et  être  classé  parmi  les  points 
départ  de  celles  de  Wocpcke  :  Sur  l'introduction  de  Varithn 
tique  indienne  en  Occident  {'^). 

Veuillez  agréer,  etc. 

Rome,  le  26  juillet  i883. 

Hem\i  Narducci. 


(')  Explication  de  Tabac  us  de  Boèce  (IV,  96).  —  Sur  V  origine  de  notre  s^ 
tème  de  numération  (VIII,  72).  —  Explication  des  Traités  de  Tabacus,  et  pat 
culièrement  du  Traité  de  Gerbert  (W'I,  i5t>).  —  Hêgles  de  l'abacus  (XVI,  48). 
Analyse  et  explication  du  Traité  de  Gerbert  (\V1,  281).  —  Développements 
détails  historiques  sur  divers  points  du  système  de  l'abacus  (XVI,  i3g3). 
Jiecherche  des  traces  du  système  de  Vabacus,  etc.  (XVII,  i'|3). 

(■'')  Home,  imprim.  des  Se.  inath.  et  phys.,  iSSg,  10-4°  de  72  p.  Voyez  aussi  < 
m«ime  auteur  :  Mémoire  sur  la  propagation  des  chiffres  indiens, ^ans  le  Journ. 
asiatique,  G*  série,  lome  I,  Paris,  i863,  p.  27-79,  •;>3'|-39o,  4I2-529.  Une  savante  1 
cension  de  ces  deux  écrits  de  Woepckc,  par  M.  J.  de  Goejc,  se  trouve  dans 
pp.  437-/|()6  du  volume  intitulé  :  «  De  Gids.  Acht  en  twintigste  jaargang.  Den 
série.  Tweede  Jour  gang.  Amsterdam,  i8G'|.  • 
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DÉTERMINATION  D'UNE  CLASSE  PARTICULIÈRE   DE   SURFACES  A  LIGNES 
DE  COURBURE  PLANES  DANS  UN  SYSTÈME  ET  ISOTHERMES  ; 

Pab  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  un  travail  déjà  ancien,  inséré  en  1868  aux  Nachrichten 
de  Gœllingiie,  M.  Enneper  a  déterminé  toutes  les  surfaces  dont 
la  courbure  totale  est  constante  et  pour  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes  sont  planes  ou  sphériques.  Le 
résultat  obtenu  par  cet  habile  géomètre  est  particulièrement  inté- 
ressant :  les  surfaces  déterminées  par  les  conditions  que  nous 
venons  d'énoncer  ont  leurs  lignes  de  courbure  planes  dans  un 
système  et  sphériques  dans  l'autre.  De  plus  les  plans  des  lignes  de 
courbure  du  premier  système  passent  par  une  même  droite  et,  par 
conséquent,  les  sphères  qui  contiennent  les  lignes  de  courbure  du 
second  svstème  ont  toutes  leur  centre  sur  cette  droite.  Les  surfaces 
de  M.  Enneper  ont  du  reste  été  étudiées  d'une  manière  détaillée  par 
difTérents  géomètres  allemands;  les  équations  qui  les  déterminent 
contiennent  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module  est  absolu- 
ment quelconque. 

D'après  une  remarque  faite  par  M.  O.  Bonnet,  on  peut  déduire, 
de   chaque  surface  dont  la  courbure  totale  est  constante,  deux 
surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  et  qui  sont  paral- 
lèles à  la  première.  On  voit  donc  qu'aux  surfaces  à  courbure  totale 
constante  découvertes  par  M.  Enneper  correspondent  des  surfaces 
à  courbure  moyenne  constante  qui  auront,  elles  aussi,  leurs  lignes 
de  courbure  planes  dans  un  système  et  sphériques  dans  l'autre. 
Ces  dernières   surfaces   ont  été  l'objet   d'une  étude  récente   de 
M.  Max  Voretzsch  (*). 

Or,  d'après  un  résultat  que  l'on  doit  encore  à  M.  O.  Bonnet,  les 
surfaces  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  peuvent  être 
divisées  en  carrés  infiniment  petits  par  leurs  lignes  de  courbure 
^")  ce  qui  est  la  même  chose,  les  lignes  de  courbure  de  chaque 
^^sième  constituent  une  famille  de  courbes  isothermes. 


'  )  Max  Voretzsch.  Untersuchung  einer  speciellen  Flàche  constanter  mittferer 
''*^'nmung  bei  welcher  die  eine  der  beiden  Schaaren  der  Krùmmungslinien 
^^^  ^f>enen  Curven  gebildet  ist.  C^OUingen^  i8.^3. 
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11  ivshIic  donc  de  la  reclierche  (";iile  par  M.  Eniiepcr  qu'il  e: 
des  surfaces  satisfaisant  à  cette  double  condition  que  leurs  li{ 
de  courbure  soient  planes  dans  un  système  et  en  oulre  que  la 
face  puisse  être  divisée  en  carrés  intîninienl  petits  par  ses  11 
de  courbure.  J'ai  été  ainsi  conduit  à  chercher  toutes  les  surfî 
autres  que  les  surfaces  de  révolution,  jouissant  de  cette  do 
propriété.  La  solution  de  ce  problème  fait  Tobjet  du  présent  ira 

Le  résultat  que  j'ai  obtenu  me  parait  remarquable:  bien  qu- 
surfaces  cherchées  doivent  satisfaire  à  la  fois  à  deux  équations 
dérivées  partielles,  on  trouve  qu'elles  contiennent  dans  leur  é 
tion  deux  constantes  et  une  fonction  arbitraire.  Ou  a  donc,  d 
pari,  une  famille  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  dan 
système,  jouissant  d'une  propriété  géométrique  à  laquelle  les 
mètres  attachent  quelque  intérêt;  et,  à  un  autre  point  de  vue 
ajoute  aux  surfaces  en  très  petit  nombre  dont  les  lignes  de  c 
bure  forment  un  système  isotherme  toute  une  famille  de  surf 
qui,  par  cette  propriété,  viennent  se  placer  à  côté  des  surface 
révolution  et  des  surfaces  minîma. 

Malgré  le  degré  de  généralité  de  la  solution,  on  peut  obt 
une  construction  géométrique  simple  de  toutes  les  surfaces  qui 
respondeul  à  des  formes  dilTérentesde  ta  fonction  arbitraire.  D 
leurs  les  calculs  que  l'on  doit  développer  pour  obtenir  les  exf 
sionsdes  coordonnées  d'un  point  delà  surface  cherchée  en  fonc 
de  deux  variables  indépendantes  offrent  une  intéressante  app 
tion  de  la  belle  théorie  des  fonctions  doublement  périodique 
seconde  espèce  qui  est  due  à  M.  Hermite.  A  tous  ces  points  de 
j'ai  pensé  qu'il  y  aurait  quelque  utilité  à  faire  connattre  dans 
points  essentiels  la  méthode  que  j'ai  suivie. 


Je  rappellerai  d'abord  I, 
j'aurai  à  faire  usage. 


ni 


Désignons  par  a,  a',  a"  les  cosinus  dirccleurs  de  la  tangente  à  la 
courbe  r  ^  consl.  ou,  ce  qui  est  la  menue  chose,  de  la  (angenie 
"l'arc  A(/«;  par  b,  b\  t"  les  cosinus  directeurs  de  lataogenleà  la 
Morbe  M  —  consl.  ou  à  l'arc  Cdi',  et  enfin  par  c,  c',  (?  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  normale  à  la  surface.  On  devra  avoir 


;="?-''/" 


-  ^n,j,-hp, 


"  les   équations  analogues   pour  <»',  b',  c';  «",  h',  c'.  Les  équa- 
''ons  (5)  feront  connaître  les  neuf 


1  oluicudra  les 

coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z  d'un  point  de  la  surface  ex- 
l'nmées  en  w,  v  par  les  quadratures 

I  d\  —  An  du  -^  C  li  i/v , 

'^'  j  rfY  =  \a(iii^r.hdi-, 

(  rfZ  =AfiVH-!-C//rfi'. 

^  HemarquonB  enfin  que,  si  l'on  emploie  la  représeulation  sph^- 
"^Uc  de  Gauss,  c'est-à-dire  si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  ra^on 
1  mène  une  parolliMe  à  la  normale,  prolongée  jusqu'à  son  inter- 
An  avec  In  splièrc,  le  point  de  ta  sphère  correspondant  au 
,  Y.  Z)  de  la  surface  aura  pour  coordonnées  c,  c',  c". 
I  sphère  sera  doue  déterminé  par  la  formule 

g,dti'. 
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II. 

Après  avoir  rappelé  les  formules  précédentes,  nous  allons 
pliquerau  problème  proposé;  nous  supposerons  les  surface 
clîées  rapportées  à  leurs  lignes  de  courbure.  Cela  s'exprimera,  « 
on  sait  et  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  par  les  deux  équal 

(8)  />=o,     <7i=o. 

De  plus,  comme  les  lignes  de  courbure  doivent  être  isothem 
pourra  poser 

(9)  A  =  C  =  e'', 

h  désignant  une  nouvelle  variable,  substituée  à  la  valeur  coi 
de  A  et  de  C 

La  formule  (7)  se  réduit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  à 
vante  : 

On  voit  que  les  lignes  de  la  sphère  qui  correspondent  aux 
de  courbure  de  la  surface  forment  uu  svstèmc  orthogonal 
exprimer  que  les  lignes  de  courbure  de  Tun  des  systèmi 
exemple  les  lignes  v  =  const. ,  sont  planes,  il  suffira  d'exprim 
les  lignes  qui  leur  correspondent  sur  la  sphère  sont  des  c 
c'est-à-dire  que  leur  courbure  géodésique  est  constante  :  cel 
duit  à  Téquation 

(,o)  ?/'.=-vg 


à,-' 


OÙ  V  désigne  une  fonction  de  i'. 

Les  équations  (8),  (9),  (10)  sont  Texprcssion  complète  d( 
ditions  géométriques  auxquelles  doit  satisfaire  la  surface  ch< 
Si  on  les  joint  aux  équations  (a)  et  (3  ),  on  en  déduira  les 
suivantes  des  six  quantités/?,  7,  ...  : 

p  =  0,  /?,  =— V   —V 


(il) 


Oh    * 
Os? 


,,  Oh 

7,  _  0, 

Oh 
0.  ' 

dh 

'*»  "  Ou 
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V  désignant  la  dérivée  de  V;  en  outre,  la  fonction  h  devra  satis- 
faire aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

,.    ,  d  I    àudv    \       dh  â/i 

âç\       dh       I       du  ô\> 

\    5?    / 

(.3)  (,^V.)ÇJ+Vv5*  +  Ç^'=o. 

tW^  âç        ou* 

L'intégration  simultanée  de  ces  équations  est  donc  la  première 
recherche  que  nous  ayons  à  entreprendre. 

L'équation  (12)  est  du  troisième  ordre,  mais  il  est  aisé  de  i'in- 
^^cr  complètement.  En  effet,  si  nous  multiplions  ses  deux  termes 

P^^  — :n— »  ils  deviennent  l'un  et  Tautro  des  dérivées  exactes  par 
ah  "^ 

''apport  à  ç.  Une  première  intégration  donne  ainsi 

â^h  \  « 


âuâ\>     \         /àhY 


âh        I         \  Ou  ! 
<1^ 


On     ycut  écrire  celte  équation  comme  il  suit  : 

du  âv  dh 


v/(sy-^^("^ 


dh\*      '^' 


et  virxe  nouvelle  intégration  par  rapport  à  r  nous  donne 


(i4> 


■-[IV(S)*-'« 


) 


=  h^f{u). 


^stvrai  que  nous  avons  négligé  la  solution  particulière  four- 
^^^  P^r  l'équation 

^  ^  lest  aisé  de  voir,  en  la  combinant  avec  Téqualion  (12),  qu'elle 
^^^ne  aucune  autre  solution  du  problème  proposé  que  les  sur- 
"^uU.  des  Sciences  mathérn.,  2"  scri«-,  i.  VU.  (Septembre  i883.)      19 
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faces  de  révolution.    Cette   solution  était   évidente   a  prior^/^ 

nous  pouvons  la  négliger. 

L'équation  (i4)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i5)  ^  =  Ue^'-4-U,e-A, 

^  ou 

où  U  et  Ui  sont  des  fonctions  quelconques  de  w.  Il  serait  facile'^ 
en  leur  donnant  des  formes  convenables,  d'achever  rintégration;^^ 
mais  il  nous  a  paru  préférable  de  conserver  Téquation  (i5). 

Si  dans  l'équation  (i3)  on  substitue  à  la  variable  da  variable  \\     ^ 
définie  par  l'équation 

(i6)  ^^1=  /— %r»' 

elle  prend  la  forme  très  simple 

Toulse  réduit  donc  à  l'intégration  simultanée  des  équations  (i5) 
et(i7). 

En  différentiant  l'équation  (i5),  on  obtiendra  la  valeur  de  — > 

que  l'on  pourra  exprimer  en  fonction  de  h  et  de  u.  Portant  cette 
valeur  dans  l'équation  (17),  on  obtiendra 

Multiplions  par  2  -—  et  intégrons  par  rapport  à  (^, ,  nous  aurons 

(18)  (  J7)'  -^  ^^'^''  -  '•'^'i  ^~''  ^  '^'^*''  -+-  U?^"*^  -^  Uj  =  o, 

U2  désignant  une  nouvelle  fonction  de  u. 

Les  équations  (i5)  et  (18)  peuvent  être  écrites  sous  la  forme 
suivante  : 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
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Nous  pouvons  en  déduire  par  la  différenliation  deux  valeurs 
diflerentes  pour  - — yr^  ^'>  ^^  exprlmanl  que  ces  valeurs  sont 
égales,   nous  trouverons  l'équation  de  condition 

•    dh         *  f)/i        Ou 

Je  dis  que  cette  équation  doit  a\oir  lieu  idenliquement.  En  effet, 
s'il  n  ^en  était  pas  ainsi,  elle  déterminerait  h  qui  serait  fonction  de 
la  seule  variable  w,  et  la  surface  cherchée  serait  une  surface  de 
révoltition.  Nous  avons  déjà  écarté  cette  solution,  qui  est  évidente 

Ei-i  écrivant  que  Téquation  (20)  a  lieu  identiquement,  c'est- 
â-dii-^que  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  résout  nuls, 
tious     obtenons  les  trois  équations 

6iîi;;-i-6U'i;,  -f-r;  =  o. 

L^     dernière  s'intègre  immédiatement  et  Ton  est  ramené  au  s^s- 
t('mc^ 

6LU, -^IÎ2  =  <:„ 

0i>    Cj  désigne  une  constante  arbitraire.    Il  faudra  donc  d'abord 
Jt'^^rminer  les  fonctions  U,   puis  intégrer  le  système  des  équa- 
tions (i5)  et  (18)  ou,   ce  qui   est  phis   simple,   comme   nous   le 
verrons,  le  système  équWalent  des  équations  (i5)  et  (17^. 

III. 

Je  commence  par  Tinté^ration  du  système  (21).  On  déduit  de 
la  première  équation 

lJ,t;'-    nu,  =  C, 

f  I  désignant  une  constante. 

Si  I  on  prend  comme  inconnue  auxiliaire 

LU,  =  0, 
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on  trouve 

Uî  =  Ci  —  66, 

U'       U" 

■jj-  =  |j^  =G,-80, 

et  6  doit  satisfaire  à  l'équation  différentielle 
(5ia)  266'  —  6'»  -f-  C»  =  46«(G,  —  86). 

Différentions  cette  équation,  nous  obtiendrons 

6'"=/,6'(G, -126), 

d'où  nous  déduirons  par  l'intégration 

6'  =  4G,6  — 246«-+-Gt. 

On  déduit  immédiatement  de  cette  dernière  équation  que  l'inconnue 

auxiliaire  6  dépend  des  fonctions  elliptiques  et  qu'elle  doit  être  de 

la  forme 

A  -h  B  sn^M, 

que  l'on  peut  aussi  écrire,  en  introduisant  une  constante  co, 

B(sn*M  —  sn*to). 

En  exprimant  que  cette  valeur  satisfait  à  l'équation  {'A'a)^  nous 
obtenons 

G   = -X*  snto  cno)  dnto, 
2 

(23)  l  G,  =  3X-»sn>(o  — I  — A», 

1   \)    —  -;-(sn'w  —  sn*M). 

^  4 

Les  deux  premières  équations  feront  connaître  k,  to  en  fonction 
de  C,  C|  •,  la  dernière  donnera  6. 

Quant  aux  deux  fonctions  U,  U|,  elles  doivent  satisfaire  Tune 

et  l'autre  à  l'équation 

v" 

_  =  G, -86, 

1' 


ou 


•     1-^ 


—  =  ?  /'  sn2 it  —  î  —  A^  -f  2 A*  sii^oj, 

r 
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et,  en  outre,  leur  produit  doit  être  égal  à  H,  On  reconnaît  le  cas 
le  plus  simple  de  Téquation  de  Lamé,  si  complètement  étudiée  par 
M.  Hcrmite,  et  les  solutions  U,  U|  sont  précisément  celles  dont  le 
produit  est  une  fonction  entière  de  sn^u, 

U  résulte  des  recherches  de   M.  Hermite  (Comptes  rendus, 
t.  LXXXV)  que  Ton  aura 

H(w-u(u)H'(o)    -u^ 

...        1  H(»-o))H'(o)    „|if; 

p  étant  une  constante  à  laquelle  on  peut  donner  une  valeur  quel- 
conque ;  car  sa  variation  donnera  une  série  de  surfaces  semblables 
à  Tune  quelconque  d'entre  elles.  Nous  prendrons  p  =  /',  et  les 
valeurs  définitives  de  U,  U|  seront 


ir(o)H(// -h  tu)      u 


e'-.  u  ) 


U    =  — .:_: — : :  p       «(*>), 

,.  H7n)H(«-co)    «11^ 

*  9.e((u)H(i/) 


IV. 


Nous  avons  maintenant  à  intégrer  le  système  formé  par  les  deux 
équations 

Ou 

OÙ  U,  U|  désignent  les  fonctions  définies  par  les  formules  (îi4)* 
La  première  de  ces  équations  appartient  à  un  type  que  Ton  sait 
intégrer  dès  que  Ton  en  connaît  une  solution  particulière.  Il  suffit, 
en  effet,  de  prendre  comme  inconnue  soit  ^,  soit  e~^,  et  Ton  est 
ramené  à  une  équation  de  Riccati;  par  conséquent,  les  valeurs  de 
e^  correspondantes  à  quatre  solutions  particulières  auront  entre 
elles  un  rapport  anharnioniquc  constant,  et  Tinlégrale  générale 
sera  donnée  par  une  formule 

K  -  se 
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où  C  désignera  la  constante  arbitraire  par  rapport  à  i/,  fonction 
de  i^i,  et  où  P,  Q,  R,  S  seront  des  fonctions  déterminées  de  u. 
Toute  la  difficulté  se  réduit  donc  à  la  recherche  de  solutions 
particulières  de  cette  équation. 

Or  reportons-nous  à  l'équation  (ao)  qui  a  lieu  identiquement. 
Elle  exprime,  on  le  reconnaîtra  par  un  calcul  facile,  que  les 
fonctions  h  de  u,  définies  par  Téquation 

sont  précisément  des  solutions  particulières  de  Téquation  à  inté- 
grer. Il  suffira  donc  de  résoudre  Téquation 

(25)  U»  e«^  H-  2U'e'*  H-  Uj  —  2  U',  e-i^  -i-  Uf  «-«^  =  o, 

qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  <?^,  et  Ton  aura  quatre 
solutions  particulières  qui  permettront  d'écrire  l'intégrale  géné- 
rale cherchée. 

Les  invariants  /  et  /  de  cette  équation  ont  pour  valeurs 

12 

La  résolvante  du  troisième  degré  a  ses  racines  rationnelles 

1-4-  A*  I  —  2^2  A*—  2 

,     ,     • 

12  12  12 

et,  par  des  calculs  qu'il  me  paraît  inutile  de  reproduire,  on  obtient 
les  expressions  suivantes  des  quatre  racines  cherchées  : 

où  l'on  donne  à  y  successivement  les  quatre  valeurs 

o,     aK,     liK'j     2K-i-2iK'. 
D'ailleurs,  comme  on  peut  donner  à  Texpression  de  e^  la  forme 

(27;  e^  = — 7 ■ (-  r     •«-', 

e«( )    k  snî A:  sn»  -*^ 

\      2      /  2  2 
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qui    est  linéaire  par  rapport   à   là  constante  A*sn=^->  on  voit  que 

rintég^rale  générale  cherchée  sera  donnée  par  l'une  quelconque  des 
formes  équivalentes  (26)  ou  (27),  où  y  sera  la  constante  arbitraire. 
Ma.is  Y  qui  ne  dépend  pas  de  u  est  ici  une  fonction  de  v^  qui 
reste  à  déterminer  par  la  condition  que  h  satisfasse  à  Téquation 

Exprimons  que  cette  équation  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de   f^y    nous  aurons  les  équations 

Y'«  -H  I  =  o,    y'î  =  o, 
qui  donnent 

eo  négligeant  une  constante  additive  qu'on  peut  supposer  réunie 
à  ^'i.  En  résumé,  on  trouve,  pour  la  valeur  définitive  de  A,  la  for- 
melle 

(  .8)  e^  =  A ? L± ? L  e"  ^ 

^   /  f^  -r-  IV^    -  (O  W|  /  M  —  a'i  -^  (li   y 

et  Ton  connaît  complètement  l'élément  linéaire  de  la  surface  cher- 
chée aussi  bien  que  les  six  quantités/?,  y,  /•,  /?|,  ^i,  r^. 

ïiïi  éliminant  v^  entre  l'équation  (28)  et  sa  dérivée,  j'ai  vérifié 
qU'On  retrouve  bien  l'équation  (i5)  qu'il  s'agissait  d'intégrer. 

V. 

II  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  trouvera  les  neuf 
^osinusa,  a',  o!' ^  ...  et  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point 
^le  la  surface.  Mais  auparavant  je  définirai  une  nouvelle  fonction 
qui  jouera  un  rôle  essentiel  de  cette  recherche. 

Considérons  la  fonction 


/  //  -^  iVj  —  w\ 


de  l'argument  complexe  ï/-hâ'|.  Il    résulte  de  la   formule  (a8) 
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que  e^  est  le  module  de  cette  fonction.  On  pourra  donc  poser 

/  f«  -h  iVi  —  tu  \ 
(29>  e''-^»^=  — ^ ? Vc     »      **'-, 

et  l'on  obtiendra  pour  o- Texpression 

(3o)  e.»  =  -A ? ^4 3 1  e"'^. 

D'ailleurs,  comme  A  -f-  ia  est  une  fonction  de  la  variable  complexe 
u  -+-  iV,,  on  aura  les  équations  bien  connues 

ôh  _        ài        dh  _   d^ 
^     '  dvx  ~        au  '      du  ~  ôvi  * 

qui  nous  seront  utiles. 

La  fonction  lo-  ne  diffère  de  h  que  par  les  notations.  Elle  salis- 
fait  par  conséquent  à  une  équation  tout  a  fait  semblable  à  l'équa- 
tion (i5) 

(32)  4^  =Mc»<ï-hNe-'^ 

OÙ  M  et  N  ont  pour  valeurs 


«-H 


•2e(w)H(iV,) 

(33)  {  V    ;     V     1/ 

'2e((u)H(iV,) 

Nous  verrons  plusloin  comment  la  Géométrie  fait  prévoir  l'exis- 
tence de  cette  équation.  La  valeur  de  o-,  contenant  d'ailleurs  l'arbi- 
traire //  qui  ne  figure  pas  dans  la  formule  (Sa),  donne  par  consé- 
quent l'intégrale  générale  de  celte  équation  différentielle. 

VI. 

Quand  on  connaît  l'élément  linéaire  d'une  surface  et  les  six 
quantités  qui  figurent  dans  les  formules  de  Codazzi,  il  reste  à  dé- 
terminer les  neufcosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  X,  Y,  Z. 
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^n  est  conduit,  comme  Va  démontré  M.  Bonnet,  à  une  seule  sur- 
f<ice;  mais  la  détermination  de  cette  surface  dépend  en  général, 
Comme  il  serait  aisé  de  le  prouver,  de  Tintégration  d'une  équa- 
tion de  Riccati.  On  a  de  nombreux  exemples  dans  lesquels  on  se 
trouve  arrêté  et  où  l'intégration  à  effectuer  paraît  réellement  im- 
possible. 

Dans  le  cas  actuel,  j'ai  pu  terminer  les  calculs  et  obtenir  les 
neuf  cosinus  et  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  un  point  de  "la  surface  et  la  tangente  à  la  ligne 
de  courbure  plane  ^'=const.  qui  passe  en  ce  point.  Les  cosinus 
directeurs  de  cette  tangente  sont,  d'après  les  notations  du-  §  I, 
a,  a\(f. 

Si,  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  1 ,  nous  menons  une 
parallèle  à  cette  tangente,  elle  coupera  la  sphère  en  un  point  dont 
les  coordonnées  seront  a,  a',  (f\  nous  aurons  ainsi  un  mode  de 
représentation  sphérique  de  la  surface  distinct  de  celui  de  Gauss 
et  qui  va  nous  être  très  utile. 

L'élément  linéaire  de  la  sphère  sera  donné  par  la  formule 

ou,  en  employant  les  formules  (3)  et  (11), 

dS^  =  V*  (  —  )  du^  -hl—  du  —  ^-  dv)    . 

Introduisons,  en  tenant  compte  de  la  formule  (16),  dv^  à  la  place 
de  ds^  et  servons-nous  des  formules  (3i)  pour  substituer  les  déri- 
vées de  a-  à  celles  de  A.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'expression  très 
simple 

(34  )  ^S*  =  di^  -^-  Vî  f-Î^Vr/rî  • 

Cette  formule  montre  que  les  lignes  Vx  =  const.  de  la  sphère,  qui 
correspondent  aux  lignes  de  courbure  planes  de  la  surface,  sont 
des  lignes  géodésiques,  c'est-à-dire  des  grands  cercles.  Ces  lignes 
admettent  pour  trajectoires  orthogonales  les  courbes  0*=^  const., 
ce  qui  donne  la  signification  géométrique  de  la  fonction  a-. 

Le  résultat  précédent  pouvait  être  prévu  géomélriquemenl  ;  car, 
si  un  poiftt  se  déplace  .^ur  la    surface  en   décrivani    une  ligne  de 
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courbure  plane,  le  point  correspondant  de  la  sphère,  dans  le 
mode  de  représentation  que  nous  avons  adopté,  décrira  évidem- 
ment le  grand  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  de  la  ligne 
de  courbure;  c'est  en  raison  de  cette  propriété  que  nous  nous 
sommes  proposé  de  déterminer  en  premier  lieu  les  cosinus  a^a! ^a? . 
Lorsque  l'élément  linéaire  de  la  sphère  prend  la  forme  (34),  on 
sait  que  le  coefficientde  dv\  doit  être  de  la  forme 

cette  remarque  se  vérifie  bien  ici  en  vertu  de  l'équation  (32),  que 
nous  avons  signalée  d'avance  à  l'article  précédent. 

Revenons  à  la  formule  (34).  Nous  savons  que  o-,  ^i  sont  les  coor- 
données curvilignes  d'un  point  de  la  sphère;  o*  désigne  la  distance 
de  ce  point  à  une  courbe  fixe  (F)  de  cette  sphère,  distance  comp- 
tée sur  le  grand  cercle  normal  à  (F),  passant  par  le  point.  Quant 
à  P|,  c'est  une  fonction  de  l'arc  de  la  courbe  (F),  compté  à  partir 
d'une  origine  fixe  jusqu'au  pied  du  grand  cercle  normal.  Appelons 
T,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  (F)  que  nous  considérerons 
comme  des  fonctions  de  l'arc  de  courbe  compté  à  partir  de  l'ori- 
gine choisie.  Désignons  cet  arc  par  s  et  appelons  x\  af  ^  ...  les 
dérivées  Ac  Xy  ...  par  rapport  à  s.  Nous  aurons 


(35) 


=  I,       TX 


...   =  O, 


J    X^    -hj2    -\-  Z^    =1, 

I    X'^  H- j'2  -i-  5'2  =  I,       X'x"  -h    .  .  .    =  O. 


Posons,  pour  abréger, 


(36) 


A  = 


nous  aurons  les  formules 


X     y     -z 
X     y      z 

x'  y  z^ 


(3;) 


yz'  —  zy"  =:--  —  lj\ 
zx"  —  xz"  =— A/, 
yx"  =  —  A^', 


xy 


," 


dont  la  démonstration  est  immédiate. 

Exprimons  maintenant  que  le  point  (a,  a',  a")  de  la  sphère  est 
situé  à  une  distance  o*  sur  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  normal 
à  la  courbe  (F)  au  point  (/r,  1*,  z).  Nous  obtiendrons,  par  desmé- 


*7« 
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Iaa  =  [x  —  i(yz'  —  zf  )]ei'^  -h  [x  -r-  i(jrz'  —  zy  )\e-i^y 
2a'  z=[y—  i{ zx'  —  xz')]e^^  -^[y  —  K^^'  —  xz')]e-i^, 
'la'  =  [z—  i(xy  -'yx')]e^^  -h  [^  -h  i{xy'  — yx')]e-'^. 

Il  nous  reste  à  exprimer  qu^en  prenant  pour  s  une  fonction  con- 
venable de  i'i,  ces  formules  conduisent  à  l'expression  (34)  de 
l'élément  linéaire. 

Différentions  la  première,  en  tenant  compte  des  relations  (3^). 
Nous  trouvons 

2da  =  x'ds[(i  -+-  i\)ei''  H-  (i  —  «  A)c-'<^J 

-^idtj\[x  —  i{yz'  —  zy)]ei^  —  [^^  i{yz'  —  zy)] e-^^  j. 

On  déduit  de  là,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  équations  ana- 
logues, 

.o-       j.       f  i-^  i\  ds     .        I — l'A  ds       vr\*  f  t 
\      '1       d\\  2       ai'i  / 

Si  Ton  compare  à  l'expression  fournie  par  la  formule  (34)  où 
J'on  a  remplacé  j-  par  sa  valeur 

on  voit  que  l'on  doit  avoir 

\  {i-\-iii)ds  =  i\}Advx, 
^^^  j  {\-iii)ds  =  i\^dv^. 

Ces  équations  peuvent  servir  à  un  double  usage. 

Si  l'on  a  choisi  arbitrairement  V  en  fonction  de  i^,  elles  nous 
font  connaître  ^  et  A  en  fonction  de  i^  et,  par  conséquent,  A  en 
fonction  de  s.  Cette  relation  entre  A  et  ^  détermine  non  la  situa- 
tion, mais  la  forme  de  la  courbe  (F).  Au  contraire,  si  l'on  a  pris  (F) 
arbitrairement  ainsi  que  k  et  co,  elles  nous  font  connaître  V  elv^  en 
fonction  de  s  et,  par  suite,  V,  ^i  en  fonction  de  r.  On  voit  donc 
que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  la  courbe  (F).  En  d'autres 
termes,  parmi  les  surfaces  que  nous  étudions^  il  y  en  aura  tou- 
jours pour  lesquelles  les  plans  des  lignes  de  courbure  dupremier 
système  seront  parallèles  aux  plans  tangents  d^un  cône  quel- 
conque. 
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La  détermination  de  a  étant  faite,  on  aura  h  par  l'une  des  for- 
mules (5)  qui  donne 


ov  ou  OVi 


et,  par  conséquent,   la  différentielle  de  la  coordonnée  rectangu- 
laire X  d'un  point  de  la  surface  sera 


d\  =  ef*\   adu-{ ■ —    I  =  e'*  I   adu 


En  remplaçant  a  par  sa  valeur,  on  trouve 

H-  [  JT  -h  i{yz' -  ^y  )] eA-'<' d ^  îiHi^y 

Voici  comment  on  peut  effectuer  cette  quadrature,  e^,  considé- 
rée comme  une  fonction  de— >  est  doublement  périodique  de  se- 
conde espèce  et  a  les  mêmes  multiplicateurs  que  la  fonction 


Ir 

e 


»(*••  H(:r—  2to) 


H(^) 

Si  l'on  applique  la  formule  donnée  par  M.  Hermitepour  la  décom- 
position en  éléments  simples,  on  trouvera 


'H(2to)H'(o)    Il /»w-4- tVi -h  tu' 


(II) 


) 

II  (^'  —  ^^i  -f-3cu\ 
ll(2w)H'(o)        /f/  —  ivx  -h  to\ 


M  et  N  ayant  les  valeurs  définies  par  les  formules  (33). 

Si  l'on  porte  cette  expression  de  e^  dans  le  premier  terme  seul 
de  la  formule  (4^)?  P^'s  que  l'on  remplace 

2 V .VI x'  dvx     par    x' {\  -\-  iS,)ds  =  d\x  —  i(yz'  —  zy' ) ] 
^.Wx' d\?i      par     x' (i  —  il)ds  ^  d[x -^- i{yz'  —  ^^ )  |, 
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on  obtient 

3(o 


,n^i.,)^'^^' 


H(2W)ir(o)  /  £t  H-  It^i  -r-  (li  \  ^  '  '      " 


/  u  -+-  jV|  —  (u\ 


les  termes  non  écrits  se  déduisant  des  précédents  par  le  change- 
ment de  I  en  —  /. 

Dans   la   seconde  ligne  de  la  formule  précédente   figure   une 
fonction  que  Ton  déduit  de  la  suivante  : 

F(T)  =  — \ lAe     «<«) 

m 

en  y  remplaçant  a:  par -'  Ici  encore  F(x)  est  une  fonction 

doublement  périodique  de  seconde  espèce,  et  une  nouvelle  ap- 
plication de  la  méthode  de  décomposition  de  M.  Hermite  nous 
donne 

lV(o)H(oiio)  dx  I 


J' 


H.(x+^)  H'(o)H(,.o)rfx|     „^^^^^ 


En  faisant  usage  de  cette  formule,  nous  voyons  que  les  deux 
premiers  termes  de  rfX  deviennent  la  difTcrentielIc  exacte  d'un 
produit,  et  Tintégrale  nous  donne 


—  3(0 


H  /  "  ~  ^*''  —  ^^'^  \ 


ii(v».(u)ir(oï 
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On  aurait  pour  Y  et  Z  des  expressions  analogues.  La  question  est 
donc  complètement  résolue. 

VII. 

Il  nous  reste  maintenant  à  donner  l'interprétation  des  Ibrraules 
et  la  construction  géométrique  de  la  surface.  En  multipliant  l'é- 
quation (42)  par  od  et  ajoutant  les  équations  analogues,  on  a 

Les  coefficients  ne  dépendant  que  de  r,  cette  équation  représente^ 
les  plans  des  lignes  de  courbure  du  premier  système.  Elle  necon^^ 
tient  pas  de  terme  constant,  par  suite  les  plans  des  lignes  <^ 
courbure  du  premier  système  em^eloppent  un  cône,  C^st  là  ui^ 
première  propriété  de  la  surface.  Etudions  maintenant  les  lign, 
de  courbure  planes. 

Leurs  plans  sont   normaux   à    la  courbe  sphérique    que  n 
avons  désignée  par  (F).  Rapportons  la  ligne  de  courbure  à  d 
axes   rectangulaires  choisis    dans    son  plan  ,   l'un  Oy^   allante 
point  où  le  plan  coupe  la  courbe  (F)  et  ayant  pour  cosinus  di 
teurs  x^  y^  z'^  l'autre  Ox^   perpendiculaire  au  premier  et  a^^i^^ 
pour  cosinus  directeurs 

yz'  —  zy\     zx'  —  xz\     xy'  —yx. 

Appelons  x^  et  V|  les  coordonnées  relatives  à  ces  axes.  On  trou  — ve 
aisément 

,,  /"-^  '*'!  —  ^w\ 

(  43  )        :r,  +  ,y,  =  —-^--,^^^  _  ______^  . 


•J. 


Les  deux  équations  obtenues  en  séparant  les  parties  réelles  et  Ir^ 
parties  imaginaires  donneront  ^Tj,  y^.  On  voit  donc  que  la  forme  ^ 
des  lignes  de  courbure  planes  sera  la  même  pour  toutes  les  sur^ 
faces  qui  correspondent  à  un  même  système  de  ftaleurs  de  k  et 
de  (0  et  sera  y  au  contraire,  complètement  indépendante  de  la 
forme  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  les  formules. 
C'est  la  deuxième  propriété'^  géométrique  assurément  très  remar- 
quable de  la  surface. 
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n  troisième  lieu,  cherchons  l'arête  du  contact  des  plans  des 
es  de  courbure  avec  le  cône  que  ces  plans  enveloppent.  Celte 
te  de  contact  sera  définie  par  Téquation 

à  laquelle  on  donnera  facilement  la  forme 
Si  l'on  tient  compte  des  formules  (Sg),  cette  équation  devient 
OU,  en  remplaçant  M  et  N  par  leurs  valeurs, 

Remarquons,  d^ailleurs,  que  le  point  situé  à  la  distance  i  sur 
Varc  O/i  décrit  la  courbe  (F)  normale  au  plan  de  la  ligne  de 
courbure  et,  par  conséquent,  ce  plan  roule  sur  le  cône  qu'il  enve- 
loppe. L'équation  précédente  nous  montre  que  la  droite  de  con- 
tact du  plan  de  la' ligne  de  courbure  avec  le  cône  enveloppe  ne 
dépend  que  des  constantes  A*,  cj  et  nullement  de  la  forme  de  la 
fonction  arbitraire.  C'est  la  troisième  propriété  géométrique  de 
'a  surface. 

En  réunissant  tous  ces  résultats,  nous  pouvons  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Considérons  les  coordonnées  rectangulaires  x^,  jki   comme 

d^^  fonctions  des  variables  w,  v^  définies  par  la  double  équa- 
tion 


V        ■}.         }    '"*^""hi 


r  Ml 


*~''*^*       2H(2to)H'(o)        /  Il  ±1  /Vj  -f  gj  \ 

l'équation 

c,  izr  lonsl. 

définira  une  famille  de  courbes  planes  isothermes.  Faisons 
correspondre  à  chaque  courbe  (  C|  )  la  droite  définie  par  V  équa- 
tion 

H'i  fd   I  f»'  I    M  1 
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Faisons  rouler  le  plan  qui  contient  les  courbes  sur  un  et 
quelconque   ayant  pour  sommet   l'origine    des    coordonne. 
Alors  la  courbe  (p<  ),  qui  dans  chaque  position  du  plan  corw 
pond  à  la  générfàrice  de  contact  du  plan  et  du  cône,  engen 
précisément  la  surface  cherchée. 

Il  serait  aisé  d'établir,  à  l'aide  de  quelques  considérations  g 
métriques,  une  partie  des  résultats  précédents  et  de  montrer, 
particulier,  pourquoi  la  solution  obtenue  contient  une  fonction 
bitraire.  Je  me  contenterai  de  remarquer  ici  que,  dans  tout 
qui  précède,  j'ai  seulement  étudié  le  cas  le  plus  général;  lesci 
culs  se  trouveraient  en  défaut  si  Ton  envisageait  ce  cas  particnli 
de  l'équation  de  Lamé  pour  lequel  les  deux  solutions  U,  U|  ser 
duisent  à  une  seule.  Alors  les  plans  des  lignes  de  courbure  < 
premier  système  enveloppent  un  cylindre,  et  l'on  obtient  unedas 
de  surfaces  qui  contient  en  particulier  celles  que  l'on  peut  dédui 
par  une  dilatation  des  surfaces  à  courbure  constante  de  M.  E 
neper. 


•'  -/     % 
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COMPTÉS   RENDUS  ET  ANALYSES 


SALMON  (G.)-—  A  Treatise  on  the  Analytic  Gbometry  op  three  Dimen- 
sions. Fourth  edit.  Dublin,  Hodgcs  Figgis  and  Co.  In-S",  xx-6ia  p.;  1882. 

Cette  nouvelle  édition  de  rexcellent Ouvrage  de  M.  Salmon  n'a 
pas  subi  des  changements  aussi  profonds  que  la  précédente  ;  elle 
s^en  distingue  seulement  par  quelques  améliorations  de  détail. 
Nous  nous  empressons  de  la  signaler,  et  nous  espérons  que  bientôt 
aussi  nous  pourrons  recommander  à  nos  lecteurs  la  traduction 
française,  qui  est  destinée  à  augmenter  en  France  le  nombre  des 
admirateurs  du  savant  géomètre  anglais. 


^^ÈHE  (André-Marie).  ^  Théorie  mathématique  des  phénomènes  élec- 
trodtnamiques,  uniquement  déduite  de  l'expérience.  Deuxième  édition, 
conforme  à  la  première  publiée  en  1826.  Paris,  A.  Hermann,  164  p.  grand 
»n-8*;  i883. 

Le  Mémoire  publié  par  Ampère  dans  le  tome  VI  des  Mémoires 
^^  l'Académie  des  Sciences  est  bien  connu  de  tous  les  savants 
^^i  Se  sont  occupés  de  la  théorie  mathématique  de  Télectricité.  Il 
contient,  comme  on  sait,  le  développement  systématique  des  ad- 
"^ii^bles  recherches  qu'Ampère  avait  faites  sur  la  loi  des  actions 
^Wtrodynamiques  ;  même  après  les  progrès  si  étendus  qu^a  faits 
cette  branche  de  la  Physique  mathématique,  il  mérite  à  tous  les 
égards  d'être  lu  et  médité  par  les  physiciens  et  les  géomètres. 
Aussi  les  exemplaires  publiés  en  tirage  à  part  à  l'époque  de  l'im- 
pression du  Mémoire  étaient  devenus  extrêmement  rares  et  à  peu 
prés  introuvables.  M.  Hermann  nous  a  donc  rendu  un  réel  service 
en  publiant  une  nouvelle  édition  de  cet  important  travail,  édition 
qui  est  absolument  conforme  à  la  première  et  qu'il  suffira  évident- 
0ient  d'annoncer. 


Buil.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VH.  (Octobre  i883.)  ao 
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POUR  L'HISTOIRE  DES  LIGNES  ET  SURFACES  COURBES  DANS  L*ANTIQUI1 

Par  m.  Pail  TANNERY. 

I. 

La  première  courbe  qu^un  géomètre  grec  ait  considérée  endehc 
du  cercle  paraît  avoir  été  la  quadratrice  (T£TpaYOi)vii;ouffa)(*) 

p  sin  o  =  K  -r—  9 

si  son  invention  remonte  réellement  au  sophiste  Hippias  d'EIi 
qui  (lorissait  dans  la  seconde  moitié  du  v*'  siècle  avant  J.-C. 

Proclus  (^),  P'  272  ;  «  D'autres  ont  résolu  le  même  problè^ 
(la  trisection  de  Tangle)  par  les  quadratrices  (')  d'Hippias  et 
Nicomèdc,    lignes  également  mixtes    (comme    la  conchoïde 
Nicomède).  » 

P.  356  :  ((  C'est,  au  reste,  la  coutume  générale  des  mathématici^  j 
quand  ils  traitent  des  lignes,  de  donner  le  caractère  (to  ouutrr«ii>u 
la  relation  correspondant  à  ce  que  nous  appelons  aujourd'Iii 
V équation)  de  chaque  espèce.  Ainsi  Apollonius  donne  le  caractèr 
de  chacune  des  coniques;  Nicomède  a  fait  de  même  pour  les  con- 
choïdes,  Hippias  ipouvXes quadratrices,  Perséepour  lesspiriques.  » 

A  la  vérité,  Hankel  a  prétendu,  sans  toutefois  donner  de  raisons, 
que  THippias  cité  par  Proclus  dans  ces  deux  passages  n'était  pas 
le  contemporain  deSocrate.MaisM.Cantor  (/^or/e^an^e/i,  p.  i6i] 
a  excellemment  défendu  l'opinion  commune,  fondée  d'ailleurs  sut* 


(')  Je  donne  riM(iiation  polaire  de  cette  courbe  sous  la  forme  la  plos  simple  qif 
corresponde  à  sa  définition  dans  Pappus,  IV,  3i,  éd.  Hultsch,  p.  a52. 

(')  Procli  Diadochi  in  priniu m  EucUdis  Elemcntonim  libruni  commenUwii 
G.  Friedlcin.  —  Leipzig,  Teubner,  1873. 

(^)  Le  pluriel  est  ici  un  hellénisme  et  ne  doit  nullement  faire  soupçonnerai 
les  anciens  aient  considéré  sous  le  nom  de  quadratrice  différentes  espèces  < 
courbes.  Mixtes  désigne  chez  Geminus,  qui  suit  Proclus,  les  lignes  autres  que 
droite  et  le  cercle. 
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tout  sur  ce  qu'on  ne  connaît  pasd'autregéomètrcdunom  d'Hippias. 
Je  me  contenterai  donc  de  répondre  aux  objections  nouvelles  for- 
naulées  par  M.  G.-I.  Allman  (Greek  Geomelry  from  Thaïes  to. 
Euclid,  Part  II,  Dublin,  1881). 

I  **  Hippias  d'Elis  ne  figure  pas  comme  mathématicien,  mais  seu- 
lement comme  autorité  historique,  dans  la  liste  des  géomètres  de 
Proclus  (p.  64-68),  liste  qui  provient  d'Eudème.  L'inventeur  de  la 
q\iadratrice  aurait  mérité  davantage. 

M^ais  cette  omission  s'explique  suffisamment  par  le  discrédit  qui 
frappait  les  sophistes  aux  yeux  d'Eudème,  et  la  liste  en  question 
en  présente  une  autre  bien  plus  singulière,  celle  de  Démocrite. 

a®  Diogène  Laërce  (VIII,  83)  dit  qu'Archytas  fut  le  premier  à 
introduire  un  mouvement  d'instruments  dans  une  figure  géomé^ 
trique;  et  le  tracé  de  la  quadratrice  réclame  un  tel  mouvement. 
Cette  remarque  est  inexacte.  Un  nombre  indéfini  de  points  de  la 
quadratrice,  aussi  rapprochés  qu'on  le  veut,  peuvent  élre  obtenus 
avec  la  règle  et  le  compas,  et  il  est  douteux  que  les  anciens  aient 
jamais  cherché  un  autre  procédé  pour  construire  cette  courbe. 

L'autorité  de  Diogène  Laërce  est  d'ailleurs  d'autant  moins  accep- 
table qu'il  parle  en  termes  exprès  de  la  solution  du  problème  de 
Délos  par  Archytas;  or  Eutocius  [ArchimèdCy  éd.  Torelli,  p.  i43- 
ï44)nous  a  conservé,  d'une  part,  cette  solution  où  ne  figure  l'em- 
ploi d'aucun  instrument,  et,  d'un  autre  côté  (p.  i45),  une  lettre  où 
Eratosthène  aflirme  que,  «  si  Archytas,  Eudoxe,  etc.,  furent  capa- 
bles de  démontrer  l'exactitude  de  leurs  solutions,  ils  ne  purent 
les  réaliser  manuellement  et  pratiquement,  sauf  jusqu'à  un  certain 
point  Ménechme,  mais  d'une  façon  très  pénible  ». 

Le  mésolabe  d'Eratosthène  est  de  fait  le  plus  ancien  instrument 
aont  on  connaisse  l'emploi  pour  une  construction  géométrique; 
car,  en  présence  du  texte  que  je  viens  de  citer,  on  ne  peut  considérer 
<|ue  comme  apocryphe  l'élégante  solution  pratique  du  problème  de 
*^^los  attribuée  à  Platon  par  Eutocius  (p.  i35).  Ce  même  texte 
'odique  qu'avant  Ménechme  on  ne  se  préoccupait  pas  du  tracé 
pratique  des  courbes,  tandis  que  l'inventeur  des  sections  coniques 
^*^rait  essayé  plus  ou  moins  de  résoudre  celte  question  pour  les 
"gnes  qu'il  avait  découvertes. 

3**  M.  Allman  objecte  encore  que  Pappus  ne  connaît  nullement 
%pias. 
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Pappus  dit  en  effet  (IV,  3o,  p.  aSo-a)  :  «  Pour  la  quadrature  c 
cercle,  Dinostrate,  Nîcomède  et  quelques  autres  plus  récents  o^ 
employé  une  courbe  qui  prend  son  nom  de  sa  propriété  même,  c 
ils  l'appellent  quadratrice ;  voici  sa  génération.   » 

Dinostrate,  frère  de  Ménechme,  vivait  vers  le  milieu  du  iv*  sîfe. 

et  doit  avoir  été  postérieur  à  Hippias  de  deux  générations.  Qus 

.  à  Nicomède,  postérieur  à  Lratosthène,  il  appartient  au  m*  sièo 

Mais  la  divergence  des  renseignements  fournis  par  Proclus 
par  Pappus  s'explique  facilement  par  la  différence  des  sources  « 
ils  puisent.  Tout  ce  que  dit  le  premier  des  courbes  est  incontest 
blement  emprunté  à  Geminus,  auteur  du  i*""  siècle  avant  l'ère  chr 
tienne,  et  son  langage  prouve  dès  lors  que  Geminus  connaisse 
un  écrit  d'Hippias  sur  la  quadratrice  et  le  considérait  comn 
inventeur  de  cette  courbe,  quoiqu'il  n'ignorât  pas  que  Nicomèc 
s'en  était  également  occupé. 

Cette  remarque  nous  permet  d'écarter  immédiatement  le  qiis 
trième  argument  de  M.  Allman,  à  savoir  qu'il  y  aurait  eu  un  auLi 
Hippias  auquel  pourraient  se  rapporter  les  citations  de  Proclia 
Ce  serait  un  architecte  contemporain  de  Lucien,  qui  en  fait  ■-'' 
grand  éloge  comme  géomètre,  etc.,  dans  son  écrit  :  Hippias  ou 
Bain,  A  vrai  dire,  l'existence  de  cet  Hippias  n'est  nuUcraei 
prouvée,  car  l'écrit  en  question  semble  bien  n'être  qu'une  pii. 
fantaisie;  mais,  en  tout  cas,  il  est  impossible  de  songer  à  auc« 
géomètre  postérieur  à  Geminus  ou  même,  nous  semble-t-il, 
Nicomède. 

Quant  à  Pappus,  il  ne  cite  Geminus  qu'à  propos  des  travai 
d'Archimède  en  Mécanique;  il  ne  semble  lui  avoir  rien  emprud 
pour  la  Géométrie,  et  notamment  en  ce  qui  concerne  les  lign 
et  les  surfaces  courbes.  Sa  manière  de  voir  diffère  en  plusiem: 
points  essentiels  de  celle  de  l'auteur  suivi  par  Proclus.  A  la  cîl 
tion  qu'il  fait  d'ailleurs  (IV,  3i,  p.  a54)  d'un  Sporos  dont  il  repi 
duit  les  critiques  sur  la  quadrature  du  cercle  au  moyen  de  la  cour 
d'Hippias,  on  ne  peut  guère  douter  que  ce  Sporos  ne  soit  la  sour 
où  il  puise  ce  qu'il  dit  sur  la  quadratrice. 

J'ai  essayé  d'établir  ailleurs  (  M  que  ce  Sporos,  de  Nicée,  vîva 


(')  Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  p.  70-7G,  :Û7-î6i:  i8^^»- 
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probablement  à  la  fin  du  m*' siècle  de  noire  ère,  c'est-à-dire  qu'il 
était  contemporain  de  Pappus,  mais  plus  âgé  que  lui;  qu'il  avait 
recueilli,  pour  une  compilation  intitulée  'ApidTOTcXixà  xiipia  (ruclier 
aristotélique),  les  travaux  mathématiques  relatifs  à  la  quadrature 
du  cercle  et  à  la  duplication  du  cube;  que  ce  recueil  fut  pour  les 
deux  objets  la  source  principale  de  Pappus  et  d'Eutocius. 

Au  temps  de  Sporos,  l'écrit  d'Hippias  pouvait  parfaitement  avoir 
disparu  sans  laisser  de  traces  ailleurs  que  dans  Geminus  ;  et  cela 
d'autant  plus  que  les  travaux  postérieurs  de  Dinostrate,  de  Nico- 
mède,  etc.,  avaient  naturellement  dû  le  faire  négliger.  Le  silence  de 
Pappus  sur  Hippias  n'a  donc  rien  d'étonnant,  et  Tidentification 
de  cet  Hippias  avec  le  sophiste  d'Elis  reste,  en  somme,  l'hypothèse 
la  plus  plausible. 

II. 

Il  ne  me  paraît  pas  douteux   que   le  but  de  l'invention  de  la 
quadratrice  n'ait  été  le  partage  d'un  angle  ou  d'un  arc  donné  sui- 
vant un  rapport  donné.  La  génération  de  la  courbe  est  combinée 
pour  la  solution  immédiate  de  ce  problème,    tandis  que  la  quadra- 
ture du  cercle,  ou  plutôt  la  rectification  de  la  circonférence,  ne 
correspond,  pour  ainsi  dire,  qu'accidenlcllement  à  la  solution  d'un 
problème  particulier,   la  recherche  du  point  d'intersection  de  la 
co\irbe  avec   son   axe.  J'avais  par  suite  été  amené  à  interpréter 
le    passage  de  Pappus,  cité  plus  haut,  en  admettant  que  le  tra- 
vail d'Hippias  s'était  borné  à  la  division  d'un   angle  donné,  que 
ûînostrate  avait  le   premier  fait  l'application  de  la  courbe  à  la 
quadrature  du  cercle,  et  que  la  dénomination  qui  lui  a  été  donnée 
correspondait  à    ce   travail    postérieur.   M.    Garitor  semble  avoir 
^àmh{Vorlesung'eny  p,  iG-j,  '/îi3),  plus  ou  moins  explicitement, 
'es  mêmes  conclusions;    mais,   en    y   rélléchissant  davantage,  je 
crois  qu'elles  soulèvent  de  graves  objections. 

Tout  d'abord  le  texte  de  Geminus  dans  Proclus  suppose  nette- 
"*cni  que  le  nom  de  la  courbe  lui  avait  clé  donné  par  son  inven- 
teur Hippias.  D'autre  part,  il  est  clair  que  l'usage  pralicjue  de  la 
courbe  suppose  la  construclion  d'un  patron  di'îcoupé  en  équerre 
^^ec  la  quadratrice  remplaçant  l'hjpoténuse  et  applicable,  comme 
ïiotre  rapporteur,  sur  les  figures  considérées.  Dès  lors  la  détermi- 
"3lion  de  l'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  s'imposait  immé- 
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dlatement,  et  le  problème  n'est  réellement  pas  si  difûcile  qu'c^  j^ 
doive  croire  qu'Hippies  fût  incapable  d'apercevoir  sa  relation  av 
la  quadrature  du  cercle.  Enfin  la  célébrité  de  ce  dernier  problèi 
était  dès  lors  assez  grande  pour  qu'Hippias  lui  empruntât  le  no^ 
de  sa  courbe,  plutôt  qu'au  problème  qu'il  avait  sans  aucun  doi^i^ 
considéré  en  premier  lieu. 

Quant  au  témoignage  de  Pappus,  les  remarques  que  nous  avons 
faites  plus  haut  en  infirment  notablement  la  valeur,  et  je  suis 
d'autant  moins  disposé  à  en  tenir  compte  qu'il  ne  serait  nullement 
en  fait  favorable  à  la  thèse  que  j'examine;  car  non  seulemeot  il 
ignore  absolument  Hippias,  mais  il  considère  l'emploi  de  laqua- 
dratrice  pour  la  division  de  l'angle  comme  une  découverte  relati- 
vement récente,  ce  qui  est  inadmissible.  On  pourrait  seulement 
conclure  de  là  que  ni  Dinostrate,  ni  Nicomède  n'avaient  traité  c€ 
problème  sur  la  quadralrice. 

Pappus,  IV,  4o,  p.  284  *.  «  Le  partage  d'un  angle  ou  d'un  arc 
donné  en  trois  parties  égales  est  un  problème  solide,  comme  nous 
l'avons  démontré  (c'est-à-dire  un  problème  réclamant  l'emploi  de 
sections  coniques);  mais  la  division  d'un  angle  ou  d'un  arc  donne 
dans  un  rapport  donné  est  un  problème  gramniique  (exigeant 
l'emploi  de  courbes  plus  complexes  que  les  coniques);  il  a  été 
résolu  par  les  auteurs  récents  (Oitb  twv  veompwv),  et  nous  le  trailaos 
de  deux  façons.  » 

Suivent  en  effet  deux  solutions,  l'une  par  la  quadratrice,  l'autre 
(46)  par  la  spirale  d'Archimède.  Pappus  revient  plus  loin  (rV,5i» 
p.  296)  sur  la  même  question  pour  montrer  qu'on  peut  construire 
un  angle  incommensurable  avec  un  angle  donné. 

Quant  aux  applications  à  la  quadratrice,  elles  se  rencontrent  dans 
Pappus  après  le  premier  passage  cité  (IV,  31,  32,  p.  256  et  suiv.}» 
puis  (IV,  49,  p.  292  :  Trouver  un  cercle  dont  la  circonférence 
soit  éf(ale  à  une  droite  donnée^  diaprés  le  théorème  démontré 
précédemment,  et  IV,  5o  :  Décrire  sur  une  courbe  donnée  un 
arc  de  cercle  qui  soit  à  cette  corde  dans  un  rapport  donné.  Dans 
tout  cela,  il  n'y  a  rien  évidemment  d'original  de  la  part  de  Pappus, 
quoique,  dans  ces  derniers  problèmes  et  dans  ceux  sur  la  division 
de  l'angle,  ce  ne  soit  plus  à  Sporos  qu'il  fasse  ses  emprunts. 

Mais,  en  dehors  de  Pappus  et  de  Proclus,  il  existe  dans  l'anti- 
quité!^, à  propos  de  la  quadratrice,  un  témoignage  important  sur 
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lequel  Tattention  n^a  pas  été  suffisamment  appelée,  quoiquMl  ait 
été  publié  par  Bretschneider.  C'est  un  passage  d'un  commentaire 
de  Jamblique  sur  les  catégories  d'Âristote,  passage  conservé  par 
SiiTiplicius(Co/w/?ie/i/.  in  Aristotelis phys,  libros  quattuor prio- 
reSy  éd.  Diels,  p.  60). 

<c  Aristote  ne  connaissait  probablement  pas  encore  la  quadra- 
ture du  cercle,  mais  elle  a  été  trouvée  parles  Pythagoriciens,  comme 
il  est  clair  d'après  les  démonstrations  du  pythagoricien  Scxtusqui 
avait  reçu  par  une  tradition  éloignée  la  méthode  de  ses  démonstra- 
tions.   Plus  tard  Archimède   l'a  trouvée   au   moyen  de  la   ligne 
hélicoïde,  Nicomède  au  moyen  de  celle  qu'on  appelle  proprement 
ffuadratrice,  Apollonius  au  moyen  d'une  ligne  qu'il  appelle  sœur 
de  la  cochloïde  et  qui  est  la  même  que  celle  de  Nicomède,  Carpos 
au  moyen  d'une  ligne  qu'il  appelle  simplement  de  double  mouve- 
ment; beaucoup  d'autres  enfin  ont  diversement  résolu  le  problème.  » 
Il  ne  semble  pas  qu'il  y  ait  lieu  de  s'arrêter  au  témoignage  con- 
cernant les  Pythagoriciens;  leur  fanatique  prôneur  perd  tout  sens 
critique  quand  il  s'agit  d'eux.  Il  suffira  de  remarquer  que  Sextus 
ou  plutôt  Sextius  (*)  vivait  sous  Auguste  et  Tibère.  Pour  Archi- 
mède, Jamblique   fait  incontestablement  allusion  au    théorème 
(^eptiXixttv,  XVIII)  sur  l'égalité  entre  la  sous-tangente  à  la  spirale 
à  l'extrémité  de  la  première  spire  et  la  circonférence  du  cercle  cor- 
respondant, théorème  que  nous  ne  pouvons  évidemment  considérer 
comme  donnant  la  quadrature  du  cercle,  mais  auquel  les  anciens 
attribuaient  une  importance  considérable,  en  tant  qu'établissant 
1  égalité  d'une  droite  déterminée  avec  une  courbe. 

Nous  rencontrons  ensuite,  en  concordance  avec  Pappus  et 
^clus,  une  preuve  du  travail  de  Nicomède  sur  la  quadratrice, 
puis Qoe donnée  importante;  Apollonius  s'est  occupé  de  la  même 
courbe,  mais  en  lui  donnant  un  autre  nom  :  sœur  de  la  cochloïde. 
«  Cochloïde  est ^  d'après  Pappus,  le  nom  de  la  courbe  inventée 
par  Nicomède  et  que  nous  appelons  conchoïde  avec  IVoclus  et 
Eatocius.  Le  terme  sœur  de  la  cochloïde  doit  donc  avant  tout 
èfre regardé  comme  une  flatterie  adressée  par  Apollonius  à  Nico- 
mède. Il  permet  par  conséquent  de  fixer  Tépoque  de  ce  dernier 


(')  11  y  eut  deux  philosophes  de  ce  nom,  le  père  el  le  liU;  il  est  dinicilc  de 
conjecturer  duquel  Jamblique  a  voulu  parler. 
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entre  Eratosthène  et  Apollonius,  au  lieu  de   la  faire  descendre 
après  Apollonius,  comme  on  le  fait  ordinairement.  » 

Il  est  difficile  de  savoir  pourquoi  le  géomètre  de  Perge  a  t#;nu  à 
rejeter  le  terme  de  quadratrice.  Peut-être  le  trouvait-il  trop  général 
et  regardait-il  d'autres  courbes,  par  exemple,  lui  aussi,  la  spirale 
d'Archimède,  comme  ayant  autant  de  droits  à  ce  titre;  peut-être^ 
ayant  calculé  plus  exactement  encore  que  le  Syracusain  le  rappor*^^ 
de  la  circonférence  au  diamètre,  voulait-il  aflGrmer  ripsufBsanc^^-^ 
des  solutions  graphiques. 

Le  rapprochement  de  la  courbe  d'Hippias  avec  la  conchoïde,  ^ 
point  de  vue  géométrique,  ne  peut,  d'autre  part,  être  regardé  ^^^^^ 
comme  passablement  forcé;  cependant  je  serais  porté  à  en  indu        y)^ 
qu'Apollonius  avait  prolongé  la  quadratrice  en  dehors  du  cei*-^^/e 
générateur  et  qu'il  en  avait  reconnu  les  asymptotes.  On  peut  ^  tre 
confirmé  dans  cette  hypothèse  par  ce  fait  que  Geminus  (Procl.  mis, 
p.  iii),  essayant  de  classer  les  courbes  d'après  leur  forme,  m^en 
reconnaît  point  qui  s'arrêtent  brusquement,  comme  le  suppose  irait 
pour  la  quadratrice  la  façon  dont  Pappus  expose  la  génération,  de 
la  courbe,  et  comme  on  la  donne  d'ordinaire  d'après  lui. 

Avant  de  quitter  la  citation  de  Jamblique,  j'ajouterai  que,  dans 
la  courbe  de  double  moiwement  de  Carpos,  il  est  difficile  de  ne 
pas  reconnaître  la  cycloïde  dont  la  génération  si  simple  n'a  pas  du 
échapper  aux  anciens. 

L'âge  de  Carpos  ne  peut  être  fixé  avec  précision.  Proclus  cite 
longuement  (p.  241  et  suiv.)  une  discussion  sur  la  prééminence 
logique  entre  les  théorèmes  et  les  problèmes  ;  dans  cette  discussion, 
Carpos  le  mécanicien  soutenait  une  opinion  opposée  à  celle  de 
Geminus  :  il  semble  bien  lui  être  postérieur.  D'autre  part,  Papp^^ 
cite  Carpos  d'Antioche  à  propos  des  travaux  mécaniques  d'Arcb*' 
mède.  On  a  ainsi  un  intervalle  de  trois  siècles  de  Ge^iious      ^ 
Pappus;    mais,    d'après    le    titre   de   l'ouvrage    cité    par  Proclir    ^ 
(  àdTpoXoYixY)  irpaYULaxÊia,  Traité  astrologique),  j'inclinerais  à  leplacei 
avant  Ptolémée,  c'est-à-dire  au  premier  siècle  de  l'ère  chrétienne. 

III. 

La  citation  de  Sporos  par  Pappus  (IV,  p.  264)9  relative  à  la  qua- 
dratrice, renferme  une  expression  qui  mérite  d'appeler  rallention, 
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Après  avoir  critiqué  Temploi  de  la  courbe  pour  la  quadrature  et 
observé  qu'en  fait  l'intersection  avec  l'axe  ne  peut  être  déterminée 
mathématiquement  si  l'on  ne  connaît  pas  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  rayon,  Sporos  ajoute  :  «  A  moins  de  se  donner  ce  rap- 
port, il  ne  faut  pas,  par  confiance  dans  la  réputation  des  inventeurs, 
admettre  une  courbe  en  quelque  sorte  trop  mécanique  (uYiyavixuiTépav 
«cuç  ouaav)  ». 

Un  peu  plus  loin  (p.  2j8),  Pappus  reprend  cette  expression  à 
son  compte  :  «  La  génération  de  cette  ligne  (la  quadratrice)  est, 
comme  on  l'a  dit,  trop  mécanique  ({jLTj/aviJcwTepa),  mais  on  peut 
Tanalyser  comme  suitgéométriquement  parles  lieux  en  surfaces.  » 
Ces  deux  passages  sont  remarquables  parce  que  c'est  unique- 
ment sur  eux  qu'a  été  fondée  la  fameuse  distinction  des  courbes 
géométriques  et  des  courbes  mécaniques,  que  le  xvii"  siècle  con- 
sidérait comme  ayant  été  classique  dans  l'antiquité  :  rien  ne  justi- 
fiait en  réalité  cette  opinion;  en  fait,  Pappus  ne  distingue  guère 
les  courbes  que  suivant  qu'elles  sont  engendrées  par  des  intersec- 
tions de  solides  ou  d'une  autre  façon.  Dans  la  seconde  classe,  il 
raoge  à  côté  des  hélices  (ce'  qui  comprend  les  spirales)  les  qua- 
dratrices,  les  cochloïdes,  les  cissoïdes  (III,  p.  54,  IV,  p.  270). 
&eininus  dans  Proclus  ne  fait  que  des  classements  aussi  artificiels. 
liC  véritable  sens  de  l'expression  est  au  reste  assez  obscur,  et  il 
est  douteux  qu'il  soit  le  même  pour  Pappus  et  pour  Sporos;  chez 
le  premier  ce  sens  paraît  plutôt  à  rapprocher  de  celui  de  grossier; 
il   oppose  la  génération  vulgaire  à  celle  qu'il  va  donner,  par  d'élé- 
gantes combinaisons  de  surfaces,  sur  lesquelles  nous  allons  re- 
venir, combinaisons  qui,  au  reste,  n'aboutissent  nullement  à  un 
mode  de  construction  pratique,  et  surfaces  qui  supportent  la  con- 
struction de  l'hélice  ou  de  la  spirale  d'Archimède,  c'est-à-dire  de 
courbes  aussi  mécaniques  au  moins  que  la  quadratrice. 

Pour  Sporos,  le  sens  paraît  différent,  et  il  me  semble  précisé  par 

^n  membre  de  phrase  qui  suit  dans  le  texte,  mais  que  le  savant 

éditeur  a  regardé  avec  quelque  raison  comme  suspect.  Après  trop 

'Mécanique,  vient  «  et  servant  aux  mécaniciens  pour  beaucoup  de 

problèmes  ».  Quelle  que  soit  l'origine  de  celte  phrase,  que  Pappus 

y  ait  condensé  avec  trop  de  négligence  le  texte  qu'il  avait  sous  les 

yeuxj  qu'elle  soit  une  glose  postérieure,  il  n'eu  paraît  pas  moins 

P'^obable  que  des  équerres  en  quadratrice  étaient  depuis  le  temps 
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d'Hippias  employées  dans  la  pratique  et  que  Sporos  insiste  sur  ce 
que  la  construction  nécessairement  approximative  de  ces  instru- 
ments ne  permet  point  de  les  comparer  à  la  règle  et  au  compas. 

Quoi  qu'il  en  soit  au  reste  à  cet  égard,  je  laisse  ce  sujet  pour 
aborder  ce  que  Pappus  (IV,  33,  34,  p.  a58-264)  appelle  la  géné- 
ration géométrique  de  la  quadratrice. 

Chasles  et  M.  Cantor  ont  déjà  appelé  l'attention  sur  ces  deu: 
propositions  intéressantes  où  il  est  démontré  : 

1®  Qu'on  obtient  une  quadratrice  en  projetant  sur  le  plan  hori-  ^ 
zontal  rinlersection  d'une  surface  de  vis  à  filet  carré  à  axe  ver--^ 

lical  : 

z 
y  =  â?  tangi?:  j  ? 

et  d'un  plan  passant  par  une  des  génératrices  rectilignes  de  cetv  ,m 

surface 

-  =  rny\ 

2°  Que  cette  même  surface  de  vis  qui  donne  une  quadratri»  i- 
pour  son  intersection  avec  un  plan  peut  être  définie  comme  aja  .^^s 
pour  directrice  courbe  non  plus  l'hélice,  mais  Tintersection  d'iv  "^ 
cône  (*)  ayant  le  même  axe 

n'-j'  =  a?*  -\-y^ 

et  d'une  surface  cylindrique  (^)  à  génératrices  verticales  et  ay^m^DL 
pour  trace  horizontale  une  spirale  d'Archimède  dont  le  pôle  ^^si 
sur  l'axe 

/ar'-h^*  =  a  arctang  -  • 

Il  est  intéressant  de  rechercher  à  quelle  époque  on  doit  attribuer 
ces  propositions. 

Il  faut  remarquer  que  la  surface  de  vis  est  appelée  plectoïde 
par  Pappus  (^).  D'après  le  contexte,  ou  ne  peut  douter  que  ce 
terme  ne  désigne  une  surface  réglée  à  plan  directeur,  dont  une  des 


(')  Pappus  suppose  ce  cône  rectangle. 

(')  Plus  littéralement  cylindroïde. 

(^)  P.  26j,  liv.  \IV  :  iv  'n>k£KTO£iôeî  èiri^ivfiix.  —  P.  j6<).  liv.  \III-\IV,  le  lernic 
tcchniqucest  illisible  dans  les  manuscrits.  F.  Hullsch,  induit  en  erreur  par  Toselli, 
a  restitué  à  tort  xuX'.vopix^j. 
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directrices  est  rectiligne  et  l'autre  une  courbe  quelconque.  C'est 

ce  qu'on  appelle  d'ordinaire  aujourd'hui  une  surface  conoïde. 

Il  serait  évidemment  à  désirer  que  l'on  reprît  le  terme  antique, 

mcontestablement  plus  rationnel,  et  que  l'on  n'employât  celui  de 

conoïde  que  dans  un  sens  où  pût  rentrer  celui  qu'Archimède  lui 

donnait  (*)  pour  désigner,  par  exemple,  les  surfaces  de  révolution 

du  second  degré. 

Le  terme  de  plectoïde  ne  se  rencontre  au  reste  ailleurs  que 
dans  un  autre  passage  de  Pappus  (IV,  36,  p.  270)  que  nous  allons 
traduire. 

Pappus  distingue  les  trois  genres  de  problèmes  reconnus  par 
les  anciens,  problèmes  y? /«/i^  (du  premier  ou  du  second  degré), 
solides  {àin  troisième  ou  quatrième  degré),  grammiques  (d'ordre 
supérieur).  Il  s'exprime  ainsi  sur  ces  derniers  (^)  : 

«  11  reste  encore  un  troisième  genre  de  problèmes  qu'on  appelle 
fffammiques ;  parce  que  pour  leur  solution  on  emploie  d'autres 
"gnes  (^pa^^îiai)  que  celles  dont  nous  venons  de  parler  (3)  :  ce  sont 
des  lignes  dont  la  génération  est  plus  variée  et  plus  forcée,  qui 
"Privent  de  surfaces  moins  régulièrement  classées  et  de  mouve- 
iwents  plus  compliqués.  Telles  sont  les  lignes  qu'on  rencontre 
dans  ce  qu'on  appelle  les  lieux  en  sur/ace,  ainsi  que  les  autres 
encore  plus  diversifiées  qu'ont  trouvées  en  grand  nombre  Démétrios 
^  Alexandrie  dans  ses  «  Epistases  grammiques  »  et  Philon  de 
^yane  par  l'entrelacement  de  surfaces  plectoïdes  et  autres  de 
loute  sorte.  Ces  lignes  présentent  nombre  de  caractères  singuliers; 
l^elques-unes  ont  été  jugées  par  les  auteurs  plus  modernes  dignes 
^^  traités  spéciaux,  entre  autres  celle  que  Menelaos  a  appelée 
*^ pctradoxos  ».  Au  même  genre  de  problèmes  s'appliquent  encore 
Vautres  courbes,  les  hélices,  les  quadratrices,  les  cochloïdes,  les 
cissoïdes  » . 


(  )  Archimède  appelle conof^/eor^/io^o/ie noire paraboloïde de  révolution, co/iOM/e 
ami>lygone  une  des  deux  nappes  de  l'hyperboloïde  de  révolution  autour  de  Taxe 
tra^s^erse.  Plectoïde  dérive  de  irXéxeiv  (tresser)  et  parait  signifier  particulié- 
retncnt  «qui  ressemble  à  un  ouvrage  de  vannerie  ». 

C  )  Il  est  à  remarquer  que   la   même  distinction  se   retrouve  dans  les  mêmes 
termes,  mais  avec  moins  de  développement,  III,  p.  5/|. 

0)  La  droite,  le   cercle  et   les  coniques;  les  anciens  n'ont  pas   à   proprement 
parler  de  terme  spécial  pour  désigner  les  courbes. 
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11  semble  permis  de  conjeclurer,  d'après  ce  passage,  que  les 
deux  propositions  mentionnées  tout  à  Theure  ont  été  empruntées 
(par  l'intermédiaire  de  Sporos?)  aux  Considérations  sur  les  lignes 
de  Demetrios  d'Alexandrie.  Quant  à  Tâge  de  cet  auteur  et  de 
Philon  de  Tyane  qui  lui  est  associé,  on  doit  le  placer  avant  l'ère 
chrétienne  (au  ii''  siècle  avant  J.-C.?),  puisque  Pappus  leur  oppose, 
comme  vauTcpo;,  Menelaos  qui  vivait  à  la  fin  du  i*^""  siècle  de 
notre  ère.  11  convient  d'ailleurs  de  remarquer  qu'ici,  par  «  ce 
qu'on  appelle  les  lieux  en  surface  »,  Pappus  désigne  spécialement 
l'ouvrage  d'Euclide  qui  portait  ce  nom,  et  où  ne  devaient  proba- 
blement figurer,  ainsi  que  le  pense  M.  Heiberg,  que  le  cône,  le 
cylindre,  la  sphère  et  leurs  intersections. 

Il  reste  à  justifier  plus  pleinement  noire  hypothèse  sur  l'époque 
de  l'invention  des  plecloïdes. 

Les  anciens  y  furent  naturellement  conduits  par  la  considéra- 
tion des  surfaces  de  vis  sur  lesquelles  les  inventions  d'Archimède 
durent  sans  aucun  doute  appeler  de  bonne  heure  l'attention  des 
géomètres.  Nous  allons  entrer  dans  quelques  détails  à  ce  sujet. 

IV. 

Archimèdc  lui-même  ne  parait  avoir  rien  écrit  sur  ses  surfaces 
de  vis,  ni  sur  l'hélice  cylindrique.  On  peut  le  conclure  de  deux 
circonstances. 

D'une  part,  Carpos  d'Antioche  (Pappus,  VIII,  p.  1026)  dit  que 
le  Syracusain  ne  composa  sur  ses  inventions  mécaniques  que  son 
livre  de  la  sp/iéropée  et  jugea  les  autres  indignes  de  Traités  sem- 
blables. Il  semble  bien  d'un  autre  côté  (Proclus,  p.  io5)que  la 
théorie  de  l'hélice  fut  pour  la  première  fois  traitée  par  Apollonius 
dans  un  livre  qui  portail  précisément  le  titre  d'une  des  plu* 
célèbres  inventions  d'Archimède  «  Sur  la  vis  »  (itEpi  xou  xoyXt'w)- 

Le  xoyXîaç  (limaçon  d'après  Diodore  de  Sicile  et  Moschion  dao> 
Athénée  {Archimède  de  Torelli,  p,  365-366)   est  une  machin*^ 
destinée  à  Pélévalion  de  Teau,    c'est-à-dire  la  vis  d'ArchimèJ^» 
ainsi  que  permet  de  le   constater  la  description  de   la   cochl^ 
par  Vitruve.  Moschion  appelle  au  contraire   eXi;  la   vis   corar»"^ 
organe  de  transformation  de  mouvcnicnl,  en  rapportant  d'ailleuC^- 
comme  la  précédcnle,  cette  invention  à  Archimède. 
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Pappus  (livre  VIII)  parle,  sous  le  nom  de  xo/Xi'aç  : 
i*D'unevîssansfinengrenaTilavecuneroiiedentée(p.  i  io8-r  1 14); 
\\  indique  le  tracé  pratique  de  riiélice  monostrophe  et  distrophe 
(d'une  ou  deux  spires  de  Thélice)  et  remarque  que  ce  tracé  con- 
corde avec  la  démonstration  d\\pollonius  ;  il  donne  d^autres  détails 
surla  construction  de  l'appareil,  et,  d'après  Héron  dans  ses  Méca- 
niques,  démontre  qu'à  chaque  tour  de  vis  correspond  l'avance 
d'une  dent  sur  la  roue  ; 

2®  (p.  ii22-ii3o)  Et  d'une  môme  vis  et  d'une  autre,  également 
sans  fin,  faisant  mouvoir  parallèlement  à  son  axe  une  dent  que 
porte  un  curseur  guidé  dans  une  rainure;  l'écrou  ne  paraît  pas 
inventé. 

Les  autres  passages  du  livre  VIII  indiquent  que  le  xo/^Xiaç  est 
une  des  cinq  puissances  des  anciens  (avec  le  coin,  le  levier,  la 
moufle  et  le  treuil),  qu'il  s'appelait  proprement  airsipoç  xoj^Xiac  (vis 
sans  fin),  pour  le  distinguer  sans  doute  du  xo^^Xiaç  pour  l'élévation 
de  l'eau.  La  vis  sans  fin  pouvait  d'ailleurs  être  TeTpotYwvo;  (à  filet 
carré)  ou  bien  oaxoKoc  (à  filet  triangulaire). 

D'après  Proclus  [loc.  c/7.),  Apollonius  avait  démontré  dans  son 
^cril^wr  la  vis  que  tous  les  arcs  d'une  même  hélice  cylindrique 
peuvent  coïncider  entre  eux.  11  avait  donc  poussé  assez  loin  la 
théorie  de  cette  hélice  dont  il  semble  le  créateur,  mais  il  n'avait 
pas  dû  s'y  borner  et  il  avait  considéré  sans  aucun  doute  les  sur- 
faces singulières  qu'offrait  l'instrument  dont  il  traitait,  que  ce  fût 
^ulement  la  vis  d'Archimède,  que  ce  fut  aussi  la  vis  sans  fin,  ce 
^Uï  semble  plus  probable. 

Les  travaux  dont  Pappus  nous  a  conservé  une  faible  trace  relati- 
vement à  la  surface  de  vis  durent  suivre  probablement  à  bref  délai 
'élan  donné  par  Apollonius.  A  cette  date,  ils  s'expliquent  d'eux- 
®^Q:ies;  plus  tard,  à  une  époque  de  décadence  incontestable,  il  y 
étirait  invraisemblance. 

A.vant  de    terminer,  j'ajouterai  quelques  mots  au  sujet  de   la 
"S^e  paradoxos  iie  Menelaos. 

U  peut  paraître  bien  aventureux  d'essayer  de  conjecturer,  surla 

vague  et  unique  indication  de  Pappus,  ce  que  pouvait  être  cette 

courbe.  Cependant  le  champ  des  recherches  peut  facilement  être 

limité. 

/]  résulte  incontestablement  du  texte  de  Pappus  que  cette  courbe 
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était  engendrée  par  l'interseclion  des  deux  surfaces;  d'autre  pj 
d'après  le  genre  des  recherches  que  faisaient  les  anciens  sur 
courbes,  la  propriété  singulière  qui  a  fait  donner  son  nom  à  c< 
courbe  doit  être  relative,  soit  à  une  quadrature,  soit  au  tracé  di 
tangente,  et  la  seconde  hypothèse  est  de  beaucoup  la  plus  împ 
bable  (*).  Enfin  rien  ne  prouve  que  Menelaos  ait  été  le  vérita 
inventeur  de  la  courbe  et  de  sa  propriété  singulière;  ce  fut,  à 
vérité,  un  mathématicien  de  valeur,  mais  son  originalité  réelle 
bien  loin  d'être  démontrée,  et  il  appartient  à  un  âge  où  1 
s'occupe  plutôt  désormais  de  perfectionner  les  découvertes  an 
rieures  que  de  les  étendre. 

Que  les  quadratures  de  surfaces  courbes  aient  été  abordées 
les  anciens,  comme  on  est  conduit  à  le  conjecturer  pour  la  cou 
de  Menelaos,  Pappus  en  donne  un  exemple  remarquable,  préc 
ment  avant  le  dernier  passage  que  je  viens  de  citer.  Il  ps 
(p.  28i-a68)  d'une  hélice  tracée  sur  la  surface  de  la  sphère 
dont  Téquation  en  coordonnées  polaires  serait,  S  étant  la  dista 
au  pôle,  X  la  longitude, 

I  > 

0  =  -  A. 
4 

Il  donne  la  mesure  de  Taire  de  cette  hélice  et  prouve  notamnn 
qu'avec  le  quart  de  grand  cercle  passant  par  le  pôle  et  l'extréu 
de  l'hélice  sur  Téquatcur,  celle-ci  divise  l'hémisphère  en  d 
parties  dont  l'une  est  carrable  (2). 

Si  l'on  veut  aller  plus  loin  pour  la  divination  de  la  courbe 
Ménélaos,  on  tombe  immédiatement  sur  des  conjectures  sansapf 
et  il  peut  môme  paraître  difficile  d'en  faire  de  plausibles.  J'essave 
toutefois  d'en  proposer  une. 

En  fait,  je  ne  connais  qu'une  courbe  qui  pourrait  satisfaire  2 


(')  On  doit  écarter,  par  exemple,  les  propriétés  relatives  à  la  rectiflcation  c 
courbe,  question  dont  les  anciens  ne  paraissent  point  s'être  occupés. 

(')  Geniinus  parle  d'hélices  sphériqucs  et  coniques;  la  quadrature  donnée 
Pappus  doit  donc  être  antérieure  à  Taire  chrétienne.  On  ne  peut  guère  douter 
par  analogie  avec  les  hélices  cylindrique  et  sphérique,  l'hélice  conique  n'ai 
déHnie  par  le  mouvement  uniforme  d'un  point  sur  une  génératrice  se  mou 
elle-même  uniformément  autour  de  Taxe  du  cône.  Dans  le  développement  < 
surface  conique  (circulaire  droite)  sur  un  plan,  ces  courbes  ont  pouriransfor 
des  spirales  d'Archimêde. 
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conditions  énoncées  pour  représenter  la  «  paradoxos  ».  C'est  celle 
rte  la  voûte  carrable  de  Vivian i,  intersection  d'une  sphère  par  un 
cjlindre  circulaire  droit  tangent  intérieurement,  et  dont  le  dia- 
mètre est  égal  au  ravon  de  la  sphère.  Cette  courbe  laisse  en  dehors 
d'elle  dans  Thémisphère  qui  la  comprend  une  surface  équivalente 
au  carré  construit  sur  le  diamètre  de  la  sphère. 

L'attention  des  anciens  a  certainement  été  appelée  de  bonne 
heure  sur  les  courbes  de  ce  genre;  car,  si  le  diamètre  du  cylindre 
n'est  pas  déterminé,  l'intersection  n'est  autre  que  V luppopède  in- 
venlée  par  Eudoxe,  suivant  la  restitution  de  M.  Schiapparelli, 
courbe  qui,  dans  le  système  astronomique  du  Cnidien,  représentait 
la  trajecloire  du  mouvement  d'anomalie  des  planètes.  D'autre  part, 
le  problème  de  quadrature  de  surfaces  sphériques  limitées  par  des 
courbes  gauches  a  pu  se  poser  dès  l'emploi  des  voûtes  dans  les 
coDstructiotts. 

Or,  si  l'on  prend  pour  pôle  un  des  sommets  de  la  courbe,  et  si 
l'on  compte  les  longitudes  à  partir  du  grand  cercle  passant  par  ce 
pôle  et  tangent  au  cylindre,  l'équation  de  la  courbe  est,  en  coor- 
données polaires, 

0  =  X. 

1^3prés  l'exemple  donné  par  Pappus,  il  est  clair  que  la  quadrature 
DoiTrait  aucune  difficulté  pour  les  anciens.  Cette  courbe  présentait 
pour  eux  une  autre  particularité  :  un  caractère  (\m  la  classait  dans 
lesKélices  sphériques,  tandis  qu'elle  s'obtient  d'ailleurs  par  l'inter- 
section de  deux  surfaces  simples. 

{A  suivre,  ) 


SUR  aïïELaUES  niTÉaBALES  DOHVÉES  DANS  LE  COURS  D'AHALTSE 

DE  M.  HERHTE  ; 

Par  m.  DUAHTE  ZEITE  PEREIHA  DA  SILVA. 
Soient 

^t proposons-nous  de  trouver  l'intégfrale  )' =  / — ^- i 
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On  a 

au  -\-  bv  =  {ax  -h  b)^\ïix  -+-  (a  —  bx)cosx 

=  -^A^^'''^^-^i)i<'-ib)^{x^i){a-^-ib)\ 


Posant 


on  aura 


donc 


Mais 


par  suite. 


et 


_  {X —  t)(a  -T-  ib)  /  ^.^  X  -^  i  a  —  ib  ^    \ 
~  1  ie'^  \        X  —  i  a-\-  ib         )  ' 


..    X  -¥-  i  a  —  ib 

Z  =  e^^^  :  7j 

X  —  i  a  -i-  ib 


,         (x  —  i)(a-hib).  . 

/' —  4  e^'^x^  dx 


.a  —  ib    e^'^x^ 


dz  =  ii  ^ ^  7^^ ^^  dx  ; 

a-^-  ib  (x  —  i)* 


_       ii        r     dz       _       ii       i_ 

^  ~  a«-i-6V  (5  — i)«  ~  a»  -+-  6«  7^ 


i  —  X       e-'^  I         lu-^v 

y  =   rr    -, h  COnSt.  =   77-   7 h  CODSl., 

*^        a  —  ib  au  -\-  bv  a  —  ib  au  -+-  bv 


ot  non j-j  comme  je  l'avais  affirmé,  parmégarde. 

/x^  dx         C*  x^  dx 
— ^  et  /  — --  9  il  suffît  de  donner  à  a  et  6  des 


valeurs  convenables. 
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WALRAS  (Léon),  Professeur  d'Économie  politique  à  rAcadémie  de  l^usanne. 
—  Théorie  mathématique  de  la  richesse  sociale.  Lausanne,  i883. 

CODRNOT  (Augustin).  --   Recherches  sur  i^s  principes  mathématiques 

DE  LA  théorie  DES  RICHESSES.  PaHs  ;  i838. 

Le  litre  de  ces  Livres  semble  promettre  pour  la  science  d'Adam 
Smith  une  voie  sûre  et  nouvelle.  Les  auteurs  n'ont  rencontré  ce- 
pendant qu'une  approbation  très  indifFrrentc.  Savant  distingué, 
écrivain  habile,  esprit  original  et  élevé,  dans  Tart  des  déductions, 
Cournot  était  un  maître.  M.  Walras  se  fait  honneur  d'être  son  dis- 
ciple. «  Cournot  »,  dit-il,  «  est  le  premier  qui  ait  tenté  franchement 
l'application  des  Mathématiques  à  l'Économie  politique;  il  l'a  fait 
dans  un  Ouvrage  publié  en  i838,  qu'aucun  auteur  français  n'a  jamais 
critiqué.  J'ai  tenu  »,  ajoute  le  savant  professeur  de  Lausanne,  «  à 
mentionner  l'auteur  d'une  tentative  remarquable,  sur  laquelle, 
je  le  répèle,  aucun  jugement  n'a  été  porté,  et  à  laquelle  j'ose  dire 
que  justice  n'a  pas  été  rendue.  » 

Ce  reproche,  publiquement  adressé  aux  compatriotes  de  Cournot, 
a  été  pour  moi  l'occasion  de  relire  un  Ouvrage  fort  oublié,  dont, 
malgré  la  juste  réputation  de  l'auteur,  ceux  qui   l'ont  parcouru 
n'ont  pas  tous  conservé  une  impression  favorable.  «  Le  titre  de 
mon  Ouvrage  »,  dit  Cournot  dans  sa  préface,  «  n'annonce  pas  seule- 
ment des  recherches  théoriques,  il  indique  que  j'ai  l'intention  d'y 
appliquer  les  formes  et  les  symboles  de  l'Analyse  mathématique.  » 
Les  formes  et  les  symboles  de  l'Analyse  mathématique  imposent 
la  précision  et  promettent  la  rigueur;  ils  n'inspirent  et  ne  donnent 
droit  à  aucune  indulgence.  Les  formules  sont  vraies  ou  fausses, 
les  définitions  vagues  ou  précises,  les  raisonnements  rigoureux  ou 
absurdes;  tel  est  le  langage  des  géomètres.  C'est  celui  de  Cournot. 
Plusieurs  essais  ont  précédé  le  sien;  il  n'en  cite  qu'un  seul  :  les 
principes  d'Economie  politique  de  Canard,  petit  Ouvrage  publié  en 
l'an  X  et  couronné  par  l'Institut.  «  Ces  prétendus  principes  »,  dit 
Cournot,  «  sont  si  radicalement  faux  et  l'application  en  est  telle- 
Buii.  des  Sciences  mal  hem.,  -i"  série,  l.  VI!.  (Novembre  iS8.'i.)  -iv 
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ment  erronée,  que  le  sullrage  d\in  corps  émincnt  n'a  pu  préseï 
rOuvrage  de  Toubli.  On  conçoit  aisément  que  des  essais  de  c 
nature  n^lient  pas  réconcilié  avec  J'Algèbre  des  économistes 
que  Sav  et  Ricardo.  » 

Le   citoyen    Canard,    quoique    professeur  de    Mathématiqi 
ignore  ou  oublie  les  éléments  du  calcul  des  fonctions.  Sachant 
le  prix  d'une  denrée  s'accroît  avec  le  nombre  des  acheteurs,  a 
leurs   besoins   et   avec    les   revenus    dont   ils   disposent,  et   q 
diminue  avec  le  nombre  et  Tempressement  des  vendeurs,  la  I 
duction  dans  la  langue  algébrique  est  pour  lui  immédiate;  B-f- 
est  en  effet,  suivant  Canard,  le  type  de  toute  fonction  croissante 
la  variable  x,  et  B'  —  \' x  celui  des  fonctions  décroissantes; 
est  le  point  de  départ  et  la  base  de  sa  théorie. 

Comment  devint-il  lauréat  de  l'Institut?  Sur  le  rapport  de  qu 
Commission?  Je  n'ai  pas  eu  l'indiscrétion  de  le  chercher  (*). 

Les  problèmes  abordés  par  Cournot  sont  insolubles  par  le 
sonnemont  seul;  il  n'entre  pas  cependant  dans  le  plan  du  sa^ 
auteur  de  recourir  à  l'observation  des  fails;  non  qu'il  en  méc 
naisse  rimporlance;   mais  il  faut  diviser  le  travail,  et  le  sien 
autre.  Il  étudie   les  lois,  laissant  à  d'autres  les  chiflres.  Ses  i 
mules,  où  n'entrent  que  des  lettres,  sont  hérissées  de  fonctit 
inconnues;  en  s'appliquant  à  les  chercher,  il  croirait  sortir  def 
rôle.  Vraies  ou  fausses,  leur  étude,  pour  les  hommes  de  pratiqi 
doit  sembler  une  fatigue  inutile;  ils  s'y  soustrayent  en  fermant 
livre.  Si  la  théorie  des  richesses  de  Cournot,  malgré  la  science 
l'auteur,  la  juste  considération  attachée  à  sa  personne,  l'iniluen 
de  sa  situation  et  le  mérite  de  ses  autres  écrits,  n'a  pu,  depuis 
demi-siècle,  attirer  sérieusement  l'attention,  c'est  que  les  idées 
dérobent  sous  Taboudance  des  signes  algébriques;  la  suppressi 
des  symboles  réduirait  le  livre  à  quelques  pages,  et  presque  tou 


(')  Lu  deuxième  Classe  de  ritistitul  (Sciences  morales  et  poliliqucs)  avait] 
posé  la  queslioQ  suivante  : 

«  Est-il  vrai  (juc,  dans  un  pays  agricole,  toute  espèce  de  coniribiitiun  rctoi 
sur  les  propriétaires  fonciers?  et,  si  l'on  se  décide  pour  l'affirmative,  les  contr 
lions  indirectes  retombent-elles  sur  les  mêmes  propriétaires  avec  surcharges? 

Canard  fut  couronné.  Comme  THomme  aux  quarante  écus,  il  se  prononçait  | 
la  négative,  mais  en  faisant  do  la  solution  demandée  «  un  chaînon  d'une  suit 
consi'rqucnces  »,  dont  Cournot  a  si;;nalé  avec  rais(»n  la  fausseté. 
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oCTriraient  alors  de  judicieuses  réflexions  et  des  assertions  dignes 
d'intérêt.  Cournot  veut-il  étudier  les  lois  de  la  lutte  dont  résulte, 
sur  un  marché,  le  prix  courant  de  chaque  denrée,  problème  diffi- 
cile, si  mal  résolu  par  Canard,  il  fait  remarquer  que,  pour  une 
marchandise  donnée,  le  prix  de  vente  étant  nécessairement  en 
rapport  avec  le  débit,  en  le  nommant  p  on  pourra  représenter  le 
débit  par  ç(/>);  ?(/>)  désignant  une  fonction  dont  la  dérivée  est 
négative,  la  recette  totale  du  vendeur  sera  le  produit />'^(/>);  c'est 
ce  produit,  si  la  marchandise  ne  coule  rien,  qu'il  faut  rendre  le 
plus  g^rand  possible.  Sans  en  savoir  ni  en  chercher  davantage,  on 
peut,  en  conséquence,  d'après  les  règles  du  Calcul  différentiel, 
égaler  à  zéro  la  dérivée.  Ainsi 

est  Téqualion  que  le  vendeur  doit  résoudre;  il  doit  s'assurer  tou- 
tefois que  la  seconde  dérivée  est  négative  et  vérifier  l'inégalité. 

Telle  est,  dans  le  cas    d'une  marchandise  qui  ne  coule  rien  et 
'^  est  grevée  d'aucun  impùl,  la  théorie  mathématique  du  monopole. 
Ceux   qui    voudront  l'appliquer    n'auront   plus  qu'à   chercher  la 
fonction   cp(/?).  Le  savant  auteur  fait  judicieusement   remarquer 
^tie,  s'il  ne  peut  satisfaire  tous  les  acheleurs,  le  vendeur   devra, 
P^T  l'élévation  du  prix,  réduire  la  demande  à  égaler,  sans  la  sur- 
passer, le  chiffre  possible  de  la  production.  Les  choses  étant  ainsi 
établies,  si  la  denrée  est  frappée  d'un  impôt,  que  doit-il  arriver  ? 
Le  prix  le  plus  souvent  s'élèvera;  il  peut,  dans  certains  cas,  rester 
invariable,  mais  l'effet  de  l'impôt  ne  l'abaissera  jamais.  Toutes  ces 
assertions  de  Cournot  sont  exactes;  mais,  pour  les  rendre  évidentes, 
lallait-il  employer  l'Algèbre  ?  Insistons  sur  ce  cas  d'une  source  trop 
peu  abondante  pour  suffire  à  la  consommation,  qui   donnerait  le 
produit  maximum.  Au  moment  où  l'on  établit  un  impôt  sur  chaque 
"tre  vendu,  il  pourra  arriver  qu'après  avoir  acquitté  cet  impôt,  le 
propriétaire  ait  intérêt  à  accroître  le  prix  qui  jusque-là  lui  donnait 
'^plus  de  profit,  en  diminuant,  par   une  conséquence  nécessaire, 
^  chi/Tre  de  la  production.  L'accroissement  du  prix  de  vente  lui 
pocure en  effet, sur  chaque  litre  vendu,  le  même  avantage  qu'avant 
""^sèment  de  la  laxe  ;  mais  la  perte  n'est  [)lns  la  même,  car, 
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sur  les  bouteilles  non  vendues,  il  gagne  ce  qu^il  donnait  au  fis 
Il  peut  arriver  cependant  que  la  diminution  delà  vente  compen 
le  double  avantage  de  vendre  à  un  prix  plus  élevé  et  de  payer  i 
impôt  moindre;  le  propriétaire  de  la  source  doit  supporter  aie 
l'impôt  tout  entier,  sans  changer  ni  son  prix  ni  le  chiffre  de  sapr 
duction? 

«  Dès  lors  »,  ajoute  Cournot,  «  il  semblerait  que,  dans  ce  c- 
le  fisc  ne  serait  limité,  dans  la  fixation  de  la  taxe,  que  par  la  ce: 
dition  de  ne  pas  absorber  entièrement  le  revenu  net  du  productc^ 
Mais  cette  conséquence  serait  inexacte  et  l'on  peut  en  démena 
la  fausseté,  au  moins  dans  un  cas.  )) 

Cournot  définit  ce  cas  en  langage  algébrique;  c'est  celui  où 
fonction  'f'(D)  est  croissante  avec  I),  et  où  l'on  a  /?'  —  Po>  ^9 
et  p'  élant  respectivement  les  racines  des  équations 

(  F(/>)-4-[/>--'f'(D)|     .     V'(p)  =  o, 

i  v(p)-^\p-^i\\y)-i]F'{p)  =  o. 

Ces  lettres  et  ces  fonctions  ont  figuré  dans  les  pages  précédente 
elles  sont  connues  du  lecteur;  cependant  un  géomètre  même  pei 
désirer  une  explication  moins  savante.  Sans  en  donner  aucua< 
(jOurnolcontinue:SoicntAla  limite  nécessaire  de  la  production  et 
la  valeur  de  p  tirée  de  la  relation  F(/?)=  A;  il  faudrait,  dar 
Fhvpothèse,  que  7:  fût  >/>'  et  a  fortiori  > po -^  i^  i  étant  ég^ 

a  II —  ■^— ■•  ^"  aurait  donc  7r>/>o  +  ^  —  ■         ou  />©  <C  "^X" 

Mais  cette  dernière  inégalité  ne  peut  certainement  avoir  te 
et  ©'(/?)  est,  conformément  à  l'hypothèse,  une  fonction  croissaa* 
avec  1)";  car  alors,  Pq  étant  <^  ir,  la  demande  Dq  correspondant 

Po  est  }>  A.  -^ —  est  plus  grand  que  ■^-—-  ;  po  serait  donc  <  Hr^ 

Cette  valeur  de  po  constituerait  donc  le  producteur  en  perle  ^ 
par  conséquent  ne  pourrait  pas  être  racine  de  l'équation  (1). 

Une  traduction  devient  nécessaire. 

La  question  est  celle-ci  :  dans  les  conditions  où  l'énoncé  plaC 
le  propriétaire  de  la  source,  l'Etat  peut-il,  par  voie  d'impôt,  st 
chaque  litre  de  la  marchandise,  s'approprier  la  totalité  du  proda 
net,  sans  diminuer  celui-ci  et,  par  conséquent,  sans  procur6 
l'élévation  du  prix  de  vente?  D'après  l'une  des  hypothèses  expr 
mées  algébriquement,  les  frais  croissent  pour  chaque  litre  avec  1 
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chiffre  de  la  production.  Si  riinpôtsur  l'ensenible  absorbe  tous  les 
bénéfices  sur  les  derniers  litres  obtenus,  qui  coulaient  plus  cher 
que  les  autres,  il  mettra  le  producteur  en  perte;  on   s'abstiendra 
dèslors  de  les  produire,  et,  la  marchandise  étant  moins  abondante, 
les  prix  s'élèveront,  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse.  Il  y  a  donc 
contradiction  à  admettre  qu'on  puisse,  sans  diminuer  la  production, 
absorber  par  un  droit  fixe   la  totalité  du  produit  net.  Il  n'est  pas 
nécessaire  d'ailleurs  que  les  frais  soient  croissants  pour  que,  avant 
d'abandonner  au  fisc  la  totalité  de  ses  bénéfices,   le   propriétaire 
cherche  à -se  défendre,  dût-il  diminuer  le  produit   net   en  élevant 
les  prix.  On  ne  s'explique  pas  que  Cournol,  en  annonçant  qu'on 
peut  faire  la  preuve  au  moins  dans  un  cas,  semble  douter  de  ce 
qui  arriverait  dans  les  autres.  C'est  à  propos  du  Chapitre  où  sont 
puisés  ces  exemples  et  ces  formules  que  M.  Walras  a  écrit  :  «  La 
théorie  du  monopole  a  été  donnée  sous  la   forme  mathématique, 
qui  est  la  forme  la  plus  claire  et  la  plus  précise,  par  M.  Cournot, 
au  Chapitre  V  de  ses  recherches  sur  les  principes  matbématiques 
4e  la  théorie   des   richesses;    malheureusement    les   économistes 
n'ont  pas  ]M^é  à  propos  de  prendre  connaissance  de  cette   théo- 
ne,  et  ils  en  sont  réduits,  au  sujet  du  monopole,  à   une  confu- 
sion d'idées  qui,  chez  eux,  se  traduit  à  merveille  par  la  confusion 
des  mots.  » 

La  condamnation  est  sévère.  Les  calculs  dont  nous  avons  cité  un 
passage  ne  sont  pas  clairs  cependant  pour  tout  le  monde;  les  résul- 
tais semblent  de  petite  importance;  quelquefois  môme,  je  dois 
I avouer,  ils  paraissent  inacceptables. 

Telle  est  l'étude,  faite  au  Chapitre  V^II,  de  la  lutte  entre  deux 
propriétaires  qui,  sans  avoir  à  craindre  aucune  concurrence,  exploi- 
tent deux  sources  de  qualité  identique.  Leur  intérêt  serait  de  s'as- 
socier ou  tout  au  moins  de  fixer  le  prix  commun,  de  manière  à 
prélever  sur  l'ensemble  des  acheteurs  la  plus  grande  recette  pos- 
sible; mais  cette  solution  est  écartée.  Cournot  suppose  que  l'un  des 
concurrents  baissera  ses  prix  pour  attirer  à  lui  les  acheteurs,  et 
<iue,  l'autre,  pour  les  ramener,  les  baissant  à  son  tour  davantage, 
Ils  ne  s'arrêteront  dans  cette  voie  que  lorsque  chacun  d'eux,  lors 
ïnêmeque  son  concurrent  renoncerait  à  la  lutte,  ne  gagnerait  plus 
nen  à  abaisser  ses  prix.  Une  objection  péremptoire  se  présente  : 
dans  celte  hypothèse  aucune  solution  n'est  possible,  la  baisse  n'au- 
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rait  pas  de  limlle;  quel  que  soil  en  ciTel  le  prix  commun  adopt 
Pun  des  concurrents  abaisse  seul  le  sien,  il  attire  à  lui,  en  ni 
géant  des  exceptions  sans  importance,  la  totalité  de  la  vente,  • 
doublera  sa  recette  si  son  concurrent  le  laisse  faire.  Si  les  form 
de  Cournot  masquent  ce  résultat  évident,  c'est  que,  par  une 
gulière  inadvertance,  il  y  introduit,  sous  le  nom  de  D  et  D', 
quantités  vendues  par  les  deux  concurrents,  et  que,  les  Irai 
comme  des  variables  indépendantes,  il  suppose  que.  Tune  vei 
à  changer  par  la  volonté  de  l'un  des  propriétaires,  l'autre  po 
rester  constante.  Le  contraire  est  de  toute  évidence. 

Cournot,  dans  d'autres  occasions,  introduit  dans  l'énoncé  d< 
problèmes  des  abstractions  dont  la  déclaration  formelle  m* 
l'abri  sa  responsabilité  de  géomètre.  N'est-on  pas  toujours  1 
de  poser  un  j)roblème  à  sa  guise?  C'est  ainsi  qu'en  tradui 
en  formules  la  question  si  complexe  de  la  liberté  commerc 
après  avoir  démontré  mathématiquement  que  la  nation  qui 
porte  accroît  son  revenu  et  que  celle  qui  reçoit  des  inarc 
dises  diminue  le  sien,  il  ajoute  :  «  Nous  ne  tenons  pas  compte 
déduction  de  cette  diminution  réelle  de  revenu,  de  l'avac 
résultant,  pour  les  consommateurs  qui  achètent  par  suite  d 
baisse,  de  ce  qu'ils  font  ainsi  de  leurs  revenus  un  usage  pli 
leur  convenance.  » 

Supposons,  par  exemple,  que  le  prix  du  drap  baisse  de  me 
chez  la  nation  qu'on  déclare  appauvrie;  ceux  qui  portaient  desv 
ments  de  coton  en  hiver  pourront  les  remplacer  par  des  coslu 
de  drap,  et,  en  faisant  ainsi  de  leur  revenu  un  usage  plus  ai 
convenance  y  diminuer  la  mortalité.  C'est  un  avantage,  Coui 
le  reconnaît;  mais,  ne  pouvant  Tévaluer  dans  ses  formules,  il 
vient  simplement  qu'il  n'en  tiendra  pas  compte.  A-t-on  le  droi 
lui  rien  reprocher  ? 

Les  représentations  géométriques,  dans  le  Livre  de  M.  Wal 
remplacent  souvent  les  formules;  les  raisonnements  sont  plus 
cessibles,  les  résultats  plus  voisins  de  l'application;  le  succès  s 
plus  rapide  et  plus  grand.  «  Si  l'on  ne  considérait  l'état  de  la  q 
tion  qu'en  France  et  en  Angleterre  »,  écrit-il  au  savant  profes 
Stanley  levons,  qui  s'est  rencontré  avec  lui  sur  plus  d'un  p< 
«  nous  n'aurions  guère  à  partager  qu'une  réputation  de  rè\ 
chimériques;    mais  il  en    est  autrement    ailleurs,   notammen 
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Italie,  où  la  méthode  nouvelle  a  été  saisie,  dans  son  esprit  el  dans 
sa  portée,  avec  une  intelligence  et  une  promptitude  merveil- 
leuses. » 

Sans  aborder  ici  les  nombreuses,  importantes  et  difficiles  ques- 
tions traitées  par  M.  Walras,  et  me  prononcer  sur  les  conclusions 
qui  partagent  les  meilleurs  juges,  je  veux  me  borner  à  discuter  uu 
principe  proposé  comme  fondamental. 

Imaginons  un  marché   sur  lequel   se  présentent   des    porteurs 
d^une  marchandise  (A)  disposés  à  en  donner  une  partie  pour  se 
procurer  de  la  marchandise  (B),  et  où,  d'un  autre  côté,  se  présen- 
tent des  porteurs  de  la  marchandise  (B)  qui  veulent  la  convertir  en 
marchandise  (A).  Un  certaincours  s'établira;  m  (A)  seronléchangés 
contre  n{B).    Quels  sont  les   éléments  constitutifs  de  ce  prix  ? 
M.  Walras,  que  j'abrège,  suppose,  pour  résoudre  ce   problème, 
que  chaque  porteur  de  l'une  des  marchandises,  sans  rien  laisser  à 
l'impression  de  la  dernière  heure,    ait   pris,    avant   d'arriver   au 
roarché,  une  résolution  définitive  pour  chacun  des  cas  qui  peuvent 
se  présenter.    Remplaçons,  pour  plus   de  concision,  la   marchan- 
dise (B)  par  de  l'argent  et  supposons  que  la  marchandise  (A)  soit 
"i*  blé,  le  marché  mettant  en  présence  des  cultivateursqui  désirent 
'es    plus  hauts  prix  et  des  acheteurs  qui  désirent  les   moindres. 
Chaque  acheteur,   suivant   rh\pothèse,  donnera  ses  ordres  à  un 
eoi^irtier,  et  lui  dira,  par  exemple  :  si  le  cours  est  ^o*^"",  achetez 
pour  moi  100**'*'  ;  à  aS''   nan  prenez  que  60;  à  So'*"  je  n'en  veux 
<l^e  10,  et  à  SS'*"  je  m'abstiens.  Le  tableau  complet  fera  connaître, 
eu   regard  de   chaque  cours,  le  chillVe  correspondant  des  achats. 
i»Cîs  vendeurs,  de  leurcôté,  onl  donné  leurs  ordres,  et  Pon  sait,  pour 
cViaque  cours,  la  quantité  que  chacun  propose. 

La  solution  est  fort  simple  :  le  savant  professeur  suppose  que, 
si  Ton  réunit  les  carnets  de  tous  les  acheteurs,  et  que,  pour  chaque 
cours  successivement,  on  fasse  la  somme  de  leurs  demandes,  les 
carnets  des  vendeurs,  par  leur  réunion,  fourniront  un  tableau  sem- 
blable. Ces  tableaux   résultants  pourront  être  reni[)lacés  par  des 
courbes  dont  les  abscisses  sont  les  prix  de  vente.  L'3  point  d'inter- 
section des  deux  courbes  a  ])0ur  abscisse  le  cours  que  M.  Walras 
oomme  cours  d'équilibre  :  c'est  celui-là  qui  tend  à  s'établir. 

■«ei  est  le  théorème  de  M.  Walras;  en  voici  la  démonstration. 

S 

'  "pposons  que  Ips  courbes  se  coupent  en  un  point  dont  l'abscisse 
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soit  i)ar  exemple  '25.  Si,  dès  le  débiiL  du  marché,  on  propose  l 
cours  de  9.!)^^  par  lieclolilre,  le  cliifTre  des  demandes  à  ce  cour 
é<>:alanl  par  hjpollièse  celui  des  offres,  les  transactions  s'accom 
pliront  aisément,  chaque  vendeur  trouvant  un  acheteur  et  chaqu 
acheteur  un  vendeur;  mais  aucune  vente  ultérieure  ne  sera  poa 
sible;  au-dessus  de  s>.5'',  on  ne  trouvera  plus  d^acheteurs,  ni,  an 
dessous,  de  vendeurs.  Si  Ton  avait  fixé  tout  d'abord  un  couj 
supérieur  à  lîj^'',  on  se  serait  aperçu,  après  quelques  transactioir; 
que  les  offres  surpassaient  les  demandes,  et  il  y  aurait  eu  baisse 
un  prix  inférieur  ù  'âj^'  provoquerait,  au  contraire,  la  hausse,  ► 
dans  les  deux  cas,  on  s'approche  du  cours  d'équilibre. 

Je  crois  avoir  résumé,  sans  nuire  à  sa  clarté,  le  raisonnement 
savant  professeur  de  Lausanne. 

J'y  ferai   maintenant  une  objection.   En  remplaçant  le  groLja 
des  acheteurs  par  un  acheteur  unique  demandant  k  chaque  co  i 
autant  d'hectolitres  que  tous  les  acheteurs  réels  pris  ensemble, 
change  les  conditions  du  problème.  Il  n'est  pas  permis  davant^i 
de  remplacer  tous  les  vendeurs  par  un  seul.  Supposons,  pour 
démontrer  par  un  exemple,  que  deux  acheteurs  aient  demaTic 
loo*'^''  chacun,  le  premier  au  cours  de  'ào^^  et  rien  à  un  prix  pli. 
élevé,  le  second  quel  que  soit  le  cours.  Supposons,  de  plus,  qu'a 
premier  cours  de  9.0^^  le  courtier  chargé  de  tous  les  ordres  d- 
vente  ait  vendu  1 00**'''.  Il  n'est  pas  indifférent  que  ce  soit  au  compte 
du  premier  ou  du  second  acheteur  et  que  l'un  ou  l'autre  se  retire 
du  marché,  car  la  présence  de  l'un  tend  à  abaisser  les  cours,  celh 
de  l'autre  à  les  élever. 

On  doit  remarquer  que  les  courbes  qui  représentent  les  ordre 
des  acheteurs  aux  divers  cours  doivent  nécessairement,  sans  qu 
pour  cela  leurs  intentions  aient  changé,  varier  pour  chacun  d'eu 
pendant  la  durée  du  marché.  Les  courbes  résultantes,  dontrintei 
section  résout  le  problème,  se  déforment  sans  cesse,  et  l'on  pei 
aisément  démontrer  la  variation  nécessaire  de  l'abscisse  du  poii 
elles  se  coupent.  Supposons,  par  exemple,  que  l'un  des  acheteurs  o 
ait  inscrit  les  ordres  suivants  :  à  20*^*"  acheter  loo**'*^  à  25*^*"  60**** 
et  à  30*^^50**'*^  seulement.  Le  premier  cours  est  20^*";  sur  les  loq^ 
qu'il  demande  on  ne  peut  en  acheter  que  5o;  puis  les  prix  s'él 
vent,  et  Tcm  atteint  le  cours  de  So*^*",  qui  se  maintient.  Que  doit  faii 
le  courtier?  Acheter  5o*'  ''  à  .'U/^?  Nullement,  car  5o*''*'  à  20^*"  et  So** 
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30^' en  représentent  100  à  1*5*^^,  et,  à  ce  prix,  on  n'en  demande 
Lie  60.  Le  courtier  devra  se  décider  par  la  condition  que  le  prix 
loyen  entre  son  achat  nouveau  et  les  So'*'*'  déjà  achetés  corres- 
onde,  sur  le  carnet  du  client,  à  la  totalité  des  achats  faits  pour 
on  compte.  Pour  chaque  cours  se  présente  un  problème  semblable, 
;L  la  courbe  qui  représente  les  ordres  doit,  après  chaque  transac- 
Aon,  être  calculée  et  refaite.  Doit-on^  pour  obtenir  le  prix  d'équi- 
libre, se  servir  de  la  courbe  nouvelle?  Si  l'on  répond  oui,  le  théo- 
rème de  M.  Walras  perd  son  caractère  géométrique,  le  résultat 
final  dépend  des  circonstances  accidentelles  qu'on  avait  en  la  pré- 
tention d'éliminer.  Comment  cependant  répondre  non?  Comment 
admettre  qu'un  nouveau  venu  sur  le  marché,  à  qui  l'on  ferait 
conoaître  l'état  actuel  des  choses,  n'ait  pas  îe  droit  d'appliquer  les 
pnncipes?  Autant  vaudrait,  pour  prévoir  les  prix,  s'informer  des 
ordres  donnés  au  marché  du  mois  précédent. 

Ln  dernier  argument,  s'il  subsistait  des  doutes,  les  fera  com- 
plètement disparaître.  Supposons  que,  d'après  les  intentions  con- 
'ues  des  acheteurs  et  des  vendeurs,  le  cours  d'équilibre  calculé 
''^e    heure    avant    l'ouverture    du   marché  à   l'aide  du  théorème 

• 

'scuté  soit  aS**"  l'hectolilre.  Un  nouvel  acheteur  se  présente  : 
'^-dessous  de  ^S^*"  il  veut  acheter  sans  limite,  et  ne  rien  prendre 

*  à  ce  cours  ni  a  fortiori  au-dessus.  Sa  présence,  si  Ton  en  croit 
^  ï*ègle  de  M.  Walras,  n'exercerait  aucune  influence;  elle  relève 
^  effet  jusqu'à  l'infini  la  courbe  des  demandes  pour  les  points 
'^Dt  Tabscisse  est  inférieure  à  '.>..),  sans  la  changer  en  rien  pour  les 
^ïi'es;  l'intersection,  dont  on  a  fait  dépendre  le  résultat,  restera 
'  'ttéme  et  correspondra  toujours  à  l'abscisse  a.).  Peut-on  admettre 
^€  telle  conclusion?  Le  cours  de  25^*",  en  supposant  qu'il  tende  à 
^^ablir,  ne  sera  ni  le  seul  ni  le  premier;  les  prix  oscilleront 
*tour  de  lui;  chaque  fois  qu'ils  lui  seront  inférieurs,  l'acheteur 
■^Uveau  se  présentera,  et  ceux  qui  lui  vendront,  ayant  écoulé 
'^t  ou  partie  de  leur  marchandise,  n'offriront  plus,  au  cours  de 

*  ^9  ce  qu'ils  avaient  offert  au  début.  L'un  d'eux,  je  suppose, 
'^it  apporté  100**'*'  au  marché;  au  cours  de  aS**"  il  voulait  tout 
-^dre,  et,  à  24*^'',  n'en  livrer  que  80;  le  cours  de  24^*"  s'est  pré- 
-nté:  l'acheteur  dont  nous  parlons  a  pris  ses  80**^'';  il  n'en  reste 
^e  20  à  offrir;  l'ordonnée  de  la  courbe  des  vendeurs  a  donc  subi, 
^^*r  l'abscisse   !25,   une    diminution   égale   ou  supérieure   à  80; 
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celle  des  achats  n^a  pas  changé.  Le  point  d^intersection  des  de 
courbes  s'est  donc  déplacé,  et,  comme  Fune  d'elles  a  des  ordonn 
infinies  quand  l'abscisse  est  moindre  que  25,  c'est  de  Tau 
côté  que  se  fera  l'intersection  nouvelle,  et,  d'après  la  règle  mê 
que  nous  contestons,  l'intervention  du  nouvel  acheteur  doit  éle 
le  cours  final. 

Mon  intention  n'est  pas  d'analvser  le  Livre  de  M.  Walras; 
trouverais  beaucoup  à  louer,  beaucoup  aussi  à  contredire.  Je  v< 
me  borner,  en  terminant,  à  indiquer  une  définition  par  laqu* 
le  savant  auteur  détourne  de  sa  signification  habituelle  un  i 
dont  le  sens  usuel  est  bien  connu.  Cela  est  permis  assurém< 
mais  à  la  condition  que  le  sens  nouveau  soit  rigoureusement  déi 
Je  ne  crois  pas  cette  condition  remplie,  et  cependant  le  mot  ran^ 
tel  que  l'entend  M.  Walras,  joue  un  grand  rôle  dans  ses  raison 
ments. 

L'ingénieux  auteur,  dont  je  prendrai  la  liberté  d'abréger 
explications,  suppose  que  le  possesseur  d'une  quantité  a  d't 
certaine  denrée  tire  de  cette  possession  une  certaine  utilité,  u 
certaine  satisfaction  de  ses  besoins  on  de  ses  désirs,  que  chaq 
parcelle  acquise  accroît  successivement,  de  telle  sorte  que,  laqus 
tité  possédée  passant  de  a:  à  x-\-dXy  l'avantage  soit  pour  j 
représenté   par  o[x)dx.  La  possession  de  a  équivaut  alors  àl'î 

tégrale  /     ^(x)dx.  Le  prix  réglé  par  les  conditions  du  marché  m 

aucune  relation  nécessaire  avec  la  fonction  C5,  qui  varie  d'un  inc 
vidu  à  l'autre.  Si  l'on  nomme  p  le  prix  de  chaque  unité  achel 
ou  vendue,  il  est  clair  qu'en  payant  pdx  l'acroissemenl  cf 
qui,  pour  lui,  représente  une  satisfaction  mesurée  par  ^(jc)^ 
celui  dont  nous  parlons  fera  une  bonne  affaire,  si  ^{x)  est  pL 
grand  que/>,  et  une  mauvaise  si  o{x)  est  moindre  que/>;  il  dev 
acheter  ou  vendre  une  certaine  quantité  de  la  marchandise  qu 
possède  selon  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  sera  rempli 
et  cesser  ses  achats  ou  ses  ventes  quand  on  aura  o{x)  =/?.  Si  j:  = 
est  la  racine  de  cette  équation,  a  est  ce  que  M.  Walras  nomme 
rareté  de  la  marchandise  pour  la  persoime  considérée. 

Cette  déGnition,  sans  parler  de  l'inconvénient  de  disposer 
sens  d'un  mot  bien  connu  et  usuel,  paraît  avoir  le  défaut  gra 
de  perdre  toute  signification  quand  on  l'applique  aux  commerçan 
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qu'il  faudrait,   au  contraire,   avoir  surtout  en  vue  dans  les  pro- 

Wémes  de  ce  genre.  Un  marchand  de  blé  achète  des  millions  d'hec- 

toJitres  et  sait  ce  qu'ils  lui  ont  coûté;  il  vend  au  cours  du  jour  quand 

ilj  trouve  profit,  quelquefois  à  perte  quand  11  prévoit  la  baisse, 

pour  éviter  une  perte  plus  grande,  conserve  en  magasin  quand  il 

espère  la  hausse,  et  ne  se  règle  nullement  sur  les  avantages  que 

peuvent  lui  procurer  les  diverses  parties  de  la  provision. 

L^s  deux  théories  que  je  viens  de  résumer  jouent  Tune  et  l'autre 
unn<!>le  important  dans  l'œuvre  considérable  de  M.  Walras.  L'a- 
bandon de  ces  théories  troublerait  plus  d'un  raisonnement,  beau- 
coup    d'autres  resteraient  entiers  ;  je  m'abstiens  de  les  aborder. 

J.  Bektraind. 


RA1>_VU  (R.).  —  KECiiERcnES  sur  la  théorie  des  réfractions  astrono- 
MMOiJKS  (Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  Partie  théorique,  t.  XVI). 
Pt*i-is,  1881.  In-4*'de  11'»  p. 

L«c3s  Tables  de  réfractions  en  usage  parmi  les  astronomes  sont 
sensiblement  d'accord  pour  les  dislances  zénithales  qui  n'excèdent 
pa^  So**;  les  petites  différences  qui  subsistent  encore  ne  sont  guère 
ûu^squ'à  la  diversité  des  valeurs  adoptées  pour  la  constante  qui 
"^f>end  de  l'indice  de  réfraction  de  l'air.  C'est  que,  dans  ces 
"*>^îtes,  la  loi  suivant  laquelle  on  fait  décroître  la  densité  des 
^^ fiches  atmosphériques  a  très  peu  d'iniluence  sur  le  résultat. 

Il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  réfractions  qui  s'opèrent  plus 
P^^sde  l'horizon.  Les  valeurs  de  la  réfraction  horizontale  moyenne 
1*^^  se  déduisent  des  diverses  théories  diffèrent  de  plusieurs  mi- 
"^^^.^s,  et  les  mêmes  écarts  se  présentent  lorsque  Ton  compare  ces 
^^ories  aux  observations  faites  dans  le  voisinage  de  l'horizon.  Ce 
^^^accord  prouve  que,  pour  le  calcul  des  réfractions  un  peu  fortes, 

^e  suffit  point  de  connaître  la  température  et  la  pression;  il 

^^dra  évidemment  introduire  dans  les  Tables  un  autre  élément 

^^i  permette  de   tenir  compte   du  décroissement  plus  ou  moins 

'^^pide  des  densités.  Il  y  a  lieu  aussi  d'examiner  rinlluence  que 

T^^ut  exercer  un  dénivellement   des   couches  réfringentes.  C'est 

**lude  de  ces  ([uestlons  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  (jue  nous  ré- 
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sumons  ici  ;  on  y  trouve,  en  outre,  des  Tables  fondées  sur  ui 

nouvelle  théorie. 

Les  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  un  exposé  critique  d»-  J 

théories  connues.  L'auleur  commence  par  discuter  les  divers.^^ 

formes  qui  peuvent  être  données  à  Tintégrale  par  laquelle  s'e::^: 

prime  la  réfraction,  et  il  établit  qu'il  y  a  tout  avantage  à  adoptei 

suivante  : 

dt»} 


«A 


^col*z 


2  5  —  2  aci> 


qui  est  plus  simple,  sans  être  pour  cela  moins  exacte,  que  les 
mules  usitées.  On  a  désigné  par  z  la  distance  zénithale;  les  van — j 
blés  s,  io  sont  définies  par  les  relations 

ro  p 

5=1 y        0)  =  I  —  71=1 — > 

r  Po 

où  p  est  la  densité  de  la  couche  de  rayon  r.  Les  constantes  ot     -> 
Ao  dépendent  de  Tindice  de  réfraction  de  la  couche  /'o,  qui  a'^ 
densité  po;  mais  Aq  n'est  pas  la  constante  ordinaire,  elle  est  un  pe 
plus  faible  (d'environ  ^)  :  c'est  le  coefficient  du  premier  term^ 
de  la  série  de  Laplace 

r  =  Ao  tang-5  —  Ai  lang'^  4-. . . . 

Pour  qu'on  puisse  obtenir  la  valeur  de  cette  intégrale,  il  faut 
faire  une  hypothèse  sur  la  loi  suivant  laquelle  la  densité  varie  avec 
l'altitude.  On  a  une  première  approximation  en  supposant,  avec 
Cassini,  la  densité  de  l'air  constante,  de  sorte  que  la  réfraction 
s'opère  dans  une  couche  terminale,  infiniment  mince.  L'hypothèse 
d'une  densité  décroissant  en  progression  arithmétique,  sur  laquelle 
reposent  les  formules  de  Mayer,  de  Bouguer,  de  Simpson  et  de 
Bradley,  fournit  une  approximation  beaucoup  plus  satisfaisante, 
car  elle  permet  de  représenter  les  réfractions  observées  jusqu^à 
8o°.  Si  l'on  pose 


r 


^cof^z  -i-  2a  —  cot  z  v^2a 


V^ïâ  /cot'-z-+-2a — cot5 

ou  bien 
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a  élanl  une  conslanle,  la  formule  de  Mayer  devient 

Ta 


/•=  -=^. 


La  fonclion  de  z  qui  vient  d'être  désignée  par  ^  joue  un  grand 
rôle  dans  la  théorie  des  réfractions  astronomiques,  car  Texpres- 
sion  de  r  peut  toujours  être  développée  en  série  ordonnée  par 
ï^^pport  aux  puissances  impaires  de  Ç.  Cetle  série  se  déduit  de  la 
série  de  Laplace  en  faisant 

/ —                   ^C 
/2atang^= -- 

On  y  arrive  aussi  directement  en  substituant  l'expression  de 
^'^g-s  dans  l'intégrale  même,  et  en  développant  le  radical  suivant 
'^s  puissances  de  ÎJ,  par  le  procédé  d'Ivory.  En  posant 


s  —  a(D  =  a  =  ai' 
^  ==:  I ,  tt  =  a,  i'  =  I  à  la  limite  de  l'atmosphère),  on  trouve 

r  =  Ao  f' ,     "^^^        =^(;-^B,;»-i-B,;»-4-...), 


v/cot'z  -\-  2U        v^a 


>ù 


ï .1. . ,n  .L 


Si  nous  désignons  par  i  une  variable  fictive  qui  a  pour  valeur 
^  •^nité,  et  par  le  symbole  A^  l'opération  DJ'(/=  i),  on  aura  évi- 
^^  ni  ment 

^^  cette  transformation  peut,  dans  certains  cas,  faciliter  l'intégra- 
^^on.  En  désignant  par  a,  h  deux  valeurs  particulières  de  X,  et 
posant 

G  =  -j= —j 

^*^    a,  d'une  manière  générale, 

^^Veloppement  qui  offre  un  moyen  commode  d'évaluer  certaines 
''^légrales  définies. 
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Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  expressions  de  la  réfractii 
sous  forme  finie  qu'on  obtient,  soit  en  posant  tj  =  (i  —  ^)'",  s< 

en  posant  r  =  (i  —  *'j)(^  —  ôt^)  ou  i'=  (i  —  v^)(«  —  b  y/^).  \^^^ 
relations   de  la  forme  yi=  f(u)  permettent  sans  doute  d'étakZr 
l'expression  de  /'  d'une  manière  très  directe,   mais  elles  ont  l'in- 
convénient de  supposer,  pour  la  constitution  de  l'atmosphère,  des 


u 


lois  compliquées.   Il  en  est  ainsi   de  l'hypothèse   ri  =  e    *",    qui 
donne 

__   2A0    .    /C0iJS\ 

en  désignant  par  ^(Z)  la  transcendante 

pour  laquelle  on  possède  des  Tables.  La  constante  a  peut  se  dé- 
terminer de  différentes  manières  :  en  prenant  a  =  ^^>  on  obtient 

la  formule  de  M.  Oppolzer.  JLa  théorie  de  Laplace  est  fondée  sur 
l'hypothèse 

qui  permet  aussi  d'exprimer  /•  par  la  transcendante  i}>,  mais  d'une 
manière  moins  simple;  elle  a  seulement  l'avantage  de  renfermer 
deux  constantes  («,/)  au  lieu  d'une  seule,  ce  qui  la  rend  plus 
propre  à  représenter  des  observations  données. 

Renonçant  aux  avantages  que  présentent  les  relations  un  peu 
artificielles  de  la  forme  tj  =/(?/),  la  plupart  des  géomètres  ont 
préféré  définir  la  constitution  hypothétique  de  l'atmosphère  par 
une  relation  simple  entre  la  densité  et  l'altitude  (Rramp,  Bessel), 
ou  la  température  et  l'altitude  (Schmidt,  Bauernfeind,  Gyldén), 
ou  la  densité  et  la  température  (Ivory,  Kowalski). 

Soient/?  la  pression  en  atmosphères,  T  la  température  absolue, 

T 

T  =  — r  =  i-f-  o,oo366^; 

la  loi  de  Mariotle  et  de  Gay-Lussac  donne 


? 
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el  IV'quation  d'équilibre  de  ratiiiosphère  devient 


ou  bien 


i£  =  —  r,j  ds=  —  r,dy, 

Pq  h 


oii  R(=  To)  est  le  rayon  terrestre,  et  lo=  St©;  le  nombre  8  (plus 
exactement  7,998)  représente  la   hauteur,   en  kilomètres,  d'une 
colonne  d'air  de  densité  i  dont  le  poids  balancerait  ^do™"  de  mer- 
cure.   La  variable  j^  ^  y-  représente  l'altitude,  et,  en  étendant 
l'intégration  jusqu'à  la  limite  de  l'atmosphère,  on  a 


/ 


Y 

r,dy  =  I. 


En    admettant  que,  comme  la  pression,  la  densité  s'annule  à  la 
limite,  on  aurait  aussi 

Le  nombre  0  sert  à  déterminer  les  deux  premiers  coefficients 
(A.^,,   A,)  de  la  série  de  Laplace,  qui  sont  ainsi  indépendants  de  la 
loi  des  densités,  pourvu  que  r^  s'annule  à  la  limite,  ce  qui  n'est  pas 
certain  a  priori. 

Les  relations  ci-dessus  (où  il  faut  encore  introduire  un  terme 
^e   correction    lorsque   r^"   ne   s'annule    pas)   expriment   la  con- 
dition à  laquelle    doit  satisfaire   la   loi   hypothétique    des    den- 
sités pour  qu'elle  puisse  s'étendre  jusqu'à  la  limite  de   l'atmo- 
sphère (<). 

Dans  le  cas  de  Thypothèse  de  Laplace,  cette  condition  est  re- 
présentée par  la  relation 

(i-h/)a  =  0  =  — -  —  ~—f 
''  '  7y6        6800 

qui  montre  que  les  constantes  ^,  /ne  peuvent  conserver  la  même 


(')  Lorsqu'on  prend  t,^>o,  l'intégratton  doit  néanmoins  ùlrc  étendue  jusqu'à 
r,  rr  0;  autrement  le  résultat  ne  roniprcndrait  pas  la  réfracJion  à  la  surface  de 
/ainiosplièrc. 
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valeur  pour  toutes  les  températures.  C'est  ce  que  M.  Caillel  a 
oublié  en  calculant  les  Tables  du  Bureau  des  Longitudes;  ses 
réfractions    ne    reposent    sur   la    théorie    de   Laplace    que    pour 

Les  Tables  de  Newton  sont  fondées  sur  Thypothèse  d'une  den- 
sité décroissant  en  progression  géométrique  pendant  que  la  tem- 
pérature reste  constante  (r,  =  e~y').  Kramp  et  Bessel  ont  modifié 
cette  hypothèse  en  faisant 


7)  =  e 


y 


"'='-■  ('=?.-?) 


Mais  alors  Tj,,  ne  s'annule  pas.  Chez  Bessel,  7)rt  =  o,o3ti  pour 
^  =  o,  à  la  hauteur  de  aS""",  et  la  température  ne  décroît  que  de 
1°,  2  pour  les  premiers  looo™. 

Une  autre  hypothèse  consiste  à  admettre  que  la  température 
décroît  uniformément  à  partir  du  sol.  C'est  sur  elle  que  reposent 
une  première  théorie  d'Ivory,  ainsi  que  celles  de  Schmldt,  de 
Bauernfeind,  de  Fabrilius,  et  au  fond  aussi  celle  de  Baeyer.  La 
manière  la  plus  simple  de  la  mettre  en  équation  est  de  poser 


T  5 

—  =  I  —  7^  =  j-, 


d'où 


7)=^^     £=57*4-1,     RS=(A:-f-i)/o. 


La  hauteur  de  l'atmosphère  H  et  le  décroissement  It  pour  looo" 
sont  donnés  par  les  formules 

H  =  (^-f-i)/o,     A^=^^, 
^  k-hi 

et,  en  prenant  h  =  4?  5,  6,  on  obtient  des  nombres  qui  s'accordent 
bien  avec  l'expérience. 

La  première  théorie  de  M.   Gyldén  est  fondée  sur  la  relation 
moins  simple 


i={'->)'-{'-iï 


(')    Voir  p.  jiy  et  5")  du  Mémoire. 


t 

f 
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qui  donne 

—  ^  JT^  T    z=    -^    p'^         "^ 

-  —  '  *   —    ^i 


I        ^-4 


Celte  hypothèse  recule  la  limite  de  l'atmosphère  au  delà  de 
loo*'";  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  couches  situées  au-dessus 
de  Do"*"  ne  produisent  qu'un  effet  négligeable,  et  que  le  résultat 
diffère  à  peine  de  celui  que  fournit  l'hypothèse  d'un  décroissement 
uniforme.  Plus  tard,  M.  Gyldén  a  préféré  représenter  la  tempéra- 
ture par  une  suite  de  termes  de  la  forme  s"e~'^\  Mais  alors  les  in- 
tégrations ne  peuvent  être  faites  qu'au  moyen  de  séries  plus  ou 
moins  convergentes. 

On  échappe  à  beaucoup  de  difficultés  en  partant  d'une  relation 
entre  la  température  et  la  densité,  à  l'exemple  d'ivory,  cpii  fait 
simplement 

y  =  —  («— /}iof,'T, -h'i/oj. 

En  ajoutant  un  terme  et  posant 
on  a 

et  l'on  peut  ainsi  représenter  des  lois  très  variées,  en  choisissant 
convenablement  les  coefficients/,  g.  Le  décroissement  devient 
presque  uniforme  et  égal  à  5°, 7  par  1000",  pour  /=o,2,^ 
o-  =  o,  08.  Dans  l'hypothèse  d'ivory,  le  décroissement  se  ralen- 
tit peu  à  peu,  dans  celle  de  Bessel  il  s'accélère,  à  mesure  que 
l'altitude  augmente.  Pour  exprimer  un  abaissement  d'abord 
très  rapide,  mais  qui  se  ralentit  très  vite,  comme  celui  qui  a  été 
constaté  par  M.  Glaisher  dans  ses  ascensions  aérostatiques,  on 
peut  introduire  une  puissance  fractionnaire  de  co,  en  posant,  par 
exemple, 

2f  =  X(o*     ou     2î  =^ /ci> -h a v^co ; 
Bull'  des  Sciences  mathém.,  a*"  série,  l.  VII.  (Novembre  iHM.{).        îj 
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ces  hypothèses  sont  un  peu  plus  simples  que  celles  de  M.  K< 
walski  (*),  qui  fait 

I    =  A  tO^  . 

Mais  il  n'est  nullement  nécessaire,  pour  représenter  les  obseï 
tions  en  question,  de  recourir  à  des  puissances  fractionnaires 
rendent  les  intégrations   difficiles;  on   arrive  au   même   résu 
avec  des  expressions  où  ne  figurent  que  des  puissances  entit!^! 
de  (o  et  de  Tj.  Tous  les  modes  de  distribution  des  températures  s^ 
d'ailleurs  aisément  représentés  par  des  formules  telles  que  la    ^^  ^_^ 
vante  : 

qui  permettent  d'intégrer  immédiatement  l'équation  ' 

dy  =  d?S  —  II  — ?:)  — -9 

et  d'où  il  est  facile  de  déduire  ensuite  l'expression  de  3  en  fonc- 
tion de  l'altitude  y.  C'est  cette  raison  qui  doit  faire  préférer  les 
relations  de  la  forme  S  =y'(to)  aux  relations  delà  forme  2r  z=.f(^^'\ 
bien  que  ces  dernières  expriment  la  loi  des  températures  d'«-ane 
manière  plus  directe. 

Il  s'agit  maintenant  de  voir  comment  s'obtient,  dans  ces  di- 
verses hypothèses,  l'expression  générale  de  r  en  fonction  de  ^  — 

On  peut,  d'une  part,  recourir  au  développement 

dont  les  coefficients  dépendent  d'intégrales  de  la  forme  JiC^r^^^' 
Celte  série  se  recommande  surtout  dans  le  cas  du  décroisseni6^^^^ 
uniforme  où  les  coefficients  B  peuvent  être  obtenus  sous  u 
forme  assez  remarquable.  En  faisant  y^z=ix^^  on  trouve  que 
s'exprime  par  l'intégrale 

et,  en  développant  la  parenthèse,  on  voit  que  le  coefficient  dey 


ni 


(')  Voir  liulletin  des  Srienrrs  mathématiques,  septembre  1878. 
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a  pour  expression 

^«^_(„-;,)(^x_iyx-__,)p+i. 

Le    facteur  y  dépend  du  ihermomèlre  et  du  baromètre,  tandis 
que  l'exposanl  k  dépend  du  décroissement  de  la  température.  En 

posant  k -\-  i  =  — — y?  on  a 

Ar  =  5",r>9(i-:-X), 

el  les  différences  des  réfractions  calculées  avec  diverses  valeurs  de 
Texposant  k  sont  sensiblement  proportionnelles  à  X,  comme  le 
montre  le  Tableau  de  la  page  55  du  Mémoire. 

M.  Gyldén  a  également  le  facteur  (i  +  X)  par  lequel  on  tient 
compte  du  décroissement  A^;  mais  les  corrections  des  réfractions 
1"!  dépendent  de  \  paraissent  avoir  été  calculées  par  des  séries 
insuffisamment  convergentes.  Les  observations  de  M.  Fuss,  t\ 
Poulkova,  ont  donné  pour  X  des  valeurs  comprises  entre  — o,45 
(décembre)  et  4-0,74  (août).  Ces  observations,  comme  celles  de 
".  Kowalski,  à  Kazan,  laissent  cependant  apparaître  assez  sou- 
vent  des  écarts  trop  considérables  pour  être  attribués  aux  varia- 

• 

t'ons  du  coefficient),  et  qui  doivent  être  expliqués  par  une  inver- 
sion des  températures,  pbénomène  dont  la  réalité  a  été  souvent 
constatée.  Un  maximum  de  température  qui  se  manifeste  à  une 
faible  hauteur  produit  un  décroissement  très  rapide  de  la  densité 
^^»  par  suite,  une  réfraction  exceptionnellement  forte.  Cette  ques- 
^•<>n  a  été  examinée  avec  soin  (p.  58-()o). 

Au  lieu  de  recourir  à  la  série  JJ-h  Bi  v^  4-  . . .,  on  peut  encore 
obtenir  l'expression  de  la  réfraction  au  moyen  de  la  transcen- 
dante •}(Z),  en  faisant  usage  d'un  développement  fondé  sur  le 
^•ïéorème  de  Lagrange.  Nous  avons  déjà  vu  que  cette  transcen- 
dante se  présentait  tout  naturellement  dans  le  cas  particulier  de 

^*  =î  c'-^y  car,  en  faisant  logr,  =  —  a:  et  cot^;;  =  '2aZ^j  la  réfrac- 

tion    s'exprimait  par  l'intégrale  /     —r- 

*'  0        ^ 

L'hypothèse  de  Bessel  et  celle  d'Ivory  conduisent  à  des  inté- 

-—====,  et,  en  posant ^  —  'f(j:)==  (v, 

^     ^ïiéoréme    do   Lagrange    fournit  le    moyen    d'exprimer    aussi 
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o~-^ dx  en  l'onction  de  la  nouvelle  variable  iv,  de  sorte  que  Tini 
^ration  devient  possible  à  l'aide  de  la  transcendante  i^.  Ce 
transformation  peut  d'ailleurs  s'opérer  de  plusieurs  manières  d 
férentes  (p.  4<^-41)-  On  trouve  (p.  /{»>)  les  réfractions  déduites 
la  théorie  de  Bessel  pour  quatre  valeurs  difierentes  du  pa: 
mètre  p,  et  (p.  64-65)  la  comparaison  des  réfractions  calcula 
d'après  quelques-unes  des  théories  les  plus  importantes.  Enfin 
tableau  de  la  pa*^e  ^/x  donne,  pour  trois  distances  zénithales, 
réfractions  qui  répondent  à  une  série  d'hypothèses  sur  la  fon 
du  décroissement  A/,  auxquelles  on  arrive  en  attribuant  divei^ 
valeurs  aux  coefficients/,  g  de  la  formule  S  =/cu  -+-  g^w^. 

Il  se  trouve  que  l'influence  du  coefficient  ^est  beaucoup  mo 
sensible  que  celle  du  coefficient  /,   de  sorte  que,    pour  la  ce 
slruction  d'une  Table  de  réfractions  normales,  il  va  lieu  de  prena 
simplement  ?S=zfio,  Le  calcul  des  réfractions  peut  alors  se  fak 
au  moven  de  la  formule 

r=  C(Eo   -  AE,  H-  A^Ej- A-^Ea), 

dont  le  dernier  terme  est  {généralement  négligeable.  Le  coefficî 
C  ne  dépend  que  du  baromètre  et  du  thermomètre;  k  dép^ 
aussi  du  paramètre/,  par  lequel  on  tient  compte  du  décrois 
ment  A^.  Les  fonctions  E,  qui  dépendent  de  l'argument Z=Ycr 
ont  été  réduites  en  Tables  (75-78). 

Après  avoir  calculé  par  cette  méthode,  pour  les  distances  zt 
thaïes  comprises  entre  80"  et  90",  un  assez  grand  nombre  de 
leurs  de  /*,  l'auteur  les  a  coniplétécs  par  interpolation,  de  manii 
à  former  uneTable  à  double  entrée  (  Table  I)  qui  donne  directeme 
les  réfractions  pour  chaque  degré  de  t^  depuis  —  3o°  jusqt. 
4-  3o"  C,  et  pour  des  valeurs  assez  rapprochées  de  l'argument 
en  supposant /==  0,2  et  B  =  760  à  /".  Cette  Table  deviendrs 
tout  à  fait  commode,  si  elle  était  étendue  par  interpolation  c 
faron  à  donner,  par  exemple,  r  pour  toutes  les  minutes  de  3.  El- 
occuperait  alors  un  plus  grand  volume;  mais  la  double  interpola 
tion  serait  alors  très  facile.  La  disposition  adoptée  par  Bessel,  qi 
a  pour  but  d'éviter  les  Tables  à  double  entrée,  devient  incommoc 
et  cesse  même  d'être  exacte  quand  :;  approche  de  90**.  Les  petiu 
Tables  II  et  III  fournissent  les  corrections  qui  dépendent  des  v 
nations  du  paramètre /et  de  Tétat  du  baromètre;  le  calcul  pei 
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se  Taire,  soit  en  corrigeant  les  réfractions  moyennes,  soit  en  corri- 
l^eant  l'argument  t. 

Pour  tenir  compte  des  variations  diurnes  ou  des  perturbations 
accidentelles  du  décroissement  d^,  il  faudrait  introduire  dans  l'ex- 
pression théorique  de  ce  décroissement  des  termes  nouveaux  dont 
Vînfluence  pourrait  se  déterminer  directement  comme  celle  des 
paramètres/,  «^ ;  mais  les  réiractions  qui  répondent  à  ces  hypo- 
thèses s'obtiendront  plus  simplement  par  des  quadratures  appro- 
chées (p.  92-99). 

Un  dernier  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  des  modifications 
que  les  réfractions  éprouvent  lorsque  les  surfaces  réfringentes 
cessent  d'être  sphériques,  ce  qui  doit  arriver  assez  fréquemment 
par  suite  des  dénivellements  dus  à  des  inégalités  de  température  et 
^c  pression.  La  trajectoire  du  rayon  lumineux- se  détermine  alors 
par  un  système  d'équations  différentielles  de  la  forme 


d  I     dx\  ^  d[iL 
ds  y    ds  )  ~  dx  ' 


ou  figure  l'indice  de  réfraction   [jl  =/(;r,  >,  5).   Ce  sy.^tème  peut 

s  intégrer  d'abord  dans  le  cas  ordinaire  des  couches  sphériques 

LH- =/(j:^ -+-j'^ -4- ^*^)],    puis    dans    celui    des    couches    planes 

lH-==y(3)],    dont  l'étude  montre  qu'un   dénivellement  produit, 

^^  général,  une  réfraction  latérale  en  même  temps  qu'une  erreur 

uans  la  réfraction  verticale.  On  arrive  à  des  conclusions  semblables 

P^r  la  considération  d'un  système  de  sphères  excentriques.  Enfin 

l^s  équations  différentielles  de  la  trajectoire  peuvent  encore  s'in- 

^egrer  pour  certaines  surfaces  sphéroïdales  dont  l'étude  confirme 

les  résultats  précédemment  obtenus. 

Pour  donner  à  la  théorie  une  base  plus  solide,  il  faudrait  com- 
biner des  observations  astronomiques  avec  des  observations  de  la 
'^fraction  terrestre  et  des  observations  météorologiques  échelon- 
'^^es  dans  la  direction  de  la  trajectoire.  Il  faudrait  tâcher  de  dé- 
'^^mîner  directement,  sur  une  assez  grande  étendue,  la  pente  des 
surfaces  de  niveau  ou  surfaces  d'égale  densité,  ainsi  que  la  loi  de 
^^ï*  distribution  dans  le  sens  vertical,  aux  heures  de  la  journée 
,  **  s'observent  les  distances  zénithales;  on  v  trouverait  sans  doute 
^^plication  satisfaisante  des  variations  anormales  de  la  réfraction. 
^'      Jfiapport   annuel  du    Directeur  de    TObservatoirc   de   Paris 
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pour  1882  nous  apprend  qu'un  ballon  captif  de  60"*^,  muni  d'ap- 
pareils enregistreurs  et  destiné  à  l'étude  de  Tatmosphère  à  quelques 
centaines  de  mètres  au-dessus  de  l'Observatoire,  a  été  construit 
sous  la  direction  de  M.  le  capitaine  Renard,  et  que  les  premiers 
essais  ont  donné  de  bons  résultats  quand  la  vitesse  du  vent  ne  dé- 
passait pas  5™  par  seconde.  C'est  une  innovation  qui  nous  paraît 
pleine  d'avenir  et  qui  mérite  d'être  signalée. 
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APPLICATION   DE  LA  TRANSFORMATION    PAR   DROITES  SYMÉTRIQUES 

À    UN   PROBLÈME    DE    STEINER; 

Par  m.  P.-H.  SCHOUTE, 
Professeur  à  l'Université  de  Groningue  (Hollande). 

Dans  un  travail  précédent  (*),  j'ai  donné  la  théorie  de  la  trans- 
formation par  droites  symétriques;  dans  ce  qui  suit,  je  l'applique 
à  un  théorème  de  Steiner  [^). 

i.  Lemme.  —  Dans  la  transformation  par  droites  symétri- 
ques, dont  les  points  A,  B,  C  sont  les  points  fondamentaux 
simples  y  la  série  des  coniques  semblables  entre  elles  et  circon- 
scrites au  triangle  ABC  correspond  au  système  des  tans^entes 
à  un  cercle  déterminé  concentrique  au  cercle  D  circonscrit  au 
triangle  ABC. 

Cas  a,  —  Les  coniques  semblables  sont  des  hyperboles. 
Cherchons  la   droite  qui  correspond  à  une  des  hyperboles  H 


(')  Voir  Bulletin,  2«  série,  VIj. 

La  réduction  de  la  transformation  par  cercles  symétriques  à  la  transformation 
par  droites  symétriques,  au  moyen  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, que  j'ai  indiquée  dans  cette  étude,  n'est  qu'une  application  particulière 
d'un  théorème  général,  le  théorème  qui  dit  que  chaque  transformation  biralion- 
nelle  peut  être  décomposée  en  une  combinaison  de  transformations  quadratiques. 

(')  Systematische  Entwickelung  der  Abhàngigkeit  geometrischer  GesteUten 
von  einander,  i832  (problème  39  du  Supplément)  et  encore  dans  le  Journal  de 
^rchardt,  t.  LV,  Vermischte  Sàtze  und  Au/gaben,  III,  3. 
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(y/^.  i)  de  la  série,  en  déterminant  les  points  qui  correspondent 
aux  points  infiniment  éloignés  de  la  courbe.  Ces  points  se  trou- 
vent  sur  le   cercle  D  circonscrit  au  triangle,  ce  cercle  étant  la 
courbe  qui  correspond  à  la  droite  située  à  Tinfini,  /^.   Donc  on 
détermine  ces  deux  points  en  menant  par  A  des  droites  A/?  et  Kq 
parallèles  aux  asymptotes  MP   et  MQ  de  Thyperbole  H,   et  les 
"''ojtes  symétriques  A/?'  et  Kq'  par  rapport  aux  bissectrices  de 
'a/îg^Je  A;  car  les  points  d'intersection  /)'  et  ^' de  ces  dernières 
^^ojtes  et  du  cercle  D  sont  évidemment  les  points  en  question,  et 

Fi g.   I. 


W  droite  p'{f  correspond  à  Thyperbole  H.  Eh  bien,  un  coup  d'œil 
s^rla  figure  montre  immédiatement  Tégalité  des  ?kVQ.s  p'q'  el  pq  du 
c^tcle  D.  Mais  le  dernier  étant  le  double  de  Tangle  PMQ,  qui  est 
*^  rnéme  pour  toutes  les  hyperboles  de  la  série,  à  cause  de  la  si- 
inlliiude  des  coniques,  Tare  p'q'  est  constant  en  même  temps, 
c'est-à-dire  que  les  droites  qui  correspondent  aux  hyperboles 
semblables  enveloppent  un  cercle  concentrique  et  intérieur  au 
cercle  D. 


Cas  a'.  —  Les  hyperboles  sont  équilatères. 
Dans  ce  cas,  l'angle  des  asymptotes  étant  droit,  Varc p'q'  est  la 
fTioitié  de  la  circonférence  du  cercle  D;  les  droites  qui  correspon- 
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dent  aux  hyperboles  équilalères  enveloppent  donc  un  point,  le 
centre  du  cercle  D. 

Cas  h,  —  Les  coniques  semblables  sont  des  ellipses. 

Dans  ce  cas,  les  droites  correspondantes  enveloppent  un  cercle 
déterminé  concentrique  et  extérieur  au  cercle  D.  D'abord  on 
trouve  ce  résultat  au  moyen  du  principe  de  continuité  en  étendant 
le  raisonnement  donné  pour  le  cas  des  coniques  à  asymptotes 
réelles  à  celui  des  coniques  à  asymptotes  imaginaires.  Mais,  en  défi- 
nissant les  asymptotes  de  Tellipse  comme  les  rayons  doubles  ima- 
ginaires de  rinvolution  des  diamètres  conjugués,  on  évite  l'emploi 
du  principe  de  continuité  par  la  démonstration  suivante. 

Si  le{fig'  2)  est  la  droite  qui  correspond  à  une  ellipse  donnée  E 

Fig.  1. 


circonscrite  au  triangle  ABC,  et  Ih  celle  qui  correspond  à  l'hyper- 
bole H  également  circonscrite  au  triangle  ABC  et  dont  les  asym- 
ptotes sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  E, 
les  droites  le  et  Ih  sont  parallèles;  car  Tellipse  E,  Thyperbole  H  et 
le  cercle  D  appartiennent  à  un  même  faisceau,  de  manière  que  le 
quatrième  point  d'intersection  des  courbes  E  et  H  se  trouve  sur  le 
cercle  D,  et  le  point  correspondant,  le  point  d'intersection  des 
droites  le  et  /a,  est  situé  sur  /«.  Et  les  trois  courbes  E,  H  et  D  ap- 
partiennent à  un  même  faisceau,  parce  qu'elles  passent   par  trois 
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points  A,  B,  C  et  qu'elles  coupent  la  droite  /•  suivant  trois 
couples  de  points  en  involution,  une  involution  dont  les  points  si- 
tués sar  les  axes  des  courbes  E  et  H  sont  les  points  doubles;  car, 
iuivant  le  théorème  de  Desargues,  la  conique  qui  passe  par  les 
>oînts  d'intersection  des  courbes  D  et  E  et  qui  passe  par  un  des 
>oints  infiniment  éloignés  de  l'hyperbole  H,  doit  aussi  contenir 
'aotre,'etc. 

De  plus,  les  tangentes  au  cercle  D  dans  les  points  d'intersection 
/  et  y'  de  cette  courbe  et  de  Ih  se  rencontrent  en  un  point  p'  de  /<►. 
En  effet,  aux  tangentes  en  p^  et  q'  correspondent  des  coniques  qui 
louchent  la  droite  /•,  des  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  plus  spécialement  les  paraboles  circonscrites  au  triangle  ABC 
dont  Taxe  est  parallèle  à  l'une  ou  à  l'autre  des  asymptotes  de  l'hy- 
perbole H,  c'est-à-dire  à  l'un  ou  à  l'autre  des  diamètres  conjugués 
égaux  de  l'ellipse  E.  D'où  l'on  déduit  que  ces  deux  paraboles  et 
TeUipse  E  appartiennent  à  un  même  faisceau,  encore  parce  qu'elles 
passent  par  les  trois  points  A,  B,  C  et  qu'elles  déterminent  sur  /• 
tPOis  couples  de  points  en    involution,    une  involution  dont  les 
points  situés  sur  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  E  sont 
'^s  points  doubles.  Donc  le  quatrième  point  d'intersection   des 
"eux  paraboles  se  trouve  sur  E,  c'est-à-dire  que  le  point  d'inter- 
'^ction  p'  des  droites  correspondantes /?'p'  et  q' ç'  se  trouve  sur  /<.. 
iinfîn  on  trouve  que  la  droite  le  enveloppe  un  cercle  concen- 
ique  et  passant  parp'  quand  l'ellipse  Esc  meut  en  restant  circon- 
•^te  et  semblable  à  elle-même,  parce  que,  dans  ce  cas, l'hyperbole 
*^    meut  complètement  de  la  même  manière  et   que  sa  droite 

>rï'es pondante  enveloppe  le  cercle  concentrique  qui  passe  par 
,etc. 

v^A.s  è'.  —  Les  ellipses  sont  des  cercles. 

u  ïi\'  a  qu'un  seul  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  une 
scme  droite  correspondante,  la  droite  /•  (*). 


(  )  I^ans  la  considération  des  coniques  semblables  circonscrites  au  triangle  ABC 
le  cercle  D  fait  partie  de  la  série,  qui  se  compose  des  deux  faisceaux  de  coni- 
(jiics,  dont  l'un  a  pour  points  de  base  A,  B,  C,  a>  et  l'autre  A,  B,  C,  w',  où,  comme 
d'ordinaire,  u)  et  w'  représentent  les  points  circulaires  à  Tinfini. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  les  droites  qui   correspondent  aux  coniques  de  la  série 
fomtni  deux  faisceaux,  les  faisceaux  dont  a>'  et  m  sont  les  sommets. 
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Cas  d »  —  Les  courbes  semblables  sont  Ae9, paraboles. 
Evidemment,  les  droites  correspondantes  enveloppent  le  cercle 
circonscrit  D  lui-même. 

2.  Théorème  de  Steijver.  —  La  série  des  coniques  semblables 
entre  elles  et  circonscrites  à  un  triangle  donné  ABC  est  en- 
veloppée  dUine  courbe  C*  ;  cette  quar tique  a  trois  points  dou- 
bles, les  sommets  du  triangle  ABC^  et  n  admet  donc  que  quatre 
tangentes  doubles,  dont  lUine  est  la  droite   /«.  Chacune  des 
coniques  de  la   série  touche   l'enveloppe  à  r autre  extrémité 
du  diamètre  de  la  conique,  qui  passe  par  son  quatrième  point 
d'intersection  avec  le  cercle  circonscrit  D.  Un  point  quelconque 
du  cercle  D  se  trompe  sur  deux  des  coniques  de  la  série  et  les^ 
points  de  contact  de  ces  deux  coniques  avec  r  enveloppe  C^  sonK 
deux  points  d'une  même  hyperbole  équilatère  circonscrite  a 
triangle  ABC,  La  série  des  coniques  semblables  ne  contient  p 
deux  coniques  homothétiques. 

Cas  a. 
Des  hyperboles. 

Parce  que  les  droites  qui  correspondent  aux  coniques  enveh)^ —  j 
pent  un  cercle  concentrique  au  cercle  D,  les  coniques  elles-mèn^^^4 
enveloppent  la  courbe  qui  correspond  à  ce  cercle,  une  quartiq        u 

dont  les  points  fondamentaux  A,  B,  C  sont  des  points  doubles. X 

cercle  concentrique  ayant  un  contact  double  imaginaire  avec  I 

cercle  D  sur  la  droite  /»,  la  courbe  C*  a  un  contact  double  ima: 
naire  avec  la  droite  /•  sur  le  cercle  D,  c'est-à-dire  dans  les  oml 
lies  tu  et  iù'  du  j)lan. 

Si  r  (^/fg*  i)  est  le  point  de  contact  de  Thyperbole  H  et  de  T^"- 
veloppe  C%  et  s  le  quatrième  point  d'intersection  du  cercle  Del    ^^ 
l'hyperbole  H,  la  droite  rs  doit  être  diamètre  de  Thyperbole  W 
Mais  on  prouve  qu'en  effet  les  tangentes  en  ret  s  k  cette  courbe  se 
coupent  sur  /»,  en  démontrant  que  les  deux  coniques  qui  corres- 
pondent à  ces  tangentes  déterminent  un  faisceau  de  coniques  dont 
le  cercle  D  fait  partie.  Eli  bien,  les  coniques  qui  correspondent i 
ces  tangentes,  ce  sont  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC, 
dont  Tune  touche  la  droite />'</'  au  point  milieu  r'  de  p^q\el  Tautre 
au  point  infiniment  éloigné  s'.  El  ces  deux  coniques  déterminent 
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(^  faisccîau  qui  contient  le  cercle.D,  parce  que  la  courbe  du  fais- 
*au  qu  î  passe  par  />'  passe  en  même  temps  par  q'  eu  égard  à  l'in- 
olulion.  que  les  courbes  du  faisceau  déterminent  sur  la  àroile  p'q'\ 
^  manière  que  celte  courbe  coïncide  avec  le  cercle  D,  etc.  (*). 

Ud  point  quelconque  du  cercle  D  se  trouve  sur  deux  coniques 
Je  1^  série;  car  le  point  correspondant  de  /«  détermine  la  direc- 
\\ox%-  de  deux  tangentes  au  cercle  concentrique.  Les  deux  points  de 
contact  de  ces  deux  tangentes  étant  situés  sur  un  même  diamètre 
du  cercle  D,  les  deux  points  de  contact  des  deux  coniques  avec  la 
courbe  C*  se  trouvent  sur  une  même  hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  triangle  ABC. 

On  prouve  de  la  même  manière  qu'un  point  quelconque  P  du 
plan  se  trouve  sur  deux  hyperboles  de  la  série. 

La  série  des  hyperboles  semblables  ne  contient  pas  deux  co- 
"ïques  homothétiques  ;  car  les  points  infiniment  éloignés  de  Thy- 
perbole  H  correspondent  aux  points  d'intersection  //  et  q'  de  la 
aroite  correspondante  et  du  cercle  D,  et  le  cercle  concentrique  n'a 
pas  un  couple  de  tangentes  qui  coupent  le  cercle  D  aux  mêmes 
points.  Ce  dernier  résultat  est  bien  évident,  du  reste;  car,  par 
cinq  points,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  conique  unique. 

Cas  a! , 
Des  hyperboles  éqiiilatères. 

Les  hyperboles  enveloppent  un  point,  le  point  qui  correspond 
au  centre  du  cercle  D,  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  trian- 
gle ABC.  Nous  retrouvons  donc  un  théorème  connu. 

Pour  chacune  des  hyperboles  du  faisceau  le  diamètre  du  qua- 
l"enie  point  d'intersection  s  avec  le  cercle  D  passe  par  ce  point 
oe concours  r  des  hauteurs  du  triangle  ABC;  le  lieu  des  centres  de 
ces  hyperboles  est  donc  le  cercle  qu'on  obtient  par  la  division  des 
rayons  vecteurs  du  cercle  D,  qui  partent  du  point  r,  par  deux, 
le  cercle  des  neuf  points  par  rapport  au  triangle  ABC.  Par  chaque 
point  s  du  cercle  D  ne  passe  qu'une  hyperbole  équilatère,  et  le 
système  ne  contient  pas  un  seul  couple  de  courbes  homolhétiques. 


(*)  On  trouve  le  même  résultat  au  moyen  de  la  condition  que  la  droite  rs  passe 
par  le  point  d'intersection  des  asymptotes  de  l'hyperbole  II  ;  mais  ce  raisonne- 
ment ne  peut  s*éiendre  aussi  facilement  au  cas  des  ellipses  semblables. 
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Cas  b. 
Des  ellipses. 

Dans  ce  cas,  les  raisonnements  sont  tout  à  fait  égaux  à  ceux  du 
cas  des  hyperboles.  Seulement,  les  deux  points  p'  et  q'  sont  ima- 
ginaires. Mais  la  seconde  partie  du  théorème  subsiste,  parce  que  /' 
reste  le  point  milieu  du  segment  imaginaire /)'</'. 

Cas  y , 
Des  cercles. 

L'enveloppe  est  le  cercle  circonscrit  D,  etc.  (*). 

Cas  c'. 

Des  paraboles. 

L'enveloppe  est  la  droite  /•.  Pour  chaque  parabole,  la  droite  rs 
est  un  diamètre,  le  point  /*  étant  le  point  infiniment  éloigné  de  la 
courbe.  La  troisième  partie  du  théorème  est  en  partie  un  cas  par- 
ticulier du  théorème  connu, que  chaque  faisceau  de  coniques  con- 
tient deux  paraboles,  etc. 

3.  Addition  au  théorème  de  Steiner.  —  Les  enveloppes  C* 
des  séries  différentes  des  coniques  semblables ,  circonscrites 
au  triangle  ABC,  forment  un  faisceau,  dont  les  points  A,  B,  G 
sont  des  points  de  base  doubles,  et  les  ombilics  w  et  to'  des  points 
de  base  simples  à  tangente  commune  L,  Une  droite  quelconque 
est  touchée  par  quatre  des  courbes  C*  du  faisceau^  etc. 

Les  enveloppes  des  systèmes  des  droites  correspondantes  for- 
mant un  faisceau  de  cercles  concentriques,  les  enveloppes  des 
séries  de  coniques  semblables  forment  un  faisceau  dont  on  dé- 
termine sans  peine  les  points  de  base.  Parce  que  du  centre 
commun  des  cercles  on  peut  mener  quatre  normales  à  une  co- 


(  *  )  C'est  le  résultat  métaphorique  de  Stciner.  Mais  la  courbe  C*  de  la  série  des 
coniques  semblables  circonscrites  aux  triangles  ABC,  qui  contient  le  cercle  D^  se 
réduit  aux  deux  ombilics  (o  et  u'. 
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riiqiio  quelconque  qui  est  circonscrite  au  triangle  ABC,  il  y  a 
quatre  courbes  C*  qui  touchent  la  droite  qui  correspond  à  cette 
Clinique,  etc. 

-i.  D'abord  Steiner  a  ajouté  deux  problèmes  à  son  théorème, 
dont  le  premier  s'occupe  du  lieu  des  centres,  et  le  second  du  lieu 
des  foyers  de  la  série  des  coniques  semblables  circonscrites  à  un 
lriaii<^le  donné  (*).  Ensuite  il  a  indiqué  (^)  le  premier  lieu  et  en- 
gagé à  l'étude  de  l'enveloppe  des  axes  de  ces  courbes.  Je  termine- 
rai donc  par  Ténuméralion  des  lieux  et  des  enveloppes  principales, 
qui  ont  un  rapport  intime  avec  les  séries  des  coniques  sembla- 
bles, quoique  les  découvertes  générales  de  Chasles  aient  fait  con- 
naître l'ordre  de  ces  lieux  et  la  classe  de  ces  enveloppes  pour  une 
série  de  coniques  ([jl,  v)  (').  Mais,  pour  ne  pas  abuser  de  la  bien- 
veillance de  la  rédaction  du  Bulletin,  je  ne  donnerai  que  les 
résultats. 

Théorème  fondamental.  —  Poifr  une  série  de  coniques  sem- 
blables circonscrites  à  un  triangle  ABC,  les  caractéristiques  jx 
et  V  ont  les  valeurs  de  a  e/  4  î  seulement  y  dans  le  cas  a'  des  hy- 
perboles  équilatères,  ces  valeurs  s^abaissent  à  \  et  i  et  dans 
le  cas  y  du  cercle  circonscrit  on  considère  la  série  composée 
des  deux  faisceaux  auquel  appartient  ce  cercle. 

Je  remarque  que  les  deux  coniques  par  A,  B,  C,  qui  touchent 
Im  en  un  des  deux  points  o>  et  lo',  appartiennent  deux  fois  à 
chacune  des  séries  de  coniques  semblables  ;  seulement  la  série 
qui  est  composée  de  deux  faisceaux  ne  les  contient  qu'une  fois. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  semblables  est  une  courbe 
C*  qui  a  trois  points  doubles,  les  points  milieux  a,  6,  c  des  côtés 
du  triangle  ABC  {Jig-  2)  et  quatre  tangentes  doubles,  dont  une 
est  la  droite  /•  qui  touche  la  courbe  en  w  et  o>'.  Dans  le  cas  d  des 
hj-perboles  équilatères,  le  lieu  est  un  cercle,  le  cercle  des  neuf 
points  par  rapport  au  triangle  ABC.  Et  dans  le  cas  c'  des  paraboles. 


(  '  )  Systematische  Entwickelung,  otc,  loc.  cit.. 

(*)  Journal  de  Borchardt,  loc.  cit. 

(*)  Comptes   rendus  des  séances  de   l'Académie  des   Sciences,  1864. 
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la  courbe  C*  dégénère  en  quatre  droites,  la  droite  /•  et  les  t 
droites  qui  passent  par  deux  des  trois  points  r/,  6,  c  (*  ). 

Toutes  les  courbes  C*  qui  correspondent  aux  séries  diflerei 
des  coniques  semblables  circonscrites  à  un  môme  triangle  A 
forment  un  faisceau;  cbacun  des  points  a^b,c  compte  pour  qui 
et  chacun  des  points  w  et  o>'  pour  deux  des  seize  points  de  h 
Toutefois  cette  considération  exige  que  Ton  compte  doubl< 
cercle  des  neuf  points. 

Uemeloppe  des  asymptotes  est  une  courbe  T^  (de  la  sixii 
classe)  qui  a  trois  tangentes  doubles,  les  côtés  du  triangle  A 
et  une  tangente  quadruple  /*  dont  les  points  de  contact  coïncic 
deux  à  deux  avec  les  points  eu  et  w'.  Dans  le  cas  des  hvperb< 
équilatèrcs,  Tenveloppe  est  une  courbe  T^  qui  touche  une  fois 
côtés  du  triangle  ABC,  et  deux  fois,  en  co  et  tu',  la  droite  /•  ( 
Et  dans  le  cas  des  paraboles,  toutes  les  asymptotes  coïncident  a^ 
/»,  si  Ton  ne  considère  comme  asymptotes  les  six  droites  des  tn 
paraboles  dégénérées. 

Quand  on  compte  double  l'enveloppe  F',  toutes  les  envelopp 
F"  forment  un  faisceau  tangentiel;  chacun  des  trois  côtés  < 
triangle  représente  quatre  et  la  droite  /•  vingt-quatre  (')  d 
trente-six  tangentes  de  base. 

L'enveloppe  des  axes  est  encore  une  courbe  T^  qui  a  trois  ta 
gentes  doubles,  les  normales  r/0,  />(),  rO  aux  côtés  du  trian^ 
ABC  par  leurs  points  milieux,  et  une  tangente  quadruple /•,  do 
les  points  de  contact  coïncident  deux  à  deux  avec  (o  et  co'.  Da 
le  cas  des  hyperboles  équilatcres,  Fenveloppe  est  une  courbe  Pq 
touche  une  fois  les  droites  aO,  60,  rO,  et  deux  fois,  en  welt 


(')  Je  laisse  de  cAté  les  résultais  simples  qui  se  rapportent  au  cas  delà  se 
qui  conlicnl  le  cercle  D,  série  qui  se  compose  de  deux' faisceaux,  parce  que 
lieux  géométriques  et  les  enveloppes  sont  tous  imaginaires. 

(')  Cette  courbe  est  rhypocycloïde  de  module  }  étudiée  par  M.  Steiner  {M 
nal  de  Borchardty  t.  LUI,  p.  23 1)  et  par  beaucoup  d'autres  géomètres,  com 
Crcmona,  Ferrers,  P.  Serret,  Brocard,  etc. 

(')  I.a  droite  /»  compterait  pour  seize  des  tangentes  communes,  si  ses  poi 
de  contact  avec  les  courbes  étaient  différents  pour  les  différentes  courbes;  la  w 
cidence  de  deux  de  ces  points  avec  (o  augmente  la  multiplicité  de  la  droite 
comme  tangente  commune  avec  quatre,  etc. 
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\a  droite  /•.  Et  dans  le  cas  des  paraboles,  IVnveloppe  se  compose 
d'une  courbe  F'  qui  de  même  touche  une  fois  les  droites  aOjbO 
cO  et  deux  fois,    en    w  et  co',   la  droite  /•  et  trois  points,   les 
points  infiniment  éloignés  de  «O,  iO,  cO, 

En  comptant  double  la  première  des  deux  enveloppes  F',  on 
peut  dire  que  les  courbes  F*,  qui  correspondent  aux  séries  diffé- 
rentes de  coniques  semblables,  forment  un  faisceau  tangenliel, 
dont  les  droites  ^O,  frO,  cO  représentent  quatre,  et  /•  vingt- 
quatre  tangentes  de  base. 

Le  lieu  des  foyers  est  une  courbe  C*^  qui  a  deux  points  dou- 
bles sur  chacun  des  côtés  du  triangle  ABC,  les  points  doubles  de 
la  série  des  coniques  et  deux  points  quadruples  sur  /«,  les  points 
6)eto/;  dans  chacun  des  six  points  doubles,  les  tangentes  sont  les 
bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  deux  droites  de  la  conique 
dégénérée,  et  dans  chacun  des  deux  points  quadruples  deux  des  tan- 
gentes coïncident  avec  /• ,  les  deux  autres  avec  une  autre  droite.  Dans 
lecasdes  hyperboles  équilatères,  le  lieu  est  une  courbe  C*  qui  a  un 
point  double  sur  chaque  côté  du  triangle,  le  pied  de  la  hauteur  et 
deux  points  doubles  w  et  co',  dont  une  des  tangentes  coïncide  avec 
/•.  Et  dans  le  cas  des  paraboles,  le  lieu  est  la  droite  /•  et  une  courbe 
C%  dont  les  points  d'intersection  avec  /«  sont  les  points  (o  et  o>', 
et  les  points  infiniment  éloignés  des  trois  côtés  du  triangle  ABC 

Les  différents  lieux  C*^  ne  forment  pas  un  faisceau^  mais  une 
série  dont  ix  =  4. 

^'enveloppe  des  directrices  est  une  courbe  F*  qui  touche  une 

fois  les  douze  bissectrices  des  six  angles  formés  par  les  coniques 

Qcla  série  qui  dégénèrent  en  deux  droites,  et  quatre  fois  la  droite 

'•j  des  quatre  points  de  contact  de  celle  droite,  deux  coïncident 

3vec  (0  et  deux  avec  o)'.  Dans  le  cas  des  hyperboles  équilatères, 

IVnveloppe  est  une  courbe  F*  qui  louche  une  fois  les  six  bissec- 

tnces  des  trois  angles  formés  par  les  coniques  dégénérées  de  la 

^v**^^,  et  deux  fois  la  droite  /»,  en   (o  et  (•> .  Et   dans  le  cas  des 

P^'^boles,  Fenveloppe  est  une  courbe  F*  dont  /«  est  une  tangente 

ïnplç^  les  points  decontact  étant  les  points  infiniment  éloignés  des 

^^'és  du  triangle  ABC. 

*^^s  différentes  enveloppes  V^  ne  forment  pas  un  faisceau  tan- 
'^^''^•çl,  mais  une  série  dont  v  =  2. 
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Le  lieu  des  sommets  est  une  courbe  C*°  qui  a  trois  points 
pies,  les  points  A,  B,  C,  et  six  points  doubles  qui  se  trouvei 
à  deux  sur  les  trois  côtés  du  triangle,  les  six  points  dou 
la  série;  les  tangentes  de  ces  points  doubles  sont  les 
triées,  etc.  Dans  le  cas  des  hyperboles  équilatères,  le  lieu 
courbe  G*  qui  a  trois  points  triples,  les  points  A,  B,  G,  < 
points  doubles,  les  pieds  des  hauteurs.  Et  le  lieu  des  s< 
des  paraboles  est  une  courbe  C^  dont  A,  B,  G  sont  des 
triples,  et  les  points  infiniment  éloignés  des  côtés  du  triang 
des  points  simples. 

Les  différents  lieux  C*°  ne  forment  pas  un  faisceau,  mî 
série  dont  jji  ==  3. 
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MAXIMUiEN  MARIE.  —  Histoire  drs  Scikncks  mathématiques  et  physi- 
ODKS.  —  Tome  I  :  De  Thaïes  à  Diophante  ;  tome  II  :  De  Diophante  à 
Viète.  Paris,  Gauthier-Villars  ;  i8S3.  2  vol.  in-ia  de  viii-286  et  viii-3i6 
pages. 

^  L'histoire  que  j'ai  désiré  écrire  est  celle  de  la  filiation  des 
idées  et  des  méthodes  scientifiques.  Il  ne  faut  donc  chercher  dans 
cet  Ouvrage  ni  tentatives  de  restitutions  de  faits  inconnus  ou  d'Ou- 
vrages perdus,  ni  découvertes  bibliographiques,  ni  discussions  sur 
les  faits  incertains  ou  les  dates  douteuses,  ni  hypothèses  -sur  la 
science  des  peuples  qui  ne  nous  ont  transmis  aucun  monument 
certain  de  leur  savoir.  »  C'est  en  ces  termes  que  l'auteur  précise 
le  but  qu'il  s'est  proposé,  le  plan  qu'il  a  suivi. 

En  France,  nous  ne  possédons  point  encore  d'Ouvrage  qui  re- 
trace sous  une  forme  rapide  l'histoire  des  Sciences  :  pour  les 
Mathématiques,  les  deux  volumes  de  Bossut  sont  rares  et  d'ailleurs 
*>>en  imparfaits  :  l'Histoire  de  M.  Hoefer  pèche  sous  le  rapport  de 
*^  compétence  mathématique  ;  des  histoires  raisonnées  de  la  Phy- 
sique et  de  la  Chimie  sont  encore  à  faire.  Il  faut  donc  savoir  gré  à 
léminent  professeur  d'avoir  cherché  à  combler  ces  lacunes.  En 
qualité  de  géomètre,  il  devait  insister  surtout  sur  les  Mathéma- 
^*9^cs.  Les  lecteurs  qui  connaissent  la  tournure  de  son  esprit  et 
*^*  tendances  concrètes  de  ses  travaux  devinent  quelle  partie  des 
"^thématiques  a  été  traitée  le  plus  favorablement. 

D'ordinaire  les  géomètres  méprisent  l'érudition  :  à  quoi  bon 

*^uilleter  les  index,  lire  les  manuscrits,  coUationner  les  textes  pour 

*^^ver  à  quoi  ?  Souvent  en  dernier  lieu  à  une  traduction  qui  est 

^^^  simple  identité  algébrique.  M.  Maximilien  Marie  n'est  pas  de 

^^  nombre  :  on  pourrait  lui  reprocher  cependant  d'avoir  été  parfois 

^^P  géomètre.  Quelques  inexactitudes  de  détail  et  quelques  inad- 

^^^tances  plus  ou  moins  regrettables  pourraient  êlre  signalées; 

^^a  ces  défauts  disparaîtront  facilement  d'une  seconde  édition. 

^\ateur  fait  commencer  son  Histoire  à  la  Grèce.  Certains  lec- 

^«•s  regretteront  peut-être  de  n'y  rien  trouver  sur  l'Egypte,  sur 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  Vil.  (Décembre  i883.)       23 


3>6  PREMIÈRE  PARTIE. 

Babjlone,  sur  la  Chine  :  ceux  qui  savent  combien  ce  champ^  rich 
en  investigations  laborieuses,  est  pauvre  encore  de  faits  bien  éla 
blis,  le  regretteront  moins.  Au  reste,  ce  n'est  pas  dans  un  simpi 
compte  rendu  que  Ton  peut  discuter  toutes  les  questions  que  soi 
lève  le  présent  Ouvrage  :  nous  nous  contenterons  de  résumer  U 
idées  personnelles  et  d'esquisser  à  grands  traits,  en  laissant  dai 
Touibre  les  sciences  physiques,  le  tableau  que  M.  Maximllia 
Marie  lui-même  a  peint  sommairement. 

L'auteur  a  divisé  son  histoire  en  périodes;  il  résume  d^abord  """ 
principales  conquêtes  de  chaque  période,  puis  il  passe  aux  auteia 
qu'il  étudie  individuellement  dans  leur  vie  et  dans  leur  œuvre*^ 

Caractérisant  l'esprit  mathématique  des  Grecs,  M.  Maxîmil 
Marie  insiste  surtout  sur  la  tournure   géométrique  de  leurs 
cherches.  Les  Grecs  raisonnaient  toujours  sur  les  grandeurs  ell 
mêmes,  jamais  sur  leurs  mesures  :  la  pensée  de  séparer  leur   j^^ 
gèbre  de  leur  Géométrie,  c'est-à-dire  l'art  de  raisonner  de  l'abA 
du  raisonnement  ne  leur  est  jamais  venue.  Et  cependant  beaucoi/i 
de  leurs  recherches    constituent  une  véritable  Algèbre;   à  cette 
science  il  ne  manque  que  le  nom  et  elle  sera  d'une  grande  utiL'té 
le  jour  où  les  mathématiciens,  a^ant  perfectionné  le  calcul  numé- 
rique, inventeront  les  notations. 

Les  connaissances  qui  nous  sont  parvenues  sur  les  premiers 
mathématiciens  grecs  sont  très  incomplètes.  Thaïes,  Anaximandre, 
Anaximène,  voilà  les  trois  noms  auxquels  se  rattachent  les  progrès 
de  la  Mathématique  avant  Py  thagore.  Quelques  aperçus  sur  la  simi- 
litude des  figures,  l'invention  du  gnomon  et  quelques  notions  sur 
l'Astronomie  :  voilà  en  somme  tout  ce  que  les  Grecs  leur  attribuent 
le  plus  communément.  Encore  n'est-il  pas  très  sur  que  ces  décou- 
vertes soient  de  leur  invention;  peut-être  les  ont-ils  seulementrap' 
portées  d'Egypte  :  ïhalès  au  moins  a  certainement  voyagé  dan* 
ce  pa\s, 

IjC  mystère  s'éclaircit  un  peu  avec  Pythagore  ;  mais  ici  encor* 
règne  une  grande  obscurité.  Il  parait  certain  qu'il  admettait  H 
mouvement  de  la  terre,  au  moins  le  mouvement  diurne.  Quant  ■ 
son  célèbre  théorème  de  l'équivalence  entre  le  carré  de  l'hypoté- 
nuse d'un  triangle  rectangle  et  la  somme  des  carrés  des  deux  côté? 
de  l'angle  droit,  il  est  bien  moins  authentique;  toutefois  Pythagor* 
contribua  beaucoup  à  l'avancemeiif  des  Sciences,  non  seulement  pt 
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ses  découvertes^  mais  encore  par  rimmcnse  autoriléidont  il  jouis- 
sait dans  toute  la  Grèce  :  désormais  ces  sciences  seront  regardées 
comme  indispensables  à  la  Philosophie,  et  c^est  en  effet  des  écoles 
pythagoriciennes  que  nous  voyons  sortir  les  mathématiciens  des 
âges  suivants. 

L^auteur  leur  accorde  de  courtes  mentions;  mais  il  s^arréte  un 
peu  plus  sur  Philolaiis^  dont  nous  pouvons  nous  faire  une  idée  par 
les  réfutations  d'Âristote.  Nous  savons  que  Pbilolaûs  admettait  le 
système  héliocen trique  à  peu  près  comme  nous  le  connaissons 
aujourd'hui,  c'est-à-dire  avec  le  double  mouvement  de  la  Terre  et 
la  révolution  des  planètes  autour  du  Soleil.  M.  Marie  pense  que 
ce  sont  là  ses  propres  inventions  et  non  celles  de  son  maître 
Pythagore. 

Nous  arrivons  à  Tère  des  grands  philosophes  grecs.  C'est  à  Platon 
qu'il  faut  attribuer  l'introduction  de  cette  jnéthode  de  recherches 
qui  suppose  le  problème  résolu.  Nous  n'avons  pas  de  découvertes 
mathématiques  à  noter  de  la  part  de  son  grand  disciple  Aristote. 
Mais  les  sciences  physiques  doivent  beaucoup,  sinon  à  ses  décou- 
vertes personnelles,  au  moins  à  sa  vaste  synthèse  de  touteslesconnais- 
sances.  Revenant  aux  mathématiciens,  notons  Eudoxe  de  Cnide, 
Ménechrae,  enfin  Dinostrate,  l'inventeur  de  la  célèbre  quadralrice, 
qui  devait  servir  à  la  quadrature  du  cercle,  l'un  des  deux  grands 
problèmes  de  l'antiquité  grecque;  l'autre  était  la  duplication  du 
cube. 

Lesrecherchesprogressentet  se  multiplient;  mais  nous  ne  sommes 
que  très  imparfaitement  renseignés  sur  la  part  de  chacun  dans  les 
progrès  accomplis;  ici,  un  nom;  là  le  titre  d'un  Ouvrage,  et  c'est 
^Qt.  Mais,  si  nous  ne  connaissons  pas  les  hommes,  nous  connais- 
8WU  d'autant  mieux  les  résultats  de  leurs  travaux.  Un  esprit  supé- 
neur  a  résumé  tous  ces  efforts  en  une  œuvre  à  laquelle  il  a  attaché 
pour  toujours  son  nom.  Toute  cette  partie  des  Mathématiques 
Pétera  désormais  le  nom  de  Géométrie  euclidienne.  M.  Marie 
'ïous  donne  une  analyse  très  complète  des  Eléments;  il  insiste 
^^^  le  caractère  algébrique  de  plusieurs  théorèmes  qui  sont  pour- 
'^nt  prouvés  par  Kuclide  d'une  manière  toute  géométrique.  Au 
poiii^  de  vue  d'une  histoire  générale,  il  semble  qu'il  aurait  pa 
"^«isier  plus  longuement  sur  les  autres  Ouvrages  du  célèbre  géo- 
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Avec   Eiiclide  finit   la  première   période  de  la  Malhéraatiq 
grecque.  Avant  de  passer  aux  suivantes,  M.  Marie  nous  donne 
aperçu  des  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  coniques.  Il  * 
impossible  de  préciser  l'œuvre  de  chacun.   Mais  Apollonius 
Perge  ayant  eu  la  probité  de  séparer  ses  propres  découvertes 
celles  de  ses  prédécesseurs,  nous  sommes  en  état  de  détermin 
avec  quelque  précision  les  progrès  de  toute  l'époque. 

C'est  durant  la  seconde  période  que,  diaprés  M.  Marie,  le  cale 
numérique  commence  à  s'introduire  dans  les  recherches  théoriqi 
à  propos  de  certains  rapports  présentant  un  intérêt  spécial  dans 
recherches  astronomiques;  cependant  la  distance  qui  sépare 
notions  de  raison  et  de  rapport  n'est  pas  encore  franchie  :  il  y  a  u 
raison  entre  les  longueurs  de  la  circonférence  et  du  rayon  d' 
cercle,  et  l'on  va  chercher  la  grandeur  de  la  circonférence  donl 
donne  le  rayon  ;  mais  on  ne  pensera  pas  encore  à  chercher  le  raj 
port  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Aristarque,  deSamos,qui  ouvre  la  seconde  période,  est  surtoi 
connu  comme  astronome.  Dans  le  Traité  des  distances  du  Soki 
et  de  la  Luney  le  seul  qui  nous  soit  parvenu,  il  admet  que  l'angl 
sous  lequel  on  voit  la  distauce  de  la  Lune  et  du  Soleil,  au  momeD 
de  la  lune  dichotome,  diffère  d'un  quadrant  de  3*^;  la  différenc 
n'est  en  réalité  que  de  9'.  Mais,  si  Aristarque,  faute  d'instrumeni 
précis,  se  trompe  nécessairement  sur  les  données  numériques,  1 
méthode  est  d'une  justesse  parfaite.  En  dehors  de  ce  Traité,  noc 
savons  encore,  par  un  passage  de  r^r^nafr&d'Archimède,qu'Ari 
tarque  adhérait  aux  opinions  des  pythagoriciens  sur  le  mouveraa 
de  la  Terre. 

Ératosthène  est  connu  surtout  par  son  évaluation  de  lagrandei 
du  méridien,  la  première,  nous  dit  l'auteur,  qui  ait  été  rechereii^ 
par  des  moyens  rationnels.  Il  l'a  trouvée  de  262000  stades,  nombi 
qui,  d'après  une  opinion  émise  par  Vincent  et  accueillie  vn 
quelque  scepticisme  par  l'auteur,  se  rapprocherait  de  beaucoup  à 
évaluations  modernes. 

Après  Ératosthène  vient  un  des  savants  les  plus  célèbres  de  ton 
l'antiquité  :  Archimède.  L'étude  de  ses  travaux  est  un  desChapitr 
les  plus  intéressants  du  Livre.  Rien  en  effet  ne  saurait  exciter  antai 
notre  admiration  pour  les  mathématiciens  de  l'antiquité  que  < 
voir  Archimède  sans  Calcul  infinitésimal  parvenir  à  des  résultats 
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considérables.  Suivant  Tordre  adopté  par  Peyrard,  M.  Marie  étudie 
d'abord  le  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre^  puis  les  Traités  des 
conoïdes  et  sphéroïdes,  des  hélices,  de  t équilibre  des  plans,  de  la 
quadrature  de  la  parabole,  des  corps  portés  par  un  fluide,  de 
la  mesure  du  cercle,  enfin   VArénaire.  Partout  M.  Marie  s'est 
appliqué  à  faire  ressortir  non  seulement  Tingénieuse  simplicité  des 
solutions,  mais  encore  leur  caractère  algébrique.  C^est  ainsi  que 
la  V*  proposition  du  second  Livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du 
cylindre  contient  une  équation  du  troisième  degré  ayant   trois 
racines  réelles.  L'exposé  de  la  VIII*  proposition  du  second  Livre 
des  Corps  qui  sont  portés  sur  un  fluide  nous  semble  particuliè- 
rement remarquable.  M.  Marie  s'en  sert  pour  démontrer  sa  thèse  : 
qae«  les  grands  mathématiciens  grecs  étaient  en  possession  d'une 
véritable  méthode  de  calcul  algébrique,  dont  ils  n'ont  laissé  aucune 
trace  dans  leurs  écrits,  parce  qu'ils  n'ont  pas  voulu  faire  à  part 
la  théorie  de  ces  procédés  logistiques,  soit  qu'ils  en  regardassent 
la  possession  comme  inhérente  au  génie  et  intransmissible  par 
cela  même,  soit  que^  n'ayant  pas  imaginé  les  signes  auxquels  nous 
recourons  pour  rendre  nos  formules  saisissables,  ils  aient  reculé 
devant  la  longueur  des  explications  qu'ils  auraient  dû  fournir  en 
langage  ordinaire,  soit  enfin  qu'ils  craignissent  de  n'être  pas  com- 
pris »  (p.  118). 

Ce  qui  nous  est  parvenu  des  Livres  d'Archimède  nous  donne  une 
idée  exacte  de  son  œuvre  mathématique.  Mais  la  plupart  de  ses 

• 

inventions  physiques  ne  nous  sont  parvenues  qu'à  travers  les  récits 
pvfois  exagérés  et  presque  toujours  confus  de  ses  contemporains. 
I^s  quarante  machines  qui  lui  sont  attribuées  par  les  Anciens, 
nous  ne  pouvons  citer  comme  parfaitement  authentique  que  son 
^licationde  la  vis  à  élever  l'eau  dans  un  cylindre  tournant  simple- 
^^^l  autour  de  son  axe. 

U  est  presque  contemporain  d'Archimède,  cet  autre  grand  géo- 
'^ire  qui,  comme  lui,  a  poussé  la  Géométrie  au  delà  des  frontières 
9Qe  semblait  lui  assigner  l'application  des  méthodes  élémentaires. 
^  gloire  d'Apollonius  de  Perge,  aux  yeux  de  ses  contemporains, 
^  ^U  moins  égalé  celle  d'Archimède.  M.  Marie  étudie  un  à  un  les 
livres  du  fameux  Traité  des  coniques.  Il  nous  donne  l'énoncé  des 
P^'^positions  les  plus  remarquables  ;  souvent  il  donne  in  extenso 
^^  langage  moderne  les  démonstrations.  Outre  le  Livre  des  coni- 
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queSy  Apollonius  avait  laissé  sur  les  méthodes  arithmétiques  uo« 
Ouvrage  dont  nous  ne  pouvons  nous  faire  une  idée. 

Ctésibius,  d'Alexandrie,  n'est  connu  que  comme  père  ou  précep — 
teur  de  Héron  TAncien.  Héron  est  l'auteur  delà  fontaine  qui  poritt^ 
son  nom  et  de  plusieurs  ouvrages  physiques.  Mais  ce  ne  serait  1  _ 
qu'une  très  petite  partie  de  sa  gloire,  si  l'on  parvenait  à  étahlS 
(assertion  avancée  par  plusieurs  historiens  modernes)  qu'il  estl'ai^K 
teur  du  Traité  de  la  Dioptre,  un  des  livres  les  plus  célèbres  danrrr 
les  sciences  mathématiques.  On  disait  au  moyen  âge  :  apprendre 
Euclide,  Ploléméc,  Héron,  comme  nous  disons  :  apprendre  la  Gé^  - 
métrie,  l'Astronomie,  la  Géodésie. 

Mais  ce  Traité  de  la  Dioptre  esl-il  bien  de  Héron  l'Ancien?  VoSE 
un  problème  qui  ne  nous  semble  pas  encore  entièrement  résol 
L'affirmative  a  été  soutenue  par  Venturi  et,  dans  ces  dernii 
temps,  par  M.  Cantor.  M.  Marie  se  range  décidément  du  côté  d( 
négative.  D'après  lui  le  Traité  en  question  serait  ou  de  Héron 
Jeune,  mathématicien  du  viii"  siècle,  ou  peut-être  d'un  troisiè 
géomètre  du  même  nom,  mais  qui  serait  en  tous  cas  postérieu.  vi 
Ptolémée.  On  trouve  en  eflet  dans  la  Dioptre  la  formule  d^  k 
mesure  de  Faire  d'un  triangle  en  fonction  des  mesures  de  sescôt^s  : 


S  =  y/p  yp  —  "  )KP  —  ^  np  —  c;. 

Si  cette  f(u*mule  était  de  Héron  l'Ancien,  Ptolémée  l'aurait  ap^^li- 
quée  et  avec  quels  avantages!  lui  qui,  pour  résoudre  un  triangle  ^  1^ 
décompose  toujours  en  deux  triangles  rectangles.  En  outre,  co^n- 
nient   admettre   que  celte   formule   soit   d'un   mathématicien     do 
11*  siècle  avant  l'ère  chrétienne,  quand  on  ne  voit  nulle  part,  dsttt^ 
les   auteurs  grecs,  même  la  formule  S  =  ^  6A,  si  simple  pourtao  ' 
et  qui  aurait  dû  nécessairement  procéder  l'autre  de  beaucoup?  Coff^' 
ment  admettre  tout  un  système  compliqué,  dont  l'essentiel  consista 
î\  mesurer  des  surfaces  par  des  longueurs  linéaires,  quand  on  voi  -^ 
que   les  Grecs  n'ont  pas  les  formules  des  mesures  des  surfaces  el-^ 
des  volumes,  dont  les  équivalences  nous  fournissent  le  plus  sou- 
vent des  relations  entre  les  cléments  linéaires?  Comment  admettre 
qu'un  Grec  si  j)eu  accoutumé  à  faire  abstraction  de  l'objet  du  rai- 
sonnement ait  pu  imaginer  un  produit  de  quatre  lignes?  Ce  sont 
là  des  objections  très  sérieuses,  et  elles  sont  présentées  avec  beau- 
coup de  force  [)ar  M.  Maximilien  Marie. 
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l^es  méthodes  pour  Tévaluation  numérique,  dans  certains  cas 
particuliers  des  grandeurs  géométriques  définies  par  des  figures 
qui  ne  pourraient  pas  les  fournir  d'une  façon  utile,  ne  prennent 
corps  qu'après  Héron,  et  c'est  même  là  ce  qui  constitue  la  caracté- 
ristique de  la  troisième  période,  d'IIipparque  à  Diophante.  L'auteur 
nous  montre  comment  les  Grecs  comptaient  avec  leurs  fractions 
sexagésimales,  qu'ils  ne  poussaient  cependant  pas  au  delà  des 
secondes.  Il  nous  développe  les  points  principaux  de  la  trigono- 
métrie d'Hipparque  et  de  Ptolémée  ;  il  nous  montre  comment,  à 
l'aide  du  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit,  on  arrive  à  calculer 
la  corde  d'un  arc  assez  petit  pour  pouvoir  former  la  raison  de  la 
progression  arithmétique  des  arcs  d'une  table  suffisamment  com- 
plète. A  l'aide  de  ces  cordes  qui  remplaçaient  toutes  nos  fonctions 
trigonométriques,  on  calculait  les  triangles  rectangles,  puis  des 
triangles  quelconques,  en  les  décomposant  en  triangles  rectangles. 
Dans  le  cas  où  Ton  connaissait  un  côté  et  les  angles,  on  se  servait 
aussi  de  notre  formule  sur  la  proportion  des  sinus  qui,  bien 
entendu,  était  exprimée  comme  s'appliquant  aux  cordes  des  arcs 
doubles.  Des  procédés  analogues,  plus  compliqués,  s*appliquaient 
à  la  Trigonométrie  sphérique. 

La  plupart  de  ces  progrès  sont  Tœuvre  d'Hipparque;  mais  ce 
'ï  est  pas  là  le  plus  grand  mérite  de  cet  hojnme  étonnant,  un  des 
plus  grands  sans  doute  de  toute  l'antiquité.  Hipparque  fut  surtout 
astronome,  et  comme  tel  il  a,  par  l'intermédiaire  de  son  successeur 
^Némée,  fait  la  loi  à  tous   les  siècles  suivants,  jusqu'à  la  grande 
''^formation  de  Copernic.  C*est  aussi  par  l'intermédiaire  de  Ptolémée 
fl'Je  nous  pouvons  juger  aujourd'hui  ses  travaux,  car  de  tout  ce  qu'il 
*  ^critnous  ne  possédons  guère  que  le  Commentaire  cTAratus,  ou- 
*'*^ge  de  début  et  de  peu  d'importance  d'ailleurs.  Ses  grandes  dé- 
couvertes sont  toutes  postérieures  à  ce  Livre.  La  première  fut  celle 
^€  la  précession  des  équinoxes.  Hipparque  assigna  ensuite  à  la  lon- 
S^eur  de  l'année  une  nouvelle  valeur,  qui  est  trop  forte  de  6™|;  il 
'^'ïiarqua  l'inégalité  dans  les  mouvements  en  longitude  de  la  Lune 
^^  du  Soleil  et  leur  attribua  d'après  cela  des  orbes  circulaires  excen- 
'^^cjues;  il  détermina  l'excentricité  et  la  ligne  des  apsides  de  l'orbite 
^^  Soleil  avec  une  grande  exactitude;  il  ne  fit  pas,  il  est  vrai,  une 
théorie  complète  de  la  Lune,  mais  il  détermina  la  durée  de  la  révo- 
*^Uon  synodique,  de  la  révolution  anomalistique  et  de  celle  de  la 
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ligne  des  nœuds,  ainsi  que  Tinclinaison  du  plan  de  Torbite  lunair 
sur  Técliptique;  il  essaya  de  déterminer  les  distances  des  astres,  < 
sa  valeur  pour  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  est  d'une  exac 
titude  surprenante;  il  détermina  les  durées  des  révolutions  d( 
cinq  planètes  connues  alors.  Voilà  certes  assez  de  résultats  pou 
justifîer  le  jugement  de  Delambre  :  <(  C^est  le  plus  grand  de  ton 
dans  les  sciences  qui  ne  sont  pas  purement  spéculatives*  » 

D^Hipparque  à  Ptolémée  nous  avons,  comme  le  dit  justemei 
M.  Marie,  plus  d^écrivains  que  de  savants  :  Possidonius.  conc 
par  ses  relations  avec  Cicéron  ;  Nicomède,  l'inventeur  de  la  co 
choïde,  qui  porte  son  nom  ;  Sosigène,  qui  opéra  la  grande  refont 
du  calendrier  romain  ;  Manilius,  auteur  du  poème  latin  intit^ 
Astronomicon;  Sérénus,  auteur  de  Livres  sur  les  sections  du  ^ 
lindre  et  du  cône  ;  Ménélaiis,  dont  les  Sphériques  contiennent  qua 
ques  problèmes  importants  sur  la  Trigonométrie  sphérique;  etr: 
Tliéon  de  Smyrne,  auteur  de  deux  Ouvrages  sur  rArithmétiqu^ 
TAstronomie.  M.  Marie  donne  une  analyse  complète  des  tra^^ 
de  Théon,  non  point  qu'ils  soient  bien  importants,  mais  ce  so 
les  seuls  à  peu  près  qui  puissent  nous  donner  une  idée  de  Tense 
gnement  pythagoricien  à  cette  époque.  Outre  quelques  formule 
sur  les  propriétés  des  nombres,  énoncées  d'ailleurs  sans  aucun* 
démonstration,  on  y  trouve  nombre  de  considérations  absurde 
ou  chimériques. 

Cependant  la  vraie  science  marchait  encore.  Ptolémée  est  ui 
contemporain  de  Théon.  M.  Marie  s'efforce  de  rendre  justices 
cet  astronome  célèbre,  longtemps  porté  aux  cieux,  puis  précipil 
tout  à  coup  de  son  piédestal.  11  cherche  à  séparer  les  découverte 
de  Ptolémée  de  celles  qu'avaient  faites  Hipparque  et  ses  succès 
scurs;  c^est  à  eux  qu'appartiennent  pour  la  plupart  les  observatioi 
dont  se  sert  Ptolémée  ;  il  a  emprunté  aussi  à  Hipparque  S( 
méthodes  et  même  jusqu'à  une  partie  de  ses  calculs;  toutefois  < 
qu'il  dit  des  planètes  lui  appartiendrait  en  propre;  il  est  au! 
entièrement  original  dans  sa  théorie  de  la  Lune,  où  il  appliqua  s< 
fameux  èpicvcle^  qui  lui  permit  de  dresser  des  Tables  très  exacte 
Dans  son  système  du  monde  il  faisait  décrire  aux  planètes  d 
épicycles  dont  les  centres  parcouraient  des  cercles  concentriqu 
à  la  Terre;  enfin  le  plan  de  l'épicycle  éprouvait  un  balanceme 
convenable.  On  pourra  lire  dans  le  Livre  de  M.  Marie  comment 
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l'aide  de  ces  suppositions,  Ptolémée  arrivait  à  accorder  son  hypo- 
thèse avec  le  mouvement  apparent  des  planètes.  Outre  le  grand 
Ouvrage  astronomique,  nommé  généralement  Almageste,  nous 
avons  de  Ptolémée  plusieurs  autres,  dont  les  plus  importants  sont 
ia  Géographie  et  VOptiqiie.  Il  a  découvert  aussi  quelques  théo- 
rèmes géométriques  de  grande  importance. 

Ce  premier  Volume  se  termine  par  un  Chapitre  intitulé:  L*  Algè- 
bre des  géomètres  grecs;  c'est  cette  science  perdue  que  M.  Marie 
s*est  efforcé  de  restituer  autant  que  possible  avec  des  éléments  four- 
nis principalement  par  les  écrits  d'Euclide. 

Le  deuxième  Volume  s'ouvre  avec  la  quatrième  période,  qui  va 
de  Diophante  à  Copernic.  Nous  voyons  s'opérer  la  convergence 
entre  les  travaux  des  géomètres  et  les  travaux  des  arithméticiens 
jusque-là  étrangers  les  uns  aux  autres. 

Chez  les  Hindous,  les  Mathématiques  s'étaient  développées 
dans  un  tout  autre  sens  qu'en  Grèce.  A  côté  de  notions  géomé- 
triques très  faibles  et  parfois  même  ridiculement  fausses,  ils 
airaicnt  ce  qui  manqua  aux  Grecs,  un  système  arithmétique  d'une 
hante  perfection.  C'est  par  leur  influence  et  celle  des  Arabes  que  s'o- 
pérale  rapprochement  de  la  Géométrie  et  de  l'Arithmétique  grecques . 
Cependant  M.  Marie  nous  fait  remarquer  que  la  plupart  des  savants 
de  cette  époque,  a  quoique  ayant  directement  ou  indirectement 
bénéBcié  des  recherches  des  Hindous,  n'en  sont  pas  moins  restés 
les  disciples  immédiats  des  Grecs  ».  Il  cherche  donc  à  rattacher 
leur  Algèbre  à  la  Géométrie.  Il  remarque  que  leurs  valeurs  connues 
sont  toujours  et  leurs  valeurs  inconnues  très  souvent  commen- 
«urables. 

Le  Chapitre  sur  Diophante  renferme  la  traduction  d'un  grand 
^^mbre  dequestions  arithmétiques  ;  elles  nous  donnent  la  plus  haute 
*^ée  du  génie  mathématique  de  Diophante;  mais  en  même  temps 
^"©5  nous  prouvent  qu'il  n'était  pas  en  possession  d'une  méthode 
^^érale  pour  la  résolution  des  équations.  L'isolement  de  l'incon- 
'^'^c  est  la  suite  d'un  artifice  quelconque,  qui  en  somme  n'est  appli- 
^^ble  qu'au  cas  spécial.  Mais  Diophante  a-t-il  vraiment  ignoré 
touie  formule  générale?  M.  Marie  ne  le  pense  pas;  il  suppose  au 
^^oirairc  «  que  Diophante  en  sait  plus  long  qu'il  ne  veut  en  avoir 
•t  »),et  c'est  surtout  l'examen  des  conditions  de  possibilité, ajou- 
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lées  dans  quelques  problèmes,  qui  lui  suggèrent  ù  juste  litre  cette 
idée. 

Avec  Pappus  nous  revenons  aux  géomètres.  De  tous  ses  Ouvrages 
nous  ne  possédons  que  les  Collections  mathématiques,  Ouvrage 
très  incomplet,  très  maltraité  des  copistes  et  qui  était  destiné  à 
servir  de  commentaire  à  d'autres,  que  pour  la  plupart  nous  ne 
possédons  plus.  M.  Marie  donne  une  analyse  très  complète  des 
fragments  du  second  Livre  d'après  Delambre,  et  des  autres  d'après 
Commandin.  On  y  trouve  un  grand  nombre  de  théorèmes  géomé- 
triques très  remarquables,  entre  autres  le  premier  exemple  d'une 
surface  courbe  quarrable,  plusieurs  théorèmes  sur  la  théorie  des  Irans- 
versales,  le  théorème  connu  sous  le  nom  de  Guldin,  une  théorie 
de  la  sphèra  différente  de  celle  de  ses  prédécesseurs,  etc.  En 
somme,  M.  Marie,  tout  en  admirant  beaucoup  les  travaux  de  Pap- 
pus, trouve  que  toutes  les  voies  ouvertes  par  lui  ne  menaient  et 
ne  pouvaient  mener  qu'à  un  groupe  de  théorèmes,  très  inléres- 
sants  sans  doute,  mais  forcément  restreint. 

Après  Pappus,  si  nous  poursuivons  l'histoire  des  mathématiciens 
gréco-romains,  nousentrons  en  pleine  décadence.  Le  nom  d'Hypatia 
a  eu  un  grand  retentissement  à  cause  de  sa  mort.  Mais  de  ses  tra- 
vaux mathématiques,  nous  ne  connaissons  que  les  titres. 

Il  faut  franchir  plusieurs  siècles  pour  retrouver  un  mathémati- 
cien d'un  mérite  réel  :  Boèce,  un  Romain,  ministre  du  roi  des 
Ostrogoths,  longtemps  comblé  de  la  faveur  royale,  enfin  empri- 
sonné et  mis  à  mort.  Il  nous  a  laissé  plusieurs  Traités  ;  mais  c'est 
surtout  l'Arithmétique  qui  nous   intéresse  ici.  Nous  y  trouvons 
notre  système  de  numération  écrite.  Gerbert,  Adelhart  de  Bathet 
tous  ceux  qu'on  a   nommés  justement  Abacistes  ont  écrit  sur 
l'abacus  des  Traités  qui,  en  somme,  ne  sont  qu'une  paraphrase  de 
Boèce.  C'est  donc  bien  de  ce  dernier  que  provient  en  grande  partie 
la  science  arithmétique  du  moyen  âge;  mais  lui-même,  oii  l'avait' 
il  puisée?  Doit-on  admettre  que  ces  méthodes  ont  existé  de  tout- 
temps  en  Grèce,  et  alors  pourquoi  les  grands  géomètres  ne  non* 
en  ont-ils  laissé  aucune  mention?  Ces  méthodes  se  sont-elles  dé* 
veloppées  au  contraire  dans  la  période  de  décadence?  Ont-elles  été 
importées  de  l'Inde,  où  nous  voyons  à  cette  époque  briller  les 
recherches  numériques?  On  a  émis  ces  différentes  hypothèses  cl 
on  les  a  défendues  avec  beaucoup  d'érudition*  Pour  nous,  nous 
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croyons  avec  Chasles,  Th.-H.  Martin,  Cantor,  à  l'origine  grecque 
et  latine  de  ce  système.  Boèce  en  fait  honneur  aux  Pythagoriciens  : 
les  chiffres  ont,  avec  les  sigles  latins  des  noms  de  nombre  corres- 
pondants, des  ressemblances  frappantes  ^  il  a  sufH  de  supprimer  les 
colonnes  du  vieil  abacus  et  de  remplacer  les  anciens  jetons  par  des 
cbiflrespour  arriver  à  notre  système  de  numération  écrite.  M.  Marie 
se  range  du  côté  de  ceux  qui  soutiennent  l'importation  hindoue. 
Le  premier  arithméticien  hindou  que  nous  connaissons  (Arya- 
bhâta)  est  à  peu  près  contemporain  de  Boèce.  Mais  son  système 
est  déjà  très  développé  et  il  est  très  probable  qu'il  a  eu  des 
prédécesseurs.  Ce  serait  donc  à  ces  géomètres  que  Boèce  aurait 
emprunté  ses  connaissances. 

Jamais  Aryabhâta  n'avait  été  aussi  parfaitement  traité  dans  une 
histoire.  C'est  d'après  la  traduction  de  M.  Rodet  que  l'auteur  ana- 
Ivse  VAryabhativam.  Nous  vl  vovons  une  valeur  remarquable*^ 
ment  approchée  de  ic(=  3,1416)9  la  résolution  complète  de 
l'équation  du  second  degré,  les  formules  pour  la  somme  des  car- 
rés et  des  cubes,  et  enfin  une  table  trigonométrique.  Cette  der- 
nière est  remarquable,  non  seulement  parce  qu'elle  donne  les 
!>inussans  passer,  comme  l'ont  fait  les  Grecs,  par  les  cordes,  mais 
aussi  par  l'emploi  d'une  formule  d*interpolation,  qui  est  d'une 
exactitude  absolue.  Mais  si  l'Aryabhatiyam  nous  fait  admirer  toute 
la  hauteur  de  l'esprit  hindou,  il  nous  en  montre  aussi  les  bornes. 
Nous  y  trouvons  une  formule  singulièrement  fausse  pour  le  vo- 
lume de  la  pyramide. 

Plus  d'un  siècle  après  Aryabhâta  vient  Brahma-Gupta.  Nous  avons 
de  lui  des  Traités  d'Arithmétique  (  Ganita)  et  d'Algèbre  (  Kuttakâ) 
S^i  sont  tous  deux  des  Chapitres  d'un  Ouvrage  astronomique,  le 
^''ohma-Sphûla-Siddhânta,  Ces  Traités  cèdent  en  importance  à 
*  Aryabhatiyam  ;  ils  contiennent  entre  autres  choses  l'énoncé  du 
^•^éorème  pour  l'aire  du  quadrilatère  inscrit  en  fonction  de  ses 
*^^^s,  formule  entièrement  inconnue  des  Grecs;  l'auteur  pense 
^^e  la  formule  d'Héron  pourrait  bien  dériver  de  celle  de  Brahma- 

I^endant  ce  temps  s'éteignaient  en  Occident  les  dernières  lu- 
'^^^ères  de  la  civilisation  gréco-romaine.  Anthemius,  Eutocius, 
^Oclès,  Dionysidore  ne  sont  que  des  commentateurs  sans  valeur. 
^^tt)n  le  Jeune  aurait  beaucoup  plus  d'importance  si  en  effet  le 
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Traité  de  la  Dioptre  était  de  lui.  Mais,  en  somme,  on  peut  dire  que 
pendant  cette  période  la  science  sommeille  en  Europe  :  ce  sont  les 
écrivains  des  peuples  mahométans  ou,  comme  on  est  convenu  de 
les  appeler    d'après   la  langue  dans   laquelle  ils   écrivaient,  les 
Arabes  qui,  en  profitant  de  renseignement  des  Hindous  et  des 
Grecs,  lui  donneront  un  nouvel  essor. 

Le  travail  de  M.  Maximilien  Marie,  généralement  complet  sur  les 
travaux  scientifiques  de  Tlnde,  Test  moins  sur  les  travaux  des 
Arabes.  Les  Mémoires  de  Wœpcke  semblent  pour  la  plupart  lai 
avoir  échappé  ;  il  est  néanmoins  en  progrès  sur  ses  prédécesseurs 
français. 

Le  nom  de  Mohammed  ben-Muza  al-Kharizmi  est  un  des  plus 
célèbres  de  celte  époque.  C'est  d'une  expression  employée  dans 
ses  Ouvrages  que  vient  le  mol  Algèbre  et  c'est  le  mot  A  Ikhârisnri 
qui  a  donné  naissance  au  mot  algorithme,  désignation  ultérieure 
de  toute  une  partie   de  TArithmétique.   Son   Traité  (TAlgèbr^^ 
existe  dans  plusieurs  traductions  latines.  M.  Marie  nous  en  doD[B.e 
une  analyse  d'après  la  traduction  publiée  par  Libri.  L'Ouvrage  est 
composé   de  cinq  Parties,  dont  la  dernière  ne  contient  que  d^s 
problèmes;  les  quatre  premières  sont  consacrées  à   la  méthode* 
M.  Marie  pense  que  ces  Parties  ne  sont  pas  toutes  d'Al-Khârizini. 
En  effet,  la  première  et  ta  troisième  Partie  contiennent  à  elles  seules 
les  formules  nécessaires  pour  la  résolution  de  Téquation  du  secoixd 
degré,  tandis  que  cette  résolution  même,  dans  le  second  Livre,  est 
faite  à  l'aide  de  figures  géométriques  assez  compliquées.  L'auteur 
suppose  que  ce  second  Livre  pourrait  appartenir  aux  Hindous, 
antérieurs  à  Aryabhâta. 

Musa  ben-Schaker  a  composé  un  grand  Ouvrage  ^nv  Les  sources 
de  V Histoire,  Mais  il  est  connu  surtout  comme  le  père  des  trois 
frères  Ahmed,  Haçen  et  Mohammed,  tous  trois  mathématicieos 
distingués,  à  ce  point  qu'on  leur  a  attribué  longtemps  l'Ouvrage 
d'Al-Khârizmi.  Tous  trois  ils  ont  laissé  des  écrits  sur  différentes 
parties  des  Mathématiques. 

Thébit  ben-Corrah  était  surtout  astronome.  Il  a  imaginé  lesjS' 
tème  de  la  trépidation^  qui  a  été  suivi  par  la  plupart  des  astro^ 
nomes  du  moyen  âge.  Au  contraire,  Mohammed  ben-Geber- 
Albatani,  connu  sous  le  nom  d'Albategnius,  a  rendu  des  services 
signalés  en  substituant  le  sinus  à  la  corde,  et  en  déterminant  avec 
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une  exactitude  remarquable,  l'obliquité  de  récliptique,  Texcentri- 
cité  de  l'orbite  solaire,  la  longueur  de  Tannée  tropique. 

Le  mouvement  scientifique  en  Orient  est  à  son  apogée  et  pendant 
ce  temps  nous  ne  trouvons  guère  à  enregistrer  en  Occident  qu'un 
nom  célèbre  :  celui  de  Gerbert,  dont  la  Régula  de  abaco  compati 
et  surtout  la  baute  influence  contribuent  vigoureusement  au  déve- 
loppement de  l'Arithmétique. 

Les  peuples  les  plus  éloignés,  naguère  les  plus  barbares,  prennent 
part  au  mouvement;  un  petit-fils  de  Tamerlan  devient  un  astro- 
nome célèbre.  Aboul-Wéfa  introduit  l'usage  des  tangentes  et  cotan- 
gentes,  sécantes  et  cosécantes.  EbnnJounis  résout  un  grand  nombre 
de  problèmes  trigonométriques.  Alpétrage  complète  la  théorie  des 
mouvements  des  astres,  en  ajoutant  une  neuvième  sphère.  Alhazen 
(Hassan  ben-Haïthem)  fait  des  recherches  importantes  sur  l'Op- 
tique, Avicenne  sur  la  Médecine.  On  s'applique  à  traduire,  à  com- 
menter les  Ouvrages  des  Hindous  et  des  Grecs,  et  pour  certains 
écrits  nous  sommes   réduits   aujourd'hui  encore  à  recourir  aux 
textes  arabes  :  c'est  ainsi  qu'on  a  cru  retrouver  dans  \e  Traité 
des  connues  de  Alhazen  des  traces  du  Traité  des  Porismes  d'Eu- 
clide. 

Ici,  comme  ailleurs,  les  Juifs  ont  joué  le  rôle  d'intermédiaires. 

Les  Européens  ignoraient  généralement  l'arabe  :  ce  sont  les  Juifs 

<pii  les  ont  mis  au  courant  des  progrès.  Le  plus  célèbre  est  Aben- 

£xra,  qui  a  laissé  un  grand  nombre  d'Ouvrages  scientifiques  et 

psnnieuxun  Traité  d'Arithmétique ,  dont  M.  Marie  nous  résume 

'es  particularités.  Son  coréligionaire,  Jean  de  Séville,  a  également 

'ussé  un  Traité  de  VAlgorisme;  mais  il  est  connu  surtout  par 

^û  grand  nombre  de  traductions  latines  et  espagnoles  qu'il  publia 

<près  sa  conversion  au  christianisme. 

Bientôt,  l'esprit  scientifique  s'éveille  en  Occident.  Les  Arabes 
*^ient  presque  toujours  traité  séparément  la  Géométrie  grecque 
^^l'Arithmétique  hindoue.  Léonard  de  Pise,  au  contraire,  s'efforce 
^^  les  rapprocher.  Ses  Livres  ont  une  influence  considérable  en 
^^"^^rope;  cependant  ils  sont  bien  moins  populaires  que  les  compi- 
lations lie  Sacrobosco  (Jean  de  Holywood).  Plus  célèbre  encore 
^^  le  nom  de  l'alchimiste  Albert  de  Bolldstaedt,  surnommé  le 
^>*^«nd  par  ses  contemporains,  mais  dont  le  mérite  aux  yeux  de  la 
P^^térité  est  bien  efiacé  par  Roger  Bacon. 
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En  Orient,  à  la  même  époque,  paraissent  deux  Ouvrages  imp( 
tants  :  Traité  des  instruments  astronomiques  de  Uaboul-Hhs 
san-AIi  ci  les  Tables  Ilkhaniennes  de  Nassir-Eddîn,  petit-fils 
Gengiskhan.  Pour  rOccident,  ces  tables  sont  remplacées  par 
Tables  alphonsines,  dressées  en  i252  par  Tordre  d^ Alphonse  V 
roi  de  Castille. 

Désormais,  la  science  occidentale  marche  d^un  pas  assuré.  Kj 
Purbach  et  son  élève  Regiomontanus,  nous  sommes  au  xy^  siè< 
Le  premier  s'applique  surtout  à  amender  le  système  de  Ptolémée  ; 
second  donne  le  premier  un  Traité  complet  de  Trigonométrie.  L^ 
gèbre  de  cette  époque  est  représentée  par  Lucas  de  Burgo  (ft 
cioli),  Nicolas  Chuquet.  Leur  contemporain,  Jean  Werner,  a  pas.* 
longtemps  pour  Tinventeur  de  la  méthode  trigonométrique  de  J 
prostaphérèse,  dont  on  se  servait  généralement  avant  Tinventio 
des  logarithmes;  il  paraît  cependant  quelle  était  déjà  employé 
par  les  Arabes. 

Le  grand  nom  de  Copernic  (  1 473-1 543)  inaugure  la  v'  périodt 
Malgré  un  grand  nombre  de  travaux,  la  vie  du  grand  Polonais  ri 
nous  est  pas  encore  parfaitement  connue.  Il  n*est  pas  possible  c 
déterminer  exactement  Tépoque  à  laquelle  il  imagina  son  syi 
tème.  11  paraît  qu'il  l'avait  déjà  entièrement  développé  en  i5i  t 
Mais,  heureux  dans  son  coin,  il  craignait  d'entamer  une  lut^ 
qu'il  savait  inégale.  Longtemps  en  vain,  ses  amis  le  prièrent  c 
le  publier;  il  ne  se  rendit  que  très  tard  à  leurs  vœux;  cette  œuvi 
incomparable,  intitulée  :  De  Revolutionibus  Orbium  cœlestiuB 
libri  VI y  parut  seulement  après  sa  mort,  dédiée  inutilement  a 
pape  Paul  IIL 

M.  Marie  nous  donne  une  courte  analvse  du  Livre  De  Révolu 
tionibus.  Il  s'est  appliqué  surtout  à  exposer  les  méthodes  par  le 
quelles  Copernic  détermine  les  rayons  des  orbites,  les  excentricité 
des  planètes  ;  il  fait  remarquer  que,  de  toutes  les  preuves  qui  noi 
font  admettre  aujourd'hui  la  théorie  du  mouvement  de  la  Tern 
Copernic  ne  pouvait  faire  valoir  que  celle  de  la  plus  grande  sin 
plicité;  c'est  sans  doute  ce  qui  explique  le  mauvais  accueil  qi 
lui  firent  beaucoup  de  ses  contemporains. 

De  Copernic  à  Cardan,  nous  relevons  plusieurs  savants  distii 
gués  :  Estienne  de  la  Roche,  auteur  d'un  Traité  d'Arithmétiqu 
il* À  ténèbre  et  de  Géométrie^  Michel  Stifel,  Sébastien  Munster,  qi 
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le|vremier  a  disposé  le  style  du  cadran  solaire  paralhMement  à  l'axe 
du  inonde,  Nonius,  qui  imagina  un  instrument  analogue  au  vernier, 
JeanFernel,  qui,  outre  plusieurs  Ouvrages  sur  la  médecine,  s'est 
fait  connaître  par  sa  mesure  du  degré  du  méridien,  et  enfin  Tarta- 
^lia,  véritable  inventeur  de  la  formule  pour  la  résolution  des  équa- 
lions  cubiques.  Ayant  eu  l'imprudence  de  la  montrer  à  Cardan, 
celui-ci  s'en  empara  et  la  publia.  Cependant  il  restera  toujours  à 
*e  dernier  le  mérite  d'en  avoir  trouvé  la  démonstration  et  de 
avoir  discutée  dans  tous  les  cas.  Cette  discussion  se  trouve  dans 
'Ouvrage  intitulé  :  Ars  magnay  dont  M.  Marie  donne  une  analyse 
omplcte.  Nous  y  voyons  que  Cardan  résolvait  l'équation  du 
?cond  degré  à  l'aide  de  figures  géométriques,  un  peu  différentes 
^  celles  de  Mohammed  ben-Musa ,  mais  tout  aussi  bizarres, 
our  l'équation  du  troisième  degré,  il  se  sert  aussi  de  figures 
^«métriques;  il  reconnaît  67  cas  différents  de  cette  équation, 
>nt  i3  principaux  et  44  dérivés;  il  termine  par  des  équations 
i  degrés  supérieurs,  réductibles  au  troisième.  Outre  VArs  ma^ 
^a,  M.  Marie  analyse  encore  le  Sermo  de  plus  et  minus  de 
airdan,  qui  est  de  moindre  importance.  Cardan  s'efforce  d'y  prou- 
tT,  entre  autres  choses,  que  moins  par  moins  peut  donner  parfois 
oins. 

De  Cardan  à  Viète,  nous  ne  trouvons  que  peu  de  noms  célèbres, 
armi  les  plus  connus,  sont  Ludovico  Lilio,  le  réformateur  du 
ft.lendrier;  Erasme  Reinhold,  l'auteur  des  Tables  dites  Pruténi- 
tics;  Gérard  Mercator,  inventeur  du  système  de  projection  qui 
orte  son  nom  ;  Rheticus,  l'adhérent  zélé  de  Copernic  et  l'auteur  de 
Tables  trigonométriques,  publiées  par  Othon  Ferrari,  qui  résolut 
^équation  du  quatrième  degré;  Bombelli,  qui  reconnut  la  réalité 
les  racines  dans  le  cas  irréductible;  Danti,qui  mentionne  la  dimi- 
nution de  l'obliquité  de  Técliptique;  enfin  Ludolph  Van  Ceulen, 
qui  donna  la  valeur  de  tz  jusqu'à  35  décimales. 

Ch.  Hewry  et  Em.  Meyeusok. 
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MELANGES. 


RECHERCHES   SUR  LES   SUBSTITUnONS  UNIFORMES; 

Pai  m.  KOëNIGS, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

I.    —    PRéLIMINAll.ES. 

1.  Je    m'occupe  dans  ces  recherches  des  points  limites  v^ 
lesquels  on  peut  tendre  par  l'application  indéfinie  d'une  substitutif 
uniforme.   Je  n'étudierai  que  les  points-limites  pour  lesquels 
fonction  uniforme  f(^)  que  l'on  substitue  à  z  n^offre  pas  de  sli^ 

gularité  essentielle  :  tel  serait  le  cas  de  la  fonction  e  ',  dont  f 
point  singulier  essentiel  zéro  est  un  point  limite,  lorsque  l'oi 
attribue  à  la  valeur  initiale  z  une  détermination  réelle. 

2.  La  division  des  premiers  résultats  que  je  veux  présenter  es 
fondée  sur  une  distinction  que  je  vais  expliquer  tout  de  suite. 

Étant  donnée  une  suite  de  quantités  en  nombre  illimité 

(a)  ttj,  tt],  «5,  . .., 

je  dis  que  cette  suite  converge  régulièrement  vers  zéro,  lorsqui 
à  tout  nombre  positif  e,  si  petit  qu^il  soit,  on  peut  faire  correi 
pondre  un  nombre  Ne,  tel  que,  sous  la  seule  condition  p  >  Ne,  on  a 

mod  oLp  <  c. 

Si,  au  contraire,  la  suite  a  ne  présente  pas  ce  caractère,  ma 
que,  pour  si  grand  que  soit  N^  pour  si  petit  que  soit  e,  on  puisj 
toujours  vérifier  les  inégalités  simultanées  ^>N,  mod  a^<C' 
je  dirai  que  la  suite  (a)  converge  irrégulièrement  vers  zéro. 

Une  suite  étant  donnée,  si,  en  retranchant  de  chacun  de  s( 
termes  une  même  quantité  \  on  peut  former  une  nouvelle  suil 
convergent  régulièrement  ou  irrégulièrement  vers  zéro,  je  din 
que  la  suite  primitive  converge  régulièrement  ou  irrégulièremeii 
vers  )m 
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i.  Si  une  suite  ne  présente  aucun  des  caractères  de  convergence 
^ulière  ou  irrégulière  vers  zéro,  à  partir  d'un  certain  rang  les 
dules  de  ses  termes  restent  supérieurs  à  un  nombre  fixe. 
Dans  le  cas  de  la  convergence  régulière,  la  condition />>•  N, 
Itîl  pour  assurer  Tincgalité  moda^^e.  Dans  le  cas  de  la  con- 
'gence  irrégulière,  il  faut  a  la  première  condition  en  adjoindre 
B  seconde,  pour  être  sûr  d'avoir  moday^^e,  et  c'est  cette 
onde  condition  qui  caractérise  les  diverses  espèces  de  conver- 
ice  irrégulière,  et  pourrait  permettre  de  les  classer. 

II.    —    PoiHTS    RACIIIKS    ET    GROUPES    CIRCULAIRES. 

f.  Soit  ç(5)  une  fonction  uniforme  :  je  pose,  pour  abréger. 

Il  est  clair  que  l'on  a,  n  et  n'  étant  positifs. 

Le  problème  que  je  traite  ici  est  étroitement  lié  avec  la  considé- 
ioQ  des  racines  des  équations  du  type 

0)  z  —  Op(z)  =  o. 

A  regard  de  ces  racines  j'établirai  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  l'entier  p  divise  l'entier  n,  l'équation  Kn 
met  toutes  les  racines  de  V équation  E^. 

Théorème  II.  —  Si  c  est  le  reste  de  la  division  de  a  par  />, 
ite  racine  commune  aux  équations  E„,  E^  vérifie  aussi  Véqua- 
•wEc. 

Théorème  III.  —  Si  Von  désip^ne  pard  le  plus  grand  commun 
diseur  des  deux  nombres  a  et  b,  les  racines  communes  aux 
nations  E^,  E5  vérifient  Inéquation  E^. 

■ 

Pour  démontrer  le  premier  théorème,  je  prends  p  fois  la  fonction 
des  deux  membres  de  la  relation 

'i  exprime  que  x  est  racine  de  Téquation  E^;  il  vient 

BulL  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  VIÏ.  (Décembre  i883.)        a'i 
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en  prenant  encore  p  fois  la  fonction  ^  de  la  relation  ^^pi'^)—'^^ 
on  trouve  (p5^(^)=  jr,  et  ainsi  de  suite;  plus  généralement  on 
a  Of^p(^x)'=  X,  où  k  est  un  entier  quelconque. 

Le  second  théorème  se  démontre  ainsi  :  soit  tr=6^4-c; 
X  étant  une  racine  de  £^  est  aussi  racine  de  E^^,  en  vertu  du  pre- 
mier théorème,  et  Ton  a 

en  prenant  alors  c  fois  la  fonction  ç  des  deux  membres,  on  irouw*^'* 

donc,  si  X  est  aussi  racine  de  E<,,  on  a  cPa(^)=  x  et  par  suiC^^ 
aussi  ^c{x)  =  X'i  c'est-à-dire  que  x  vérifie  Téquation  Er. 

Le  troisième  théorème  est  une  conséquence  directe  du  premi^K 
si  b  divise  a,  et  du  second  dans  le  cas  contraire. 

En  rapprochant  les  théorèmes  I  et  III,  on  voit  que  le  système  A-^m 
racines  communes  à  Ea  et  à  E^  est  formé  de  Tensemble  des  racia  ^ 
de  Féquation  E^. 

o.  D'après  cela,  les  racines  d'une  équation  E^,  se  divisent    ^o 
deux  catégories  :  les  unes  vérifient  des  équations  dont  Tindic^^, 
inférieur  k  p^  divise  p;  les  autres  ne  vérifient  aucune  équatico 
dont  l'indice  soit  inférieur  à  p,  et  alors  elles  ne  peuvent  vérifier 
que  les  équations  dont  l'indice  est  divisible  par  p.  De  ces  de^ 
nières  racines  je  dirai  qu'elles  appartiennent  à  l'indice  p. 

Posons,  X  étant  racine  de  E^, 

xi  =  9i{x),    a-,  =  ç>,(x),     ...,    Xp-i=Op-i(x); 
la  substitution  [Zy  '^{z)]  permute  circulairement  les  quantités 

Xj  X\ ,  Xf ,    •  •  •  f    Xp.  .  \ . 

Je  vais  en  outre  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Les  quantités  Xy  x^^  x^y  . . . ,  Xp_^  sont  toutes 
des  racines  de  V équation  E^. 

Théorème  IL   —  Si  x  appartient  à  l"" indice  pj  il  en  est  de 
même  des  autres  racines  x^^  x^^  . . . ,  Xp_i . 
De  la  relation 

Xi  =  o,(x), 
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ïduisy  en  prenant^  fois  la  fonction  o  des  deux  membres, 

?P  (^1  )  =  ?/>4-i  (^  )  ^  ?i  l  ?p(^  )  I  ; 

^(x)=a::donc  Çp(a:|  )= 'f,(j:j=  j?i.  On  démontrerait  de 
le  que  x^  vérifie  Féquation  E^,  puis  x^^  etc.  Le  premier  théo- 
;  est  ainsi  établi. 

Ton  suppose  maintenant  que  x^  appartienne  à  Tindice  q^ 
me  X|  vérifie  Ey,,  il  faudra  que  q  divise  p\  soit  p^=nq,  La 
titution  ^3(5)  permute  alors  cirrulairement  les  quantités 
Pat  «^.i-  ...  *  Xq  et  Ton  a 


J'*iy  ♦  -  >Tfq       •    -  3*2^  -    ...    -   ■  X iiq  —  OC, 


onc,  puisque  x  =  Xqj  x  fait  partie  d'un  groupe  circulaire  de 

:ines;  il  vérifie  doncTéquationE^jetappartient  nécessairement 
indice  inférieur  k  p  s\  q  n'est  pas  égal  à  p.  Il  suit  de  là  que, 
appartient  à  Tindice  />,  x^  appartient  au  même  indice  et  par 

î,  de  proche  en  proche,  jT],  X3,  . . .,  Xp_i  appartiennent  tous  à 

lice  p . 

n  résumé  :  Les  racines  appartenant  à  V  indice  p  se  distribuent 

groupes  de  p  racines  permutables  circula  ire  ment  par  la 

Hitutionf(z), 

IlL  —  Des  poikts  limites  a   convergeuce   régulière. 

.  En  désignant  par  z  un  point  du  plan,  formons  la  suite  des 
ntités 

?i(«),  ?!(-»),  ««(-s),  ••..  ?p(^); 

s  l'hypothèse  où  cette  suite  offre  des  caractères  de  convergence 
\  une  limite  j:,  il  y  a  lieu  de  distinguer  suivant  que  cette  con- 
jence  est  régulière  ou  irrégulière.  Je  commence  par  le  premier 
•  Je  pose 

a 

•uppose  le  module  <le  x  fini,  et  de  plus  j'écarte  le  cas  oik  ^se- 
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rait  un  pôle  de  ç(5).  A  partir  d'un  rang  sufrisamment  élev& 
rindice^,  dp  est  assez  petit  pour  que  le  second  membre  soit 
veloppable  suivant  la  série  de  Tayloret  l'on  a 

a» 

En  vertu  de  la  convergence  régulière  de  la  suite  (i),  a^  et  oc. 
tendent  simultanément  vers  zéro  lorsque /?  croît  indéfiniment, 
il  reste  à  la  limite 

En  outre,  en  tenant  compte  de  ce  résultat  dans  la  relation  c] 
lie  ttp^i  et  ttp,  on  trouve 

Si  le  module  de  ç'(x)  était  supérieur  à  l'unité,  à  partir  d'un  ce^ 
tain  rang,  le  module  de  oLp  irait  en  croissant  avec  />,  et  oLp  n'aun^ 
pas  zéro  pour  limite.  Nous  avons  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  points  limites,  à  convergence  régulière,  qui  sont  poif 
^{z)  des  points  non  singuliers,  sont  nécessairement  des  point 
racines  appartenant  à  P indice  i  ;  et  de  plus  ils  doivent  rendr 
le  module  <f'{z)  au  plus  égal  à  P  unité, 

7.  La  réciproque  de  cette  proposition  peut  être  établie  ;  mais  i 
existe  dans  cette  question  un  cas  douteux,  absolument  corom 
dans  le  cas  des  séries  :  c'est  lorsque  le  point  racine  rend  le  modul 
de  <f'{z)  précisément  égal  à  l'unité.  Je  ne  traiterai  pas  dans  c( 
premières  recherches  ce  cas  particulier,  qui  prête  à  des  développ< 
ments  très  étendus.  J'énonce  ainsi  la  réciproque  de  la  propositio 
précédente  : 

Si  Von  appelle  x  un  point  racine  appartenant  à  V indice  i 
et  rendant  le  module  de  ^'{z)  inférieur  à  V unité,  il  existe  u 
cercle  Cx  de  centre  Xj  de  rayon  fini,  tel  que  tout  point  z  intérieu 
conduit  au  point  x  par  des  points  qui  vont  sans  cesse  en  s'e 
rapprochant. 

En  effet,  en  posant 

^(z)  =  ç(ar)  -h  (5  —  X)  ^'{x)  -f-  (z  —  ar)«  ^{z), 

la  fonction  ^{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  C 
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centre  x.Je  désigne  par  Aie  maximum  du  module  de  "^{s)  dans  ce 

cercle,  et  j'appelle  G'  un  cercle  concentrique  au  cercle  C  et  ayant 

pour  rayon 

I  —  mod  «p'(j") 
Â 

SoitCx  celui  des  deux  cercles  C  ou  G  qui  est  intérieur  à  Tautre;  à 
rintérieur  de  C^  ^(^)  est  holomorphe,  et  en  même  temps  on  a 

. ,  ,   ^  I  —  inodo'(x) 

mod  (z  —  0-)  <  T — î •  , 

A 

d'où 

mod  [{z  —  ^)^(z)]  <mod(5  —  ar)  A  <i  —  mod9'(â7), 

et  a  fortiori 

mod  [<p'(ir)  -h  (5  —  x)^{z)]  <  i, 

c'est-à-dire 


mo< 

A0  ■^~  JU 


OU 


,  en  mettant  x  au  lieu  de  ^(x)  et  Zt  au  lieu  de  ^{z) 


mod  — ' '■  <  I, 

z  —  X 


c'est-à-dire  que  z^  est  plus  rapproché  de  x  que  z;  de  méme^  z^ 
sera  plus  rapproché  de  x  que  5|,  et  ainsi  de  suite.  Donc  les  points 
^'>  ^2?  53, ... ,  vont  en  s' approchant  sans  cesse  de  x  et  ont  x  pour 
^'oaite. 

8.  Je  compléterai  ces  propositions  par  le  théorème  suivant  : 

^^  supposant  que  x  soit  un  point  limite  à  convergence  régu-- 
Uère  rendant  le  module  de  (f'{z)  inférieur  à  l^ unité  et  ne  Van- 
^ulant  pas,  tandis  que  la  différence  <fp{z)  —  x  tend  vers  zéro, 

^  ''apport 

^p(z)--x 

[^'{X)]P 

tend  Vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro. 

*^*^  effet,  de  l'expression  ay,=  'fy>(^)  —  x  on  tire,  par  la  loi  de 
^^^^rrence, 

I  •  ^ 


1    •  •  • 
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d'où 


«P 


Dans  cette  expression,  A'  est  un  entier  autre  que  zéro,  et  A^  une 
fonction  entière  de  a^,;  nous  pouvons,  en  effet,  supposer  quenoiA^s 
partions  d^un  point  z  intérieur  au  cercle  C  dans  lequel  f  (2)  e^V 
développable  suivant  la  série  de  Taylor.  En  faisant  varier  p  d( 
puis  I  jusqu'à  (m  —  i),  nous  aurons,  si  nous  effectuons  le  pn 
duit 


Je  pose 


m— I 

^=(o'(x)]'»-<n('+»iiA;,). 

1 


1 


m 


en  prenant  les  logarithmes,  je  trouve 


m— 1 


1 

oc 

Dans  la  série  N  log(i  4-  a*  Ap),  le  rapport  d'un  terme  au  pré- 

1 
cèdent  a  pour  expression 

log(i-ha;J_i  Ap_i) 
Ce  rapport  peut  s'écrire,  lorsque/?  est  suffisamment  grand, 

^p        Ap        !-+-£/» 


OÙ  tp  et€y,_i  tendent  simultanément  vers  zéro. 

La  limite  de  ce  rapport  est  égale  au  produit  des  limites  des  trois 
fractions  :  la  première  tend  vers  [f'(^)]*  dont  le  module  estinfé^ 
rieur  à  l'unité,  les  deux  autres  tendent  vers  Tunité.  Donc,  dans  la 
série 

«c 

^logCi-t-a^Ap), 
1 

le  ra[)pc)rl  d'un   terme  au  précèdent  tend  vers  une  limile  dont  I*' 
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module  est  inférieur  à  Tunité;  cette  série  est  absolument  conver- 
gente, et  en  appelant  eu  sa  somme,  on  a,  par  conséquent, 

liin  Pm  =  e*". 

Mais,  en   posant  -    -  c"*=  B,  la  quantité  B  est  finie  et  différente 
de  zéro,  et  Ton  a 

lim  ,— , ,—  =  B: 

c^est  la  proposition  que  je  voulais  démontrer. 

■ 

IV.     —   Des   points  limites  a  CONVEHCKPICE   inRÉCLLlÈRE. 

9.  J^ai  dit  dans  les  préliminaires  que  chaque  espèce  de  conver- 
gence irrégulière  était  caractérisée  par  la  deuxième  condition  quUl 
faut  adjoindre  à  la  condition />  >•  N  pour  être  assuré  de  l'inégalité 
raod  oLp  <  e.  Je  considérerai  le  cas  où  la  suite 

y})  ^i(-),     ?l(>5),     Ç-aC-S),        ..., 

converge  irrégulièrement  vers  une  limite  a:,  de  telle  sorte  que, 
si  Ton  prend  seulement  les  termes  dont  les  indices  sont  divisibles 
pa^r  un  entier />,  la  condition  que  Tindice  m  soit  supérieur  à  un 
nombre  convenable  suffise  pour  que  le  module  de  fm{z)  —  x  soit 
inférieur  à  un  nombre  positifs  pris  aussi  petit  qu'on  voudra.  Au- 
trement dit,  je  suppose  qu'en  ne  prenant  dans  la  suite  (i)  que  les 
bennes  dont  l'indice  est  divisible  par/>,  la  suite  ainsi  obtenue, 

^^^  «>/;(-)'       ^Sp(^)^       ?3/>(-),        ..., 

0/ifeies  caractères  d'une  convergence  régulière  vers  x, 

"^st  clair  que  rien  ne  justifie  a  priori  l'arbitraire  qui  préside  à 
notre  ohoix.  Mais  la  suite  montrera  jusqu'à  quel  point  il  est  fondé. 

*^*     Si  nous  posons  ^p(z)  =/{z)f   nous  remarquons  d'abord 
l'ie  1^  suite  (p)  et  la  suite  (i)  du  n"  6  ne  diffère  qu'en  ce  que/ 
*^°^pl^ice  9  :  on  est  donc  en  droit  d'appliquer  les  théorèmes  des 
""6,    7 et 8. 
\iosi  : 

'^^^^isle  cas  actuel,  le  point  limite  x  est  une  racine  de  Véqua- 
'^"  r^^  rendant  le  module  de  — ^^j—  ^''  />/wa*  égal  à  r unité. 
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Et  réciproquement  : 

En  appelant  x  une  racine  de  Véquation  Ey,,  qui  rende. 

module  de  — ^^ — -  inférieur  à  l'unité,  il  existe  un  cercle  de 

de  centre  x,  tel  que  tous  ses  points  conduisent  au  point  x^ 
façon  que  la  suite  (/?)  converge  régulièrement  vers  x. 

Enfin  : 

Lorsque  k  croit  indéfiniment,  le  rapport 

d^p{^)y 


f^'j 


converge  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro. 

11.  Mais  il   importe  d'approfondir  davantage  la  question, 
façon  à  mettre  bien  en  lumière  la  raison  pour  laquelle  la  suite (, 
converge  régulièrement  vers  Xj  tandis  que  la  suite  (i)  conver 
irrégulièrement. 

Soit  \L  rindice  auquel  la  racine  x  appartient  :  [jl  divise/?,  os 

soit 

le  groupe  circulaire  de  racines  dont  x  fait  partie.    On   a  /)0i 

m/    • X 

Si  Ton   suppose  que    x  rende  le  module  de  — '-^  "■  inférieu 
l'unité,  on  aura  donc 

mod[îp'(^)  f(:r,)...  ©'(•^|i-i)]<«» 

c'est-à-dire  que, /;owr  z=.  x^\e  module  de  — ^^^— -  est  inférieui 

Punité  et,  par  conséquent,  en  vertu  de  la  réciproque  énoncée  ds 
le  numéro  précédent,  la  suite 

(fA)  ?^t(-)»    ?V(-),    ©S^C'S),    ..• 

présente  les  caractères  d'une  convergence  régulière  vers  x.  D'à 
leurs,  la  suite  ([jl)  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  (/>); 
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plus,  il  n'est  pas  possible  de  trouver  une  suite  ([jl') 

V(^)'  TV^'*^»  TSa'C-^)»    •••» 

offrant  les  caractères  d'une  convergence  régulière  vers  x  et  dans 
laquelle  on  aurait  [x'<[  [x  :  autrement  x  appartiendrait  à  un  indice 
inférieur  à  [x,  et  non  à  [x  lui-même. 

Ainsi,  en  excluant  le  cas  limite  douteux  où  le  module  de  — ?^-— 

dz 

est  égal  à  Tunité  pour  3  =  x,  on  peut  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

5/,  en  prenant  dans  la  suite  (i)  les  ternies  dont  les  indices 
^ont  divisibles  par  V entier  /?,  on  peut  former  une  suite  (p) 
convergent  régulièrement  vers  x^  en  appelant  [x  Vindice  au- 
çuelr  appartient^  on  peut  toujours  supposer  p  =  [x  et,  déplus, 
l^est  Ici  valeur  la  plus  petite  que  puisse  prendre  le  nombre  p, 

'2.  Prenons  donc  une  racine  x  appartenante  l'indice  [x  et,  véri- 
fiant la  condition 

inod[o'(^)?'(^i)?'(^î)  . .  •  ?'(^^-t)]<i, 
je  fornic  les  suites 


?         ••••••••♦  •••1 


^^  première  suite  converge  régulièrement  vers  x.  D'ailleurs,  la 
substitution   ^{z)  permet  de  passer  de    la    première   suite  à  la 

^'•xième,  de  la  deuxième  à  la  troisième,  etc.  Il  en  résulte  donc 
H"c  la  deuxième  suite  converge  régulièrement  vers  Xi,  la  troi- 
î»'eme  vers  x^,  etc.,  la  dernière  vers  Xji-i,  ])Ourvu  qu'on  suppose 
9"  aucune  des  quantités  x,  .r,,  j:^,  . . . ,  x^,,  n'est  un  pôle  de 
n^)>    cas  que  j'examinerai  tout  à  riieurc.  Si  l'on  remarque  d'ail- 

"""^  que  X  est  une  racine  quelconque  du  groupe  circulaire 
'  "^1  >  . . . ,  j:(i_,  ,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

'*    groupe  circulaire  de  jx  racines,  vérifiant  la  condition 
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étant  donné,  chaque  racine  du  groupe,  par  exemple  x/,  est 
centre  d'un  cercle  C^,  .'  3  étant  un  point  intérieur  à  ce  cerci 
?pi^)y  P^^^  P  indéfiniment  croissant,   tendra  vers  l'une  o 
l'autre  des  racines  du  groupe  suivant  le  reste  de  la  division 
de  p  par  \k. 

Les  termes  dont  les  indices  sont  tous  congrus  à  (h  —  i)  sui- 
vant le  module  ^l  forment  une  suite  qui  consierge  régulièremem 
vers  la  racine  Xh- 

13.  Je  ne  m^arréterai  pas  à  la  démonstration  du  fait  suivant: 
On    peut    toujours    entourer   chaque   point    du    groupe,  par 

exemple  x/,  d'un  cercle  Fi  ayant  son  centre  en  ce  point,  de  sorte 
qu'il  suffise  de  partir  d'un  point  intérieur  à  l'un  de  ces  cercle 
pour  sauter  successivement  des  uns  aux  autres,  et  de  telle  faço< 
(|ue,  dans  un  passage  dans  un  cercle,  on  soit  plus  rapproché  de  so 
centre  que  dans  le  passage  qui  précédait. 

On  se  rend  ainsi  très  bien  compte  de  cette  convergence  irréç^ 
lière  de  la  suite  (i)  que  nous  avions,  dès  l'abord,  arbitraireaur^ 
définie. 

V.     —    L'iMFII^l    ENVISAGÉ    COMME    POINT    I.IMITE. 

14.  Un  pôle  de  ^{z)  ne  peut  être  un  point  limite  à  convergenii 
régulière  :  cela  est  évident.  Mais,  si  le  point  O'  de  la  sphère  q 
représente  l'infini  est  un  pôle  de  ^(2),  ce  point  peut  être,  so« 
une  condition  très  simple,  envisagé  comme  un  point  limite  à  cofl 
vergence  régulière. 


Je  pose 


Z  Zx  ^% 


on  a 


H?) 


Kn  supposant  que  m  soit  le  degré  de  multiplicité  du  pôle,  o-« 
el  '\{^' )  csl  liolouinrplic,  ainsi  que  son  inverse,  dans  l'inli'r^ 


MÉLANGES.  3ji 

d'un  cercle  G  enlouranl  le  point  z'^=o  :  j'ai  d'ailleurs 


./        ^ 


Zt=  -. 


Le  point  ^'=  o  est  un  point  limite  pour  la  substitution    z\  -rr—r  1 
pourvu  que  pour  s'=  o  le  module  de  U  dérivée 


m 


soit  inférieur  à  Tunité.  Si  m  >•  i ,  il  est  nul;  si  //*  =  i ,  ce  module 
est  égal  à  mod  7- — •>  c'est-à-dire  au  module  de  —, — :;  il  faut  donc 

que  le  module  de  cp'(oo  )  soit  supérieur  à  l'unité. 

Dans  le  cas  où  ^'(oo  )  a  un  module  supérieur  à  l'unité,  il  existe 
dans  le  plan  où  se  meut  la  variable  5  un  cercle  C^,  tel  que  tout 
point  5  extérieur  à  ce  cercle  conduit  à  l'infini,  par  voie  de  conver- 
gence régulière. 

Celte  expression  de  convergence  régulière  vers  l'infini  s'explique 
assez  par  ce  qui  précède,  et  n'a  rien  de  choquant  si  l'on  fait  usage 
de  la  représentation  à  l'aide  de  la  sphère. 

Ajoutons  que,  tandis  que  ^p{z)  croît  indéfiniment,  le  rapport 

'^jT^  tend  vers  une  limite  finie  et  difliérente  de  zéro,  pourvu 

(jue  o'(oo)  ne  soit  pas  infini. 

» 
*3.  Enfin,  l'infini  peut  faire  partie  d'un  groupe  circulaire.  En 

^"Ct,  soit  le  groupe 

^^  peut  arriver  que  j?a_i  soit  un  pôle  de  <p(5),  il  suffit  que  l'infini 
*^>lun  point  ordinaire  de  ©(5),  tel  que  o(oo)  =  4?a+i.  La  repré- 
*^ntation  à  l'aide  de  la  sphère  permet,  dans  ce  cas  comme  dans  le 
P^'ecédent,  de  ramener  l'étude  de  l'infini  à  celle  d'un  point  quel- 
*^^9^e  de  la  sphère.  Au  lieu  de  l'intérieur  d'un  cercle  C^:^,  nous 
"foas  à  en  considérer  l'extérieur. 

VI.  —  Exemples. 

Il' 

.  ^-     Je  donnerai  quelques  exemples  des  propositions  ^éncralo 
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Une  substitulion  linéaire  (zt^  z)  peut  toujours  se  définir  pa 
relation 

Z\ —  6  ~~      z  —  b 

pourvu  que  les  deux  points  doubles  a  el  b  soient  distincts  : 
peut  alors  supposer  que  le  module  de  K  est  inférieur  à  Tunité. 
Ton  appelle  c  la  valeur  de  z  qui  rend  ^i  infini,  on  a  alors 

€  —  a        I 


c-6  ~  K' 

doncmod(c  —  a)  >  niod(c  —  6),  et  la  racine  a  est  la  plus  éli 
gnée  du  pôle  de  z%.  Les  deux  racines  a  et  fr  appartiennent  à  Yi 
dicc  I,  et  il  viy  a  pas  de  racine  appartenant  à  un  indice  superie 
En  difTérentiant,  on  trouve 


dz  \z  —  b  /        K\z  —  a  / 

Pour  5  =  a  il  vient 


pour  z  =i  h 


(  — 
\  dz 


■)-K; 


(dz^\    _1 
\dz)u~  K 


\jie  point  a  est  donc  seul  un  point  limite. 
Si  le  module  de  K  est  égal  à  Tunité^  on  a 

K  =  e^    et     f^HJ?  =e^P«^^; 
Zp  —  b  z  —  b 

et,  à  moins  que  0  ne  soit  commensurable  avec  tî,  il  n'y  a  pas 

limite.  Si  0  est  commensurable  avec  7t,  on  retombe  sur  z  après 

nombre  fini  d'opérations.  J'ai  écarté  ce  cas  dans  mes  recherch 

Enfin,  reste  le  cas  où  les  deux  racines  a  et  b  coïncident;  on  p 

écrire  alors 

I  I 


Zi  —  a       h  —  a 
on  a 

dzi 


/*: 


îz        \z  —  a  / 


qui,  pour  z  =  a^  donne  Tunité.  H  y  a  doute  dans  ce  cas.  Mai 
voit  tout  de  suite  que 


z  Êf  —  Cl  z  -~~  {t 
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qui  pour  p  infini  donne  limite  {Zp —  a)  =  o.  Le  point  double  est 
donc  un  point  limite  pour  tous  les  points  du  plan. 

17.     Je  prendrai  encore    l'exemple    de  la    substitution  (^i,^) 

dcGnie   par  Téquation 

I  mz'^-¥-\ 
Zi  =■ 


z    z^-\-  m 

Cette  substitution  trouve  une  application  dans  le  mode  de  cor- 
respondance par  lequel  on  associe  à  un  point  d'une  conique  à 
centre  le  point  où  la  normale  -à  la  conique  rencontre  pour  la 
seconde  fois  la  courbe. 

Les  racines  appartenant  à  Tindice  i  sont  données  par  Téqua- 

lion 

(5* -H  /n)*=  m*  —  I. 

Aucune  d'elles  n'est  limite. 

Pour  avoir  celles  qui  appartiennent  à  l'indice  a,  il  suffît  d'envi- 
sager ]es  deux  équations 

I  mz^  -h  I  I   mz}  -H  I 

^1  = y  Z-=- ■ • 

Z  s^-^  m  Zi   z^-h  m 

De  ces  équations,  on  tire  ^J  —  z^={Zi — z)  (z^-i-  z)  =o;  la 

relation  5,  —  ^  =  o  donnerait  les  racines  appartenant  à  l'indice  i, 

ce  qui  est  conforme  au  théorème  I  du  n"  4.  La  relation  Zt  -|-  ^  =  o 

condtj  it  à  l'équation  z^  —  i  =  o  et,  par  suite,  aux  deux  groupes  cir- 
culai i^^s 

Z  =  ly  (  >5  =  t, 

.5  =  —  I ,     \  Z  =.  —  i. 

^^    posant 

m  =  a  -I-  ib, 

on  lt*c>uve  que  le  premier  couple  est  limite  si  a'^i  :  c'est  au  con- 
irair^  le  second  si  a<^ — i.  Aucun  n'est  limite  si  a  est  compris 
^'ïlro    _j_  I  et  —  I  ;  il  y  a  doule  pour  a  =  ±ii. 

^»   Je  ne  puis  passer  sous  silence  l'application  de  cette  théorie 
*'ègle  de  Newton  pour  le  calcul  approché  des  racines. 
*^it/(5)  une  fonction  holomorphc;  prenons 
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on  a 

Toutes  les  racines  simples  de  f{z)  =  o  sont  des  points  lim 
à  convergence  régulière. 

Il  en  est  d^ailleurs  de  même  pour  les  racines  multiples,  car  dj 
Texpression  de  ^'{z)  on  trouve,  en  prenant  le  rapport  des  dé 
vées  (2/>  —  2)'*"*"  des  deux  termes  de  la  fraction,  pour  une  raci 
multiple  d'ordre /:>  de /(:;), 

•  P 

19.  Si  Ton  prend,  au  lieu  de/'(.3),  une  fonction  holomorphe^(c 

f(z) 
la  substitution  o(z)=:z —  ~~-v  admettra  pour  point  limite  toi 

zéro  de/(5)  pour  lequel  le  module  de  i  —  /  ^      ^  J  ^ç,^^  înfériei 

à  Tunité. 

Dans  cette  hypothèse,  si  cette  inégalité  du  module  est  vérifi 
pour  tous  les  zéros  de /(s),  et  que  ceux-ci  soient  simples,  enl 
si  fi^z)  eig{z)  sont  deux  polynômes  à  coeilicients  réels,  il  est  ass 
curieux  de  remarquer  que  l'on  peut  remplacer/' (5)  par  g{z)  da 
la  formation  de  la  suite  de  Sturm.  La  raison  en  est  que,  pour  toi 

racine  réelle  de/{z),  le  rapport  «^-^  est  forcément  positif. 

20.  Grâce  à  des  coupures,  on  peut  faire  en  sorte  qu'une  fon 
tion  algébrique  de  la  variable  z  n'ait  en  chaque  point  du  pi 
qu'une  valeur,  et  se  comporte  comme  une  fonction  uniforme.  ( 
peut  appliquer  à  ce  cas  la  théorie  générale. 

Je  prends  pour  exemple  la  substitution  (z,  >3|),  où  z^  est  lié  a 
par  l'équation 


^1^  —  z  —  a  =  o. 


Si  l'on  introduit  une   coupure  indéfinie  issue  du   point  ci 
tique  — a,  une  fois  fixée  une  valeur  de  z^  pour  une  valeur  de 
en  s'assujettissant  à  ne  rencontrer  jamais  la  coupure,  l'équatii 
précédente  définit  une  valeur  unique  pour  ^,  en  chaque  point  ( 
plan. 

Ainsi,  que  a  soit  réel  et  positif,  de  même  que  z,  nous  pourn» 
prendre  pour  z^  la  valeur  réelle  positive  racine  de  l'équation 
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poser  alors 

/'/ 

puis 


{'/" 


Zf  =  \  Zt  -i-  a  =  \'a  —  \^a  -r-  z, 

puis 

Zi=i\a-^\a-hi^a-r-Zf      

D'après  la  théorie  générale,  le  point  limite  doit  être  la  racine 

positive  de  Téquation 

zP  —  z  —  a  =  Qy 

et  Ion  vérifie  sans  peine  que  c'est  ce  qui  a  lieu. 
Si  Ton  appelle  x  cette  quantité  limite,  on  a  pour  z  =  x 

dz\  I 


dz       pxP'^ 
La   racine  x  est  plus  grande  que  Tunité,    il   en  résulte   que 
^Jj^  -<  I.  Conformément  au  théorème  du  n**  8,  le  produit 

(j>xP-'^)f^{zk-x) 

tend  Vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  lorsque  A*  croît  in- 
définiment. 

Si,  en  particulier,  on  fait/>  =  2,  a  =  2,  ce  théorème  conduit  à 
'expression  bien  connue  de  7:,  que  Ton  rencontre  dans  la  méthode 
des  périmètres. 

VIU     —  Essai  u'exteksiom  a  des  substitutions  plus  générales. 

^1*  Il  reste  encore  bien  des  points  que  nous  n^avons  pas  abor- 
dés: j^  citerai  d'abord  le  cas  douteux  que  j'ai  signalé  dans  le  n"  7, 
et  la  c|uestion  des  points  limites  à  convergence  irrégulière  autres 
que  Ceux  que  j'ai  étudiés.  Enfin,  au  point  de  vue  géométrique,  la 
division  du  plan  en  régions  d'après  les  points  limites  auxquels 
conduisent  ses  divers  points  reste  à  être  traitée  tout  entière. 

^^   Envisagée  au  point  de  vue  géométrique,  la  question  que  j'ai 
traitée  est  susceptible  d'une  grande  généralisation. 
^^  l^on  pose 


».  «..* 


T'  ^u  et  <L  sont  des  fonctions  uniformes  des  variables  réelles  x  et  v, 
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on  a  le  mode  le  plus  général  de  transformation  qui  fait  a 
pondre  un  point  P|(^i,  J'i)  à  un  point  P(Xyy).  On  peut 
alors  étendre  la  théorie  à  un  champ  à  plusieurs  variables,  et 
cher  les  points  limites. 

Je  prendrai  trois  variables  et  les  trois  fonctions  uniforme: 

7t  =  ^'(^»  V,  z), 
-I  =  0(j-,^r,  z). 

Soit  M(rt,  6,  c)  un  point  limite,  p  la  distance  de  ce  poir 
point  P(a;,  j^,  :;),  p I  sa  distance  au  point  P|  (x^ 9  Viy  z^),  ... 
dirai  que  le  point  P^,  pour  k  infini,  tend  régulièrement  vc 
point  M  si  la  suite 

P»    Pi»    Pï>    Piy    •  • •»    PA»    ..  • 

converge  régulièrement  vers  zéro. 

En  écartant  le  cas  où  M  serait  un  point  de  discontinuité  ps 
fonctions  ç,  t}^,  9,  on  trouve  que  (a,  b,  c)  vérifient  les  équa 
simultanées 

|a:  =  ©(a?,7,  z\ 

En  posant 


on  a 


d9  ôo  ôo 

^k^t  =  ;^  **•  -^  5J^  ?*  -^  ^  ïA- -+-*(«*,  ?A-,  n), 
^*^'  =  Ë  "*  "*■  si  ^^*  "*■  ^  "^^  "^  '^^**'  ^^"^  ^*^' 


Posons 


on  a 

,1      


PÎ+i  =  F(«*»  Pa»  Ya)  -+-  A(aA-,  Pa-,  Ta). 

F  est  une  forme  quadratique  ternaire  de  olj^,  ^ai  Y*  ^^  A  une 
cubique  dont  les  coedicients  sont  des  fonctions  entières  • 
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mémos  quantités.  On  a 

\  ?k  I      pî-     pî- 

Lorsque  aA,  ^a,  y*  tendent  vers  zéro,  on  a 

lim  ( )  =  lim-—  =  lim  ,^/  ,    !"^ — 4t* 

Soient  î,  Tj,  îj  des  variables  finies  proportionnelles  à  a^,  pAj  Y** 
Je  forme  le  rapport 

11  faut  que  la  limite  de  ce  rapport  soit  au  plus  égale  à  Tunité  : 
^onc,  si  dans  tous  les  cas  ce  rapport  est  inférieur  à  l'unité,  on  sera 

^'Jr  que  ^^  tend  vers  une  limite  inférieure  à  i . 
^        p* 

Or  ce  rapport  est  au  plus  égal  à  la  plus  grande  des  racines  de 

^quaiion  en  S.  Si  donc  les  racines  de  Téquation  en  S  sont  toutes 

'^férieures  à  Tunité  en  valeur  absolue,  on  est  sûr  que  le  rapport 

^7- tend  vers  une  limite  inférieure  à  Tunité. 

^û  est  dès  lors  conduit  à  ce  théorème,  que  j'énonce  sans  dé- 
•onsij-ition  : 

^^  ie  point  {a,  6,  c)  vérifie  les  équations  (i)  et  si  de  plus  la 
jrnif^  quadratique  F(Ç,  r,,  ^)  —  Ç^  —  r^^  —  ^2  e^/  définie  et  né- 
«^«t'o,  il  existe  une  sphère  S  de  centre  M(a,  6,  c),  telle  que 
^^^^  ^cint  intérieur  conduit  au  point  M  par  convergence  ré- 

0?>  applique  aisément  ce  théorème  à  la  transformation  homo- 
fî^pWîque  de  l'espace  qui  conserve  le  plan  de  TinGni. 

^'^fin,  on  reconnaîtra  la  possibilité  de  définir  aussi  dans  ce  cas 
^^  Sï*oupes  circulaires  limites^  comme  je  l'ai  fait  dans  ces  re- 
*^«^ches. 


^uli.  des  Sciences  mathém,,  3*  série,  t.  VII.  (Décembre  i883.)      26 
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ALBERT   GIRARD,   DE   SAINT-MIHIEL  ; 
Par   m,  Paul  TANNERY. 

1 .  Un  des  géomètres  les  plus  remarquables  du  commencemf 
du  xvii"  siècle  a  été  Albert  Girard,  que  les  historiens  des  Mail 
matiques  et  les  biographes  considèrent  comme  Hollandais,  i 
Ouvrages,  écrits  en  français,  ont  été  de  fait  publiés  à  Leyde  et  a 
Haye  de  i6'25  à  i634,  et  il  vivait  à  cette  époque  dans  les  Pays-B 
où  il  était  au  service  des  Etats  généraux,  probablement  com 
ingénieur,  ainsi  que  l'avait  été  avant  lui  Simon  Slevin,  de  Brug 

C'est  dans  l'édition  de  i634  (Elzevir,  Leyde)  des  Œuvres  A 
thématiques  de  ce  dernier,  édition  revue,  corrigée  et  augmen 
par  Albert  Girard,  mais  parue  seulement  un  an  après  sa  mort,  i 
se  trouvent  les  seules  données  historiques  que  Ton  possède  sur 
compte.  La  lettre  dédicatoirc,  adressée  aux  Etats  généraux  el 
prince  d'Orange  (Frédéric  de  Nassau)  débute  ainsi  : 

Mcsseigneurs,  voici  une  pauvre  veuve  avec  onze  enfants  orphelins,  a 
quels  le  mari  et  père,  d(^cèdé  il  y  a  un  an,  n'a  laissé  qu'une  bonne  répi 
tion  à' avoir  fidèlement  servi  ci  employé  tout  son   temps  à  la  reche 
des  plus  beaux  secrets  de  Mathématiques;  ayant  été  ravi  lorsqu'il  proj 
d'en   laisser  quelques  monuments  utiles  à  la  postérité  et  de  sa  propr 
vention. 

Mais  une  Note  d'Albert  Girard  (vol.  IV,  p.  482)  sur  les  ei 
nages  : 

Etant  ici  en  pays  étrange,  sans  Mœcenas,  et  non  sans  pertes,  ay 
grande  famille,  je  n'ai  pas  le  loisir,  ni  le  pouvoir  d'escrire  ici  tout 
y  pourrait  cstrc  convenable, 

nous  apprend  formellement  qu'il  était  étranger  dans  les 
Bas  (*  ).  Il  est  clair  que  son  pays  d'origine  ne  peut  être  chef 
dehors  de  la  Belgique  ou  de  la  France. 

2.  Notre  géomètre    s'intitule   d'ailleurs  constamment 
Girard,    samielois,    mathématicien.    ïcrquem  a  déjà  (*) 


(')  Cette  remarque  parait  avoir  été  faite  pour  la  première  fois  par 
man  van  Oijen  {Bullettino  Boncompagni,  t.  III,  1870,  p.  3Go). 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques j  t.  \II  (i853),  p.  195, 
renseignement  à  l'obligeance  de  M.  HoUcI. 
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nmielois  par  «  de  Sainl-Mihiel  »,  mais  sans  justifier  en  rien  celte 
aduction.  Quelque  autorité  que  piU  lui  donner  Torigine  lorraine 
'  Terquem,  la  démonstration  restait  à  faire  lorsque  la  même  iden- 
icatlon  me  vint  à  Tesprit. 

Contre  mon  attente  cependant,  il  me  fut  impossible  de  trouver, 
i  quelque  endroit  que  je  pusse  ima<;iner  de  le  chercher,  Temploi 

I  vocable  Samielois  pour  désigner  les  habitants  de  Saint-Mihiel. 
3Utes  mes  tentatives  furent  vaines  jusqu'à  ce  que  M.  Victor 
yger  me  signalât  l'existence  de  livres  imprimés  en  latin  à  Saint- 
ihiel  par  les  Du  Bois, de  i()i.'i  à  i()3<), et  portant  comme  indication 
î  lieu  Samieli  in  Lotliaringia  ou  Samifli  (  '  ). 

Je  dois  les  renseignements  qui  suivent  à  la  complaisance  de 
[.  Lallement,  vice-président  du  tribunal  civil  de  Saint-Mihiel. 

Les  orthographes  Saint-Miel,  Sainmiel,Saimmiel  sont  fréquentes 
u  xvii''  siècle  et  représentent  la  prononciation  locale  actuelle. 
)ans  le  patois,  la  diphthongue  ai  se  prononce  comme  dans  ait. 

Lesactesde  mariage  et  de  décès  n'existent  pas  à  Saint-Mihiel  pour 
a  période  qui  nous  occupe;  ceux  de  baptême  commencent  au 
)  mai  ij-6.    De  cette  époque  au   i*""  janvier  ir>io  on   ne   trouve 

II  octobre  i  5()5)  qu'un  (iirard  (Humbert),  fils  de  Jean,  dont  le  père 
i  exercé  comme  notaire  de  150-  à  i()3.>,.  Le  nom  de  Girard  est  au 
este  relativement  rare  dans  le  pavs,  tandis  que  celui  de  (iérard 
!st  très  commun. 

On  doit  signaler  un  Jean  Girard  de  Vigneulles  (à  ir)'""de  Sainl- 
^lihiel)  qui  signa  en  i56o,  avec  les  hugu(»nots  de  Saint-Mihiel,  une 
pétition  pour  le  libre  exercice  de  la  religion  réformée. 

«^-  H  ne  peut  plus  être  mis  (*n  doute  qu'en  revendiquant  avec 
^Cï'sislance  au  sein  des  Pavs-Has  la  qualité  de  Samielois,  Albert 
ï»rard  ne  jetât  comme  de  lointains  appels  à  la  patrie  dont  les  évé- 
^''îents  Tavaient  séparé,  et  que  celte  patrie  ne  fut  pour  lui  Saint- 
'•niel^  qu'il  soit  né  d'ailleurs  dans  la  ville  même  ou  dans  les  envi- 
^'^s,  ce  qu'on  ne  peut  guère  décider  aujourd'hui.  Aucune  autre 
"^  De  peut  se  prêter  à  riih^nlification  du  vocable,  et  s'il  ne  semble 
P^^senter  qu'une  orthographe  prétentieuse  de  certains  lettrés,  il 


\  I-es  Du  Bois  étaient  des  imprimeurs  {[(^  Verflun  qui  fomicront  une  suicursalr 
'^inUMihiel.  Dans  un  des  Ouvrages  en  question,  la  rour  dos  grands  jours  i\\\ 
^^is  est  appelée  Suprema  Somiellana. 
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devait  être  à  cette  époque  compris  sans  hésitation  par  tous  lescc^  ^' 
patriotes  d'Albert  Girard. 

L'absence  de  son  nom  dans  les  actes  de  baptême  de  la  ville  ^le 
doit  pas  étonner.  On  peut  l'expliquer  de  trois  façons   : 

Ou  Albert  Girard  était  né  dans  une  paroisse  des  environs  ^e 
Saint-Mihiel,  hypothèse  qu'il  est  aussi  difficile  de  réfuter  cj  «e 
d'établir,  à  moins  qu'un  heureux  hasard  n'apporte  quelque  lumitl-  le 
sur  ce  |)oint. 

Ou  bien  il  était  né  avant  ioy6;  il  serait  mort  ainsi  à  plus  de 
cinquante-sept  ans.  Cette  supposition  ne  présente  rien  de  matériel- 
lement impossible;  je  ne  suis  toutefois  guère  porté  à  l'admettre.  L.es 
textes  que  nous  avons  indiqués  semblent  montrer  qu'il  est  m  ^irl 
dans  la  force  de  l'âge,  el  que  ses  onze  enfants  étaient  encore  re-la- 
tivement  jeunes.  J'admettrais  volontiers  qu'il  est  mort  dans  les  crn- 
virons  de  la  cinquantaine,  qu'il  était  né,  par  suite,  de  1 58o  à  i5  c>o. 

Ou  bien  enfin  les  parents  d'Albert  Girard  étaient  huguenot si   el 
il  n'a  pas  été  baptisé  suivant  les  rites  catholiques.  Il  est  à  peu  près 
certain  de  fait  qu'il  appartenait  à  la  religion  réformée,  et  que?   ce 
fut  là  un  des  principaux  motifs  qui  le  firent  s'expatrier  pour  cher- 
cher dans  les  Pays-Bas  un  asile  qui  ne  semble  pas  avoir  répondu 
à  ses  espérances.  Il  y  avait  à  cette  époque  à  Saint-Mihiel  et  dans 
les  environs  un  grand  nombre  de  protestants  dont  beaucoup  quit- 
tèrent le  pays  à  la  suite  des  édits  des  ducs  de  Lorraine.  Le  premier 
de  ces  édits  est  du  19  septembre  1572;  il  semble  que  l'expatria- 
tion d'Albert  Girard  ait  été  très  postérieure  et  qu'il  n'ait  quitté  son 
pays  que  déjà  parvenu  à  1  âge  d'homme,  peut-être  déjà  marié. 

Qu'il  me  suffise  d'avoir  contribué  pour  ma  faible  part  à  restituer 
à  une  ville  de  notre  Lorraine  un  mathématicien  dont  la  haul** 
valeur  n'est  pas  contestable.  On  sait  que,  dans  son  Invention  now 
celle  en  Algèbre  (1629),  il  a  été  le  précurseur  de  Descartes  pour 
l'interprétation  des  quantités  négatives;  que,  d'autre  part,  il  ^ 
achevé  (Leyde,  162 5)  pour  les  deux  derniers  Livres  une  traduction 
française  de  Diophante  commencée  par  Simon  Stevin  sur  le  texl^ 
latin  de  Xylander,  travail  qui,  à  cette  époque,  présentait  de  hautes 
difficultés.  Je  me  propose  du  reste  de  revenir  sur  ses  écrits  à  une 
autre  occasion. 
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VL  pi'R  DIB  RBiNE  UiND  ANGBWANDTB  Mathbmatik,  herausgegebeii  von 

*"  •  BORCHARDT  (  *  ). 

Tome  XC;  1880. 

^niiis  (G,).  —  Relations  entre  les  fractions  réduites  de  séries 
cédant  suivant  les  puissances  de  la  variable.  (1-17). 

problème  de  déterminer  une  fonction  rationnelle  dont  le  numérateur  et  le 
oitnateur  aient  un  degré  prescrit  et  qui  coïncide  avec  une  fonction  donnée 
le  plus  grand  nombre  possible  de  valeurs  données  a  été  résolu  pour  la 
îére  fois  par  Cauchy  (Analyse  algébrique,  p.  528)  et  plus  tard,  mais  plus 
emtnl  (Journ./ûr  Math. f  t.  XX\),  par  Jacobi,  quia  enseigné  à  représenter 
tniérateur  et  le  dénominateur  de  diverses  manières  sous  la  forme  de  déter- 
nts.  Cependant  il  n'a  pas  abordé  les  relations  qui  ont  lieu  entre  plusieurs 
tons  de  ce  genre  dont  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  sont  de  degrés 
^nts.  Ce  sont  les  relations  les  plus  importantes  de  cette  sorte  que  M.  Fro- 
^s  a  réunies  succinctement  dans  ce  Mémoire;  mais/ pour  plus  de  simplicité, 
>^  borné  au  cas  où  les  valeurs  données  de  la  variable  coïncident  toutes  en 
^ule  (Jacobi,  loc.  cii.y  p.  149;  voir  aussi  Keoiieckeb,  Monaisberichte  der 
'»«/•  Akademiêf  1878,  p.  97). 
Sur  les  fractions  réduites  de  séries  procédant  suivant  des  puissances.  — 


oïl'  Bulletin,  V,,  193. 
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,^  2.  Relations  algébriques  entre  les  numérateurs,  les  dénominateurs  et  les  resi 
des  réduites.  —  §  3.  Sur  les  réduites  de  la  série  de  Taylor.  —  §  4.  Intégrati 
de  Fcquation  diflférentielle  C^p  =  o.  —  §  5.  Développement  en  fractions  coo 
nues  de  séries  procédant  suivant  des  puissances.  ^ 

Weingarten  (</•)•  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  îsost 
tiques.  (i8-33). 

Dans  ses  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes.  Lamé  a  énoncé  la  propositi 
qui  dit  qu'un  solide  élastique  en  équilibre  peut  être  décomposé  par  trois 
milles  de  surfaces  orthogonales,  en  parallélépipèdes  infiniment  petits  dont 
faces  sont  sollicitées  normalement  par  les  forces  élastiques.  Lamé  a  donné 
nom  de  surfaces  Uoatatiques  à  ces  familles  de  surfaces.  L'erreur  inhérente 
cette  proposition  n'est  pas  difficile  à  découvrir.  Cependant  un  intérêt  particul 
s'attache  à  l'erreur  de  Téminent  mathématicien;  car,  selon  ses  propres  paroi 
c'est  de  cette  propriété,  si  nettement  caractérisée,  que  lui  est  venue  l'idée  c 
coordonnées  curvilignes.  Il  semble  qu'il  n'existe  pas  de  recherches,  publiées  ji 
qu'à  présent,  sur  les  conditions  dont  dépend  l'existence  de  surfaces  isostatiqa 
Les  développements  de  M.  Weingarten  ont  établi  ces  conditions  et  signih 
quelques  questions  qui  s'y  rattachent  de  plus  prés.  M.  Weingarten  montre 
particulier  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  consistent  en  ce  que  tr 
certains  invariants  s'évanouissent.  Ces  trois  équations  qui  sont  du  premier  orc 
aux  différentielles  partielles  par  rapport  aux  grandeurs  qu'elles  contiennent, 
linéaires  par  rapport  aux  quotients  différentiels  de  ces  mêmes  grandeurs,  fc 
l'objet  de  l'adroite  analyse  de  M.  Weingarten. 

Kirchhoff  (G.),  —  Remarques  sur  le  Mémoire  de    M.  Voigt 
Théorie  du  point  lumineux,  (34-38). 

Dans  ses  Leçons  sur  la  Physique  mathématique  {Mécanique),  M.  Kirchhol 
traité  (Leç.  XXIII,  §  4  )  le  mouvement  causé  par  les  mouvements  infiniment  pet 
d'une  sphère  rigide  contenue  dans  un  fluide  compressible.  Ce  problème  est  t: 
semblable  à  celui  qu'a  résolu  M.  Voigt  dans  son  Mémoire  [Journ.,  t.  LXXXI 
Bulletin,  V„  p.  199)].  La  méthode  employée  par  M.  Kirchhoff  dans  son  liv 
s'applique  aussi  à  la  solution  du  problème  proposé  par  M.  Voigt  et  est  bea 
coup  plus  expéditive  que  le  chemin  que  cet  auteur  a  pris  :  c'est  ce  que  M.  Kii^ 
hoff  fait  voir  par  sa  Note. 

Geiser.  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  cinéa: 
tique  de  l'espace.  (39-43). 

11  s'agit  du  théorème  donné  par  M.  Mannheim,  p.  361  de  son  Counr 
Géométrie  descriptiife,  comprenant  les  Éléments  de  la  Géométrie  cinés 
tique  :  «  Lorsqu'une  figure  de  forme  invariable  se  déplace  de  manière  quequ^ 
de  ses  points  restent  sur  quatre  surfaces  données,  pour  une  position  qnelcoi» 
de  cette  figure,  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  de  tous  ses  points  ■ 
contrent  deux  mêmes  droites.  »  Ce  théorème,  publié  par  M.  Mannheim  au  /ob 
de  Math,  de  M.  Liouville  (3*  série,  t.  XI,  1866),  appartient  à  SchOnemann 
l'avait  fait  insérer  en  i855  aux  Monatsberichte  der  Berliner  Akademi^ 
M.  Geiser   ajoute  à   cette  Note   historique   une   démonstration  analytique 
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S^éoréme  que  SchOnemao   s*éuit  borné  à  énoncer  sans  démonstration,   mais 
^>nt  il  arait  tiré  d'importantes  conséquences. 


^^^Jioenemann.  —  Sur  la  construction  de  normales  et  de  plans 
«normaux  de  certaines  surfaces  et  lignes  courbes.  (44~48)* 

Réimpression  de  la  publication  citée  par  M.  Geiser  dans  la  Note  précédente. 

tC^^^itvQeg  {Dr,  J.). —  Sur  la  loi  pondéromotrice  élémentaire.  (49- 

:7o). 

Les  lois  des  effets  pondéromoteurs  et  électromoteurs  entre  des  courants  fermés 
CT-ouTent  leur  expression  la  plus  simple  dans  les  formules  potentielles  de  M.  F. 
^etiinann  et  peuvent  être  considérées  comme  démontrées  par  l'expérience;  au 
contraire,  il  est  toujours  encore  possible  de  concevoir  sur  les  deux  lois  élémen- 

m 

ta  ires  de  TElectrodynamique,  la  pondéromotrice  et  l'électromotrice,  des  hypo- 
thèses différentes  et  qui  s'excluent  l'une  l'autre,  mais  qui  peuvent  être  envisagées 
comme  également  autorisées,  eu  égard  à  l'explication  des  faits  observés  jusqu'à 
pcrés«nt.  M.  Korteweg  s'est  proposé,  dans  le  Mémoire  actuel,  de  rechercher  jus- 
<Tii*oC[  s'étend   cette  indétermination  pour  la   loi   pondéromotrice,  c'est-à-dire 
<i'ét.ablîr  une  théorie  générale,  renfermant  des  fonctions  indéterminées  et  qui  ne* 
*c  f>ermet  pas  d'autres  hypothèses  que  celles  qui  ont  été  examinées  par  l'expé- 
riexkoe  ou  qui,  à  cause  de  leur  probabilité  intrinsèque,  ont  été  reçues  dans  toutes 
les      théories  établies  jusqu'à  ce  jour.    Une  addition   d'hypothèses  convenables 
potKTTa  donc  transformer  cette  théorie  générale  en  une  quelconque  des  théories 
pitxs   spéciales.  MM.  Stefan  et  Maxw^ell,  qui  ont  tenté  d'établir  une  telle  théorie, 
n'c^i^t  pas  fait  attention  à  la  possibilité  de  couples  de  forces  entre  des  éléments 
de    ocurants.   Depuis  l'établissement  de  la  théorie  potentielle  de  M.  Helmholtz 
où     entrent  ces  effets  de  couples,  on  a  signalé  cette  lacune  dans  le  travail  pré- 
cieuse de  M.  Stefan,   et  Margules,  qui  a  essayé  de  la  remplir,  a  omis  un  des 
effets  possibles  des  couples. 

§  1.  La  loi  élémentaire  pondéromotrice.  —  §  2.  Effet  pondéromoteur  entre  des 
courants  fermés.  —  §  3.  Effet  pondéromoteur  qu'un  courant  fermé  exerce  sur 
^^  élément  de  courant.  —  §  4.  Déduction  des  théories  plus  spéciales. 

Fuchs  (Zr.).  —  Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Borchardt.  (71- 
73). 

Hazziclakis  (J.-N,).  —  Sur  une  équation  diflerentielle  du  second 
ordre.  (74-79)- 

nazzidakis  {J.-N.),  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  et  homogènes.  (80-82). 

^^ofU.  —  Déduction  rapide  des  théorèmes  d'addition  pour  les  in- 
^^SraleselliptiquesenpartantdeTéquation  - — }-  tx  =  o.  (83-84). 

^^f*fm  (J,),  —  Sur  les  courbes  planes  du  troisième  ordre.  (85- 
lo,). 
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Dana  aon  Mémoire  Sur  les  /ormes  des  courbes  du  troisième  ordre  (t.  L] 
du  Journ.;  Bulletin^  IV, ,  p.  90),  M.  Durège  met  à  profit  le  théorème  :  « 
y  a  sur  elles  des  points  d'où  l'on  peut  tirer  quatre  tangentes  réelles,  il  1 
a  aussi  où  ces  tangentes  sont  toutes  imaginaires.  »  Pour  le  démontrer,  il  1 
pose  connus  les  trois  systèmes  de  points  conjugués  et  la  génération  d* 
courbe  du  troisième  ordre  par  deux  involutions  projcctives  de  rayons  :  ce  ! 
des  propriétés  qu'on  n'apprend  qu'après  une  étude  profonde  de  la  cou 
M»  Sturm  donne  au  n*»  1  une  démonstration  qui  ressort  immédiatement  d 
génération  de  la  courbe  au  moyen  de  faisceaux  projcctifs  de  rayons  et  de 
tions  coniques,  génération  découverte  par  Chasles  et  qui  parait  être  la  ] 
naturelle.  De  plus,  l'auteur  développe,  au  n**  2,  un  supplément  de  la  dém 
stration,  due  à  M.  Salmon,  pour  la  constance  du  rapport  anharmonique 
quatre  tangentes  issues  d'un  point  de  la  courbe;  car,  si  excellente  que 
cette  démonstration,  elle  ne  prouve  la  constance  que  pour  les  points  qui  ap| 
tiennent  à  la  même  branche.  Les  n*"  3  et  4  donnent  enfin  des  considérati 
purement  géométriques  et  extrêmement  simples  sur  des  propriétés,  pour  la  ] 
part  connues,  des  courbes  du  troisième  ordre  :  réalité  des  points  d'inflexi 
des  tangentes  issues  d'un  point  de  la  courbe,  relation  entre  le  point  de  coni 
et  le  point  tangentiel. 

Franke.  —  Sur  les  équations  de  troisième  et  de  quatrième  deg 

(102-108). 

Koenigsberger  (L.),  —  Remarques  générales  sur  le  théorème  d' 
bel   (109-163). 

Soit  V  une  fonction  rationnellement  logarithmique  des  grandeurs  a,  c'y  a', . 
où  a,  a\  a' y  ...  sont  certains  paramètres  ;  on  peut  mettre  le  théorème  d'A 
sous  la  forme 


(0 


f{^x^y)dx-^  j     /{x,y)dx-{-„.-^  I      /{x,y)dx  =  v, 


f{x,y)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  la  fonction  y  de  x,  Eù% 
geons  ce  théorème  d'abord  sous  le  point  de  vue  fourni  par  la  théorie  génê 
de  la  transformation  des  intégrales  abéliennes  :  il  fournit  alors  une  rela 
spéciale  d'intégrales  semblables,  qui  correspond  à  l'équation  de  transforma 
linéaire  dans  les  intégrales,  ou  bien  le  théorème  d'Abel  peut  être  consi^ 
comme  une  combinaison  algébrique,  et  unique  dans  sa  forme,  des  Taleurï 
l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  pour  différentes  limites  d'intégration  1 
algébriquement  l'une  à  l'autre  et  d'intégrales  plus  simples  (les  fonctions 
continues  de  celles-ci),  pour  des  arguments  composés  algébriquement  de 
limites  d'intégration,  et  ainsi  le  théorème  peut  se  prêter  à  de  vastes  recherc 
car,  si  l'on  envisage  l'intégrale  f/{Xyy)dXf  oh  y  désigne  une  fonction  m 
brique  irréductible  de  a:,  comme  intégrale  de  l'équation  difîérentielle 

le  théorème  d'Abel  fournit  une  proposition  sur  une  relation  algébrique  dl 
même  intégrale  de  l'équation   différentielle  (a)  pour   divers   argument» 
algébriquement  les  uns  aux  autres,  et  d'une  intégrale  des  équations  âHPé 
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o<k  les  fonctions  ^  dénotent  des  fonctions  rationnelles  satisfaisant  à  la  condition 
d.'^ÂBtégrabilitéy  des  grandeurs  a,  et  où  celles-ci  sont  liées  d'autre  part  aux  pre- 
ismÂcrs  arguments.  Sous  ce  point  de  vue,  le  théorème  d'Abel  permettra  une  géné- 
ralisation des  relations  analytiques,  et  c'est  pour  développer  ses  études  sur  ce 
smmjetqae  M.  KOnigsberger  a  publié  ce  travail,  qui  se  rattache  à  un  autre  Mé- 
xvmoire  du  même  auteur.  «  Sur  des  relations  algébriques  entre  des  intégrales  d'é- 
«fviations difTérentielles  distinctes»  (t.  LXXXIV;  Bulletin^  III,,  p.  ii3). 

N^tto^E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  discriminants.  (i64- 

i85). 

Voici  comment  M.  Kronecker  s*est  exprimé  sur  ce  travail  (t.  XCII  du  Journ., 
P-    119  et  i3o)  :  «  Si  des  variables  H  se  présentent  dans  le  domaine  de  rationna- 
lité,  la  forme  discriminante  contiendra  toujours  des   formes   de   la  plus  haute 
multiplicité  comme   diviseurs  multiples;   elles  forment  <c  les  singularités  »  de 
la    forme  discriminante  à  la  recherche  desquelles  s'attachent  le  plus  grand  in- 
térêt   et  aussi  de  grandes  difficultés.  Voilà  pourquoi  nous  insistons  d'autant 
plus  sur  un  travail  publié  récemment  par  M.  Netto;  ce  Mémoire  traite  les  pro- 
blèmes algébriques,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire  ici,  selon  les  principes  de 
''Arithmétique,  et  l'on  y  trouve  déjà  une  série  de  résultats  développés.  Pour  en 
exposer  la  portée  pour  la  théorie  générale  des  grandeurs  algébriques,  il  faut  re- 
prendre les  genres  issus  d'un  domaine  de  rationnalité  (f,,  £,,  ...,  f„)  qui  font  le 
sujet  des  élucidations  du  §  12.  Les  grandeurs  entières  algébriques  de  ces  genres 
sont  fonctions  entières  des  variables  j;,,  j;,,  . . .,  x^y  et  conséquemment  fonctions 
algébriques  des  fonctions  élémentaires  symétriques,  désignées  par  f|,  f„  ...yf* 
^^  mêmes  variables  x.  Dans  chacun   de  ces  genres  il  existe  des  systèmes  fon- 
damentaux qui    ne   dépendent  que  d'un  nombre  aussi  grand   d'éléments  que 
l*ordre  du  genre,  et  cet  ordre  a  été  désigné  par  c  aussi  bien  ci-dessus  qu'au  lieu 
cité  de  M.  Netto.  La  forme  discriminante  sera   donc  remplacée  par  un  «  discri- 
minant du  genre  »,  et  celui-ci  est  une  puissance  du  discriminant  de  l'équation 

X^  —  i^X'*-^  4-  fj;r«-'  — . .  .±  f^  =  o, 

<loDt  l'exposant  se  trouve  déterminé  dans  le  travail  de  M.  Netto.  Le  discrimi- 
Btnt  de  chaque  équation  du  genre  est  divisible  par  ce  discriminant  du  genre,  et 
^  outre  M.  Netto  fait  voir  que  chacun  des  discriminants  d'équation  contient 
^core  des  systèmes  de  diviseurs  ou  des  formes  de  plus  haute  multiplicité 
^nume  facteurs  qui  sont  en  même  temps  des  diviseurs  multiples  de  la  forme  dis- 
criminante. Si  ces  résultats  de  M.  Netto  se  prêtent  à  être  appliqués  à  l'équation 
roodamentale  introduite  ici,  comme  cela   est  probable,  elles  fourniraient  des 

^(^tributions  à  la  connaissance  de  cette  forme  primitive  _  qui  fait  l'objet  prin- 
•^'Pal  des  «  développements  ci-dessus  ». 

^  de  Bruno.  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  au  dévelop- 
P^'ïîent  des  fonctions  et  aux  covariants.  (186-188). 
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Schrbder  (Ernst).  —   Sur  une  détermination  singulière  d'u 
fonction  par  des  conditions  formelles.  (189-220). 

Wiener  (Christian).  —  Étude  géométrique  et  analytique  de 
fonction  weierstrassienne.  (221-252). 

M.  Weierstrass  a  démontré  cette  proposition  remarquable  :  «  La  fonction 


/{x)  =  \    6,  cosa"^ic, 


où  X  est  une  variable  réelle,  a  un  nombre  entier  impair  supérieur  à  t,  b  i 
constante  positive  inférieure  à  1,  n'a  en  aucun  point  un  quotient  différentiel  < 
terminé  tant  que  la  valeur  du  produit  ab  ne  surpasse  pas  une  certaine  limi 
les  intervalles  des  x  étant  choisis  d'une  manière  particulière,  essentielle  pou 
proposition.  M.  Paul  du  Bois-Reymond  observe  là-dessus  que  certaines  sift 
larités  n'affectent  pas  des  espèces  particulières  de  nombres  qui  ne  se  présent 
toujours  qu'isolément,  mais  qu'elles  sont  réparties  uniformément  et  coïc 
continûment  sur  le  domaine  entier  des  grandeurs  de  l'argument.  Il  dit  enc 
dans  une  Note  :  «  Mainte  énigme  me  semble  cachée  sous  la  métaphysique 
fonctions  weierstrassiennes,  et  je  ne  puis  me  défendre  de  penser  qu'une  éft 
plus  approfondie  finira  par  nous  amener  à  une  limite  de  l'intellect  sembla 
à  la  limite  établie  dans  la  Mécanique  par  les  notions  de  force  et  de  ma 
En  deux  mots,  ces  fonctions  me  semblent  constituer  des  séparations  de  1 
pace,  non  comme  les  nombres  rationnels  dans  l'illimitément  petit,  mais  < 
l'infiniment  petit.  » 

M.  Wiener  fait  l'étude  géométrique  et  analytique  de  la  fonction  intéressé 
et  y  ajoute  une  représentation  graphique  en  tant  qu'elle  est  possible  pour 
ligne  possédant  dans  l'espace  fini  un  nombre  infini  d'ondulations.  La  proposi 
de  M.  Weierstrass  se  trouve  être  vraie  en  général  ;  cependant,  pour  quelques 
droits  spéciaux,  il  résulte  un  quotient  différentiel  déterminé.  L'intuition  que  1 
teur  atteint  ainsi  sert  à  réfuter  la  conjecture  de  M.  Paul  du  Bois-Reyoft^ 
qui  aurait  ouvert  à  l'inconcevable  la  porte  des  Mathématiques. 

Craig  (Thomas).  —  Distorsion  d^une   sphère  élastique,  (a 
266). 

En  cherchant  à  estimer  la  déformation  que  les  masses  de  glaces  accniav 
aux  régions  polaires  de  la   Terre  produisent  dans  la  surface  solide  de  d 
globe,  M.  Craig  fut  porté  à   faire  l'étude  des  distorsions  d'une   sphère  9A 
élastique  sollicitée  aux  extrémités  d'un  diamètre  par  deux  forces  données, 
l'hypothèse  que  l'axe  ne  se  raccourcit  que  légèrement. 

Kbnigsberger  (L.).  —  Sur  des  intégrales  algébriquement  le 
rithmiques  d'équations  dlfTérentlelles  linéaires  non  homogft: 

(267-280). 

dz 
Si  l'équation  différentielle  --=-'  =  y  {oh  y  est  une  fonction  algébrique  ^ 

possède  une  intégrale  algébrique  ou  algébriquement  logarithmique,  celle— '^ 
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soff»  logarithmande  est  représentable  comme  fonction  ralionnelie  de  x  et  de  y. 
Pria  dans  ce  sens  et  sous  cette  forme,  le  théorème  d'Abel  permet  une  extension 
à    d^s  équations  différentielles  linéaires  non  homogènes  d'ordre  quelconque. 

Pi€:T^2rd  {Emile). —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
G<^ients  doublement  périodiques.  (281-302). 

lËIcrivant  Téquation  de  Lamé  sous  cette  forme 

^  =[n(n-+-i)A:«8n«a?-f-A]j', 

o€&    SDâ?  désigne  la  fonction  elliptique  ordinaire  de  module  Ar,  n  un  entier  posi- 
tif et  h  une  constante  quelconque,  M.  Hermite  a  montré  qu'un  système  fonda- 
mental d'intégrales  est  formé  de  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce.  Des  circonstances  analogues  se  présentent  pour  toute  équation  différen- 
tielle linéaire  à  coefficients  doublement   périodiques  de  première  espèce  dont 
rintègrale  générale  est  uniforme.  Les  équations  de  ce  genre  jouissent  d'une  pro- 
priété dont  la  démonstration  fait  l'objet  de  la  T*  Partie  du  travail.  M.  Picard 
établit  qu'une  équation  d'ordre  m  admettra,  en  général,  comme  intégrales  dis- 
tinctes m  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce;  c'est  ce  qui  ar- 
rire  pour  l'équation  de  Lamé,  quand  h  est  quelconque.  Les  changements  de 
forme  analytique  que  peuvent  subir  les  intégrales  dans  certains  cas  particu- 
liers sont  l'objet  d'une  étude  spéciale.  Dans  la  II*  Partie  l'auteur  considère  des 
systèmes   d'équations   linéaires  simultanées   à   coefficients   doublement  pério- 
diques; il  étudie  en  particulier  un  système  du  troisième  ordre  jouissant  d'une 
propriété  remarquable,  et  il  termine  par  une  application   géométrique  de  cette 
étude. 

^osanes,  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  correspondance  réci- 
proque. (3o3-32i). 

La  corrélation  de  deux  plans,  établie  par  une  forme  bilinéaire  ternaire,  a  fait 

'^  sujet  de  recherches  répétées  :  elles  se  sont  étendues  à  la  question  de  savoir 

<^oniiiigii(  l'on  pourrait  construire  la  transformation  avec  certaines  données  dont 

'^  nombre  était  suffisant,  ou  aux  problèmes  qui  concernent  la  coïncidence  des 

I^'^Qs  mis  en  correspondance.  Mais  on  ne  semble  pas  avoir  fait  attention   à  une 

•^ilrc  sorte  de   propriétés  de  la   transformation   générale  réciproque,  propriétés 

^^^  sont  remarquables  tant  par  leur  simplicité  que  par  leur  analogie  avec  des 

théorèmes  connus  de  la  théorie  des  sections  coniques.  Les  figures  relatives  à  ces 

*^«irbes  subissent  une  généralisation  en  ce   sens  qu'un  élément  simple  (point, 

«roitc)  est  remplacé  par  un  couple  d'éléments  dans   la   coïncidence  desquels 

celles-là  prennent  leur  origine.  L'extension  ainsi  gagnée  est  encore  très   propre 

*  ^^îre  mieux  ressortir  certaines  propriétés  des  sections  coniques  et  fournit  une 

nouvelle  proposition  sur  les  couples  conjugués  de  points  d'une  courbe  de  second 

^^cire.  —  L'application  aux  formes  quaternaires  qui  donne  des  généralisations 

^  propriétés  des  surfaces  de  second  ordre  n'a  été  faite  que  dans  un  cadre  plus 

^^^^trcint.  —  La  connaissance  de  couples  de  points  dépendants  tels  qu'ils  ont  été 

**efÎQi5  dans  un  Mémoire  du  même  auteur  (t.  LXXXVIII,  Bulletin,  Vj,  p.  107) 

^  trouve  complétée  par  les  concepts  nouvellement  introduits.  La   construction 

^  sixième  couple  dépendant  de  cinq  couples  est  ramenée  à  un  problème  simple 

^t"  Connu.  Enfin,  pour  la  figure  de  l'espace  de  huit  couples  dépendants  de  points. 
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le  degré  des  surfaces  qui  s'y  présentent  se  déduit  maintenant  avec  facilité^ 
dis  qu'il  était  alors  resté  indéterminé. 

Bruns  {H.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  sphériq 

(322-328). 


Heine  (E,).  —  Sur  la  fonction  sphérique  P'»(cosy)  pour  n  infi- 
(329-33 1). 

Hermite  (Ch,).  —  Sur  Tîntégrale  eulérienne  de  seconde  esp 
(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Schwarz,  de  Gœttin 

(332-338). 


/ân- 


es. 


des 
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Dans  sa  démonstration  pour  la  convergence  des  séries  procédant  suivant 
fonctions  sphériques,  M.  Dini  s'appuie  sur  ces  trois  propositions,  empruntées 
théorie  des  fonctions  sphériques  P^  (  .r  )  :  i •  (  2  /i  -h  i  )  P,  =  Pj,  ^  ^  —  P»  - 1  »  ^' 
n  racines  de  P,(cosw)  —  o  sont  toutes  réelles,  simples  et  à  peu  de  chose  jrr^rê 
uniformément  réparties  sur  l'intervalle  de  o  à  t,  d'autant  plus  uniformém  ^^^ 
que  n  est  plus  grand;  3«  limP,(cos(i>)  =  o  pour  /i  r=  x,  non  seulement  si  cir:^* 
diffère  de  =^i  d'une  quantité  finie,  mais  aussi  si  o  tend  avec  n  croissant  suir  .^^^i 
un  certain  mode  vers  o  ou  vers  -it.  M.  Bruns  donne  des  démonstrations  IrèsaeSl 
gantes,  élémentaires  et  rapides  de  ces  propositions  sans  aucun  secours  pui^mî 
dans  la  théorie  des  fonctions  sphériques.  Ainsi  la  démonstration  de  converge 
que  nous  venons  de  mentionner  se  simplifie  de  manière  à  devenir  aussi  si 
et  directe  que  celle  de  Dirichlet  pour  les  séries  trigonométriques. 


JORNAL  DE  SQENCUS  MATHEMATICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado 
Dr.  Francisco  Gomes  Tbixeira,  professor  de  Mathematica  na  Universi 
de  Coimbra,  socio  correspondente  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Li.^ 
e  da  Sociedade  de  Sciencias  pbysicas  et  naturaes  de  Bordeaux  (  ^  ). 

Tome  II;  1880. 

Bellavitis  (G,),  —  Solution  trouvée  par  la  méthode  des  équi[> 
lences.  (3-6,  i  pi;  ital.). 

A  l'aide  de  sa  méthode  des  équipollences,  M.  Bellavitis  donne  la  so1utio«> 
la  question   posée   dans  le   I**  volume,   page  i^"?.  par  M.  Schiappa-Mont.o^ 
dans  les  termes  suivants  :  «  Trouver  un  cercle  tangent  à  un  cercle  donné ,     ^ 
passe  par  un  point  donné  A,  et  dont  le  centre  soit  situé  sur  une  droite 
ment  donnée  CD  »,  et  aussi  la  solution  de  cette  autre  question^  énoncée  paçe 


(')  Voir  Bulletin,  II,,  18.'). 
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fin  même  Volume,  ainsi  qu'il  suit  :  «Tracer  uu  arc  de  cercle  qui  fasse  des  angles 
donnés  avec  deux  cercles  concentriques  connus.  » 

Da  Ponte  Horta  (F.).  —  Étude  sur  le  problème  proposé  au  n"  10. 
(7-32;  I  pi.). 

\ OIT  Bulletin,  2*  série,  p.  188. 

Cette  suite  du  travail  de  M.  da  Ponte  Horta  se  rapporte  :  1*  aux  lieux  sy- 
métriques des  centres  des  cercles  qui  coupent  deux  cercles  donnés  sous  des 
angles  donnés  (p.  7-16);  a<*  aux  lieux  des  centres  des  cercles  qui  coupent  une 
droite  donnée  sous  Tangle  a',  et  un  cercle  aussi  donné  sous  Tangle  a. 

Gomes  Teixeira  (F,).  —  Sur  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles; lin.  (33-4 1;  l*r.). 

Marrecas  Ferreira  {L,'F,),  —  Sur  un  problème  de  Mécanique 
appliquée.  (42-45). 

Ce    probli;me  de  Mécanique  appliquée  consiste  à  construire  une  voûte  dans 
uoe  cavité  déterminée,  sous  certaines  conditions  énoncées. 

Cra^ciro  Lopes  (C-II.).   —    Solution  d'un  problème  proposé. 

(415-48). 

Cette  question  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Étant  données  trois  circonférences 
iiont  les  centres  sont  A,  B,  C,  et  dont  les  deux  premières  ont  une  conle  com- 
vi^une  IJ,  mener  par  le  point  1  une  transversale  qui  les  rencontre  respectivement 
•»ux    points  X,  Y  et  Z,  de  telle  sorte  que  XZ  soit  ù  XY  dans  le  rapport  donné 


ni 


Schiappa  Monteiro  (A,\  —  Question  proposée.  (4^). 

H  s'agit  de  prouver  géométriquement  que  les  lieux  H,  H'  des  points  de  IVs- 
P^ce  dont  les  distances  à  deux  droites  fixes  M,  N,  non  situées  dans  le  même  plan, 

***^t  cotre  elles  uu  rapport  constant  — »  sont  des  hyperboloïdes  scalénes  ou  non 
"^  révolution  («c). 

'^^llcivitis  (C).    —  Extrait  d'une  Lettre  à  F.  Gonies  Teixeira. 
(49). 

^et  extrait  d'une  lettre,  érritc  pur  Helluvitis  de  Padoiic  au  D'  Gomes  Teixeira 
"^  0>ïmbre,  est  relatif  à  Tapplirutioii  de  la  niélhode  des  é<{uipollences  au  beau 
^«êoréme  énoncé,  p.  /17,  par  Aï.  Cravciro  Lopcs. 

'^f^f-t^recas  Ferreira  ( l^.-F,).  —  (Question  |)roposée,  n'^  12.  (49)- 

^ette  question  est  la  siiivunlc  :  «  Deux  points  étant  donnés,  déterminer  avec 
^  Conipas  ordinaire  le  poini  niilieu  de  la  dislaïuc  ((iii  les  sépare.  » 

'^^^recns  Ferreira  ( I., -F.),  —  Sur  la  f|ucslion  proposée  n"   11 . 
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Schiappa  Monteiro  {Alfredo).   —  Recherches  synthétique^ 
analytiques  sur  le  cercle  variable  assujetti  à  couper  contin 
lement  deux  cercles  donnés  sous  des  angles  également  don^^ 
(54-64,  i3o-i37,  174-182;  fr.). 

f     /(sin  j:,  cosj?)  dx.  (65-tf 
0 

Schiappa  Monteiro  {Alfredo),  —  Sur  l'aire  latérale  d'un  c^ 

conique.  (68-76,  81-96,  iio-ia5). 

11  s'agit  de  calculer  élémentairement  Taire  latérale  et  le  volume  d'un  (= 
conique,  déterminée  par  Tintersection  d'un  cône  de  révolution  avec  deux  pla 
Tun  de  ces  plans  étant  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution.  (C'est  la  quesfl 
proposée  à  la  page  176  du  I*'  volume  du  Jornal  de  Sciencias  niathematic^ 
astronomicas. 

Schiappa  Monteiro  {Alfredo).  —  Question  proposée  n**  13.  (^ 

Il  s'agit  de  déterminer  le  sommet  commun  de  deux  triangles  symétriqnei^ 
semblables,  de  bases  données  AD  et  BC. 

Marrecas  Ferreira  (L,-F,),  —  Sur  l'équation  du  second  de^ 

(77-80). 

Bellavitis  (G.).  —  Résolution  de  la  question  proposée  n®  12.  (& 

Schiappa  Monteiro  (Al/redo).  —  Solution  de  la  question  pis 
posée  au  n*"  1  du  tome  I  en  employant  la  méthode  des  équijp 
lencesy  et  comparaison  de  cette  solution  avec  celle  que  do  J 
la  Géométrie  élémentaire.  (97-109). 

Marrecas  Ferreira  (L^-F.),  —  Sur  la  question  proposée  n** 

(126-129). 

On  a  vu  que  cette  question  n*  13  demande  de  déterminer  le  sommet  corax 
de  deux  triangles  symétriquement  semblables  et  de  bases  données  AD  et 

Gomes  Teixeira  (F.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéai 
aux  dérivées  partielles  de  second  ordre.  (i38-i53). 

Birger-Hansted.  —  Trois  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  * 
nombres.  (i54-i64;  fr.). 

Marrecas  Ferreira  (L.-F.).  —  Sur  un  problème.  (i65-i66). 

Ce  problème  est  relatif  aux  arrangements  des  lettres  dans  deux  cadenas  à  se^ 
Martins  da  Siha{J.'A.). —  Sur  une  formule  intégrale.  (167-1^ 
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Dans  re  Mémoire,  M.  Martias  da  Silva,  sous-lieuleDant  élève  d'artillerie^  fa  il 
isage  d'ane  formule  abélienne  et  montre  qu'il  a  puisé  à  bonne  source  sa  con- 
laissance  approfondie  du  Calcul  différentiel  et  intégral. 

irger-Hansted,  —  Questoes  propostas  n"*  14  e  15.  (173). 

Des  deux  questions  envoyées  par  M.  Birger-Hansted,  de  Copenhague,  à  son 
collègue  de  Coïmbre,  la  première  a  trait  aux  congruences  de  nombres  premiers; 
la  seconde  est  ainsi  formulée  :  «  Etant  donnée  une  figure  plane  composée  d'un 
hexagone  régulier,  sur  les  côtés  duquel  sont  d'autres  hexagones  réguliers  cou- 
gments  au  premier,  on  veut  savoir  comment  il  est  possible  de  couper  cette 
figure  par  trois  lignes  droites  qui  la  divisent  en  parties  congruentes  ou  non 
congruentes,  de  telle  sorte  qu'avec  ces  parties  on  puisse  former  un  hexagone 
régulier.  » 

Urger-Hansted,  —  Quelques  transformalions  de  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  à  coefficients  constants,  par  substitution 
d'une  nouvelle  variable.  (183-187). 

^roti  (J.)  et  Birger-Hansted.  —  Questions  proposées  n°*  16  et 
17.  (188). 

I^  première  de  ces  deux  questions,  le  n"  16,  relative  aux  nombres,  est  proposée 
^^  M.  J.  Perott,  jeune  mathématicien  et  érudit  polonais;  la  seconde,  relative 
'^'^  carrés  magiques,  est  proposée  par  M.  Birger-Hansted,  de  Copenhague. 

^fnes  Teixeira  (F.).  —  Notice  sur  G.  Bellavitis.  (189-igi). 

^ans  cette  brève  Notice,  M.  Gomes  Teixeira  a  appelé  l'attention  de  ses  com- 
patriotes sur  le  savant  professeur  de  l'Université  de  Padoue,  et  sur  ses  immenses 
'^▼aux  que  la  mort  venait  d'arrêter,  travaux  parmi  lesquels  il  faut  citer  au 
^'^mier  rang  sa  Méthode  des  e'quipollences,  qui  rendit  son  nom  célèbre  en 
Europe.  Cette  nouvelle  méthode  de  Géométrie  que  Bellavitis  développa  plus 
^rd  avec  tant  de  succès  fut  publiée  pour  la  première  fois,  en  i833,  dans  les 
^'^'Uiles  de  l'Institut  Lombard-Vénitien,  Un  second  Mémoire  parut  en  1837, 
"^^  troisième  en  i843)  puis  enfin  en  i854y  dans  la  collection  des  Mémoires  de  la 
^^^tété  italienne  des  Sciences  de  Modéne,  parut  sa  fameuse  Sposizione  del  me- 
•^^^io  délie  equipoUenze,  qui  donna  à  la  nouvelle  méthode  une  forme  définitive, 
't  que  M.  Laisant  fit  ensuite  passer  dans  notre  langue.  Bellavitis  était  un  éru- 
'h  de  premier  ordre,  un  bibliographe  distingué,  en  même  temps  qu'un  éminent 
'^^thématicien.  Il  publiait  à  Padoue  une  jRevue  des  Journaux  scientifiques, 
p^i  est  précieuse  par  les  indications  bibliographiques  qu'elle  renferme  et  qui 
*it  autorité  grâce  à  la  haute  compétence  du  directeur  dans  toutes  les  questions 
'^latives  aux  diverses  parties  des  Sciences  mathématiques. 

Tome  III;  1881. 

^'^icippa  Monteiro  {Alfredo).  —  Sur  une  question  proposée 
15  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  de  M.  Bour- 
..(3-6). 
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Cette  quç5tion  est  la  suivante  :  «  loscrire  un  triangle  dan»  un  cercle  doun» 
étant  auâsi  donnés  les  points  milieux  des  arcs  sous-tendus  pnr  se:»  côtés.  • 


Marrecas  Ferreira  {L.-F.).  —  Sur  un  problème  de  Géométrû 

(7-i5). 

Voici  renonce  de  ce  problème  :  «  Étant  données  deux  droites  qui  se  cou| 
en  un  plan,  et  un  point,  tirer  par  ce  point  des  transversales  satisfaisant  à  ce*^  ""^tc 
condition,  que  les  rectangles  des  segments  définis  par  les  droites  et  le  po  ^^^ 

soient  équivalents  à  un  rectangle  déterminé.  »  Ce  problème,  proposé  par  Am:*     ^^^i 
et  divers  autres  auteurs,  est  considéré  comme  Tun  des  problèmes  les  plus  ii^^^i^ 
cessants  de  la  Géométrie  élémentaire  par  M.  Marrecas  Ferreira,  et  cet  babile^^^^ 
métré  en  a  fait  l'objet  d'une  élude  spéciale  et  approfondie. 

Gomez  Teixeira  {Pedro),  —  Question  proposée  n**  18.  (i6). 

Martins  da  Siha   (J.-A.).  —  Sur  la  transformation  des  fo        oc- 
tions  X"  de  Legondre  on  intégrale  définie.  (17-20). 

Gomez  Teixeira  {Francisco).  —  Leçon  préliminaire  sur  rorif — y"* 
et  sur  les  principes  du  Calcul  Infinitésimal,  faite  aux  élèveflisssde 
l'Université  de  Coïmbre.  (2i-4'>). 

Rocka  Peixoto  {A, -F.).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  sectK^  _2ion$ 
planes  du  cône  de  révolution.  (46-48). 

Martins  da  Silva  (J.-A.).  —  Sur  la  réduction  directe  d^  JW 
classe  d'intégrales  définies  multiples.  (49-54)* 

liodriffues  {J.-M,),  —  Sur  une  formule  de  Wronski.  (55-64)    

Martins  da  Siha  {J.-A.),  — Démonstration  d'un  Ùiéorèm^^  de 
M.  Bcsge.  (():*)- 72). 

Ce  théorème  de  M.  Besgc  »c  trouve  simplement  énoncé,  sans  démonstrvlMff, 
au  lome  XIX,  novembre  187),  du  Journal  de  Mathématiques  purtê  et  aippU- 
quées  de  M.  Liouville,  l'illustre  mathématicien  que  la  France  vient  de  perdiir. 

Gomes  Teijreira  {Fr.).  —  Sur  Thistoire  de  Nonius.  (jS-So). 

Le  savant  fondateur  et  éditeur  du  Journal  des  Sciences  mathématiquts  et 
astronomiques  de  Coïmbre  reproduit  d'abord  un  article  de  M.  Brensinf,  de 
Brème,  publié  sous  le  titre  de  Nonius  ou  Vernier?  dans  le  n*  2889  du  journal 
allemand  Astronomische  Nachrichten  ;  et,  pour  donner  une  idée  plus  conpl^l^ 
de  rhistoire  de  Nonius,  il  fait  suivre  cet  article  de  la  proposition  IH*dali^**' 
rarissime  de  Pedro  Nunez  intitulé  de  Crepusculis.  C'est  dans  ce  passage  de  »o 
Livre  que  le  savant  portugais  présente,  pour  la  première  fois,  rinstnimeat ((.'* 
sert  à  mesurer  les  petites  parties  des  lignes  droites  ou  des  angles. 

Schiappa  Montciro  {Alfredo).  —  Solution  de  la  question  pi" 
posée  11»  17.  (81-86). 
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l^a  question  à  résoudre  était  celle-ci  :  a  Étant  donné  un  carré  magique  formé 
car  n^  nombres  distincts,  de  combien  de  manières  est-il  possible  de  permuter 
entre  eux  ces  n}  nombres  sans  que  le  carré  magique  cesse  d'exister?  » 

Bodrîg^ues  (J.'Af.).  —  Sur  la  théorie  des  facultés.  (87-96). 

Schiappa  Monteiro  {A,),  —  Note  de  Géométrie  descriptive  sur 
l'intersection  des  surfaces  de  second  ordre.  (97-104). 

Gomes    Teixeira  (P-)»  —  Sur  quelques   théorèmes   d'Arithmé- 
tique. (ioj-ii5). 

Birger  Hansted.  —  Question  proposée  n°  19.  (iitt). 

Schiappa  Monteiro  {A,).  —  Question  proposée  n"  20.  (i  16). 

Schiappa  Monteiro  {A,),  —  Solution  de  la  question  proposée 
nM6.  (ii7-i3o). 

Schiappa   Monteiro  {A.),  —  Note  sur  la  ligne  de  striction  de 
l'hyperboloide.  (i3i-i5o). 

Après  les  travaux  de  Michel  Chasles  et  de  M.  de  la  Gournerie  sur  la  ligne  de 
striction  de  l'hyperboloïde,  M.  Schiappa  Monteiro  Tétudie  à  son  tour,  mais  à 
'aide  seulement  de  l'Algèbre  ordinaire. 

^^hiappa  Monteiro  (A,),  —  Solution  de  la  question  proposée 
ï^MS.  (i5i-i53). 

^  question  n*  15  était  la  suivante  :  «  Etant  donnée  une  figure  plane  compo- 
^  d'un  hexagone  régulier,  sur  les  côtés  duquel  sont  six  autres  hexagones  régu- 
liers congruents  au  premier,  on  demande  de  couper  cette  figure  par  trois  lignes 
^^oites  qui  la  divisent  en  parties  congruentes  ou  non  congruentes,  de  telle  sorte 
^'^'•▼ec  ces  parties  on  puisse  former  un  hexagone  régulier. 


fî 


Games  Teixeira  {Fr,).  —  Bibliographie.  (i54-i56). 


I^ns  cette  brève  revue  bibliographique,  M.  Gomes  Teixeira  analyse  les  Mé- 
""oircs  suivanU  : 
'*  Note  sur  l'équation  aux  dérivées  partielles,  par  M.  Paul  Mansion,  de  Gand  ; 
Z^         3*  Suf  uQ^  propriété  de   la  fonction  de  Poisson  et  sur  la  méthode  de  Jacobi 
pour  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  par 
*•  ï^iiilippc  Gilbert,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  catholique  de 

^*  Étude  sur  le  déplacement  d*un  solide  invariable  dans  l'espace,  par  M.  Luis 
'*o>*ûrio  da  MotU  Pegado; 

^*  Observations  sur  le  magnétisme  terrestre  dans  l'Ile  de  Saint-Thomas,  par 
^Qillaume-Auguste  de  Britto  Capello. 

^^^j^pa  Monteiro  {A.)^  —  Question  proposée  n**  21.  (i56). 

^^^il,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VII.  (Janvier  i883.)  R.i 
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Il  s'agissait  de  trouver  les  solutions  entières  de  Téquation  a^  =  y^^ 
courir  aux  logarithmes. 

Rodrigues  (J,'M.),  —  Sur  une  formule  d'Euler.  (157-176 

Il  s'agit  d'une  formule  fondamentale  du  Calcul  intégral  qui,  si  on 
dans  son  acception  philosophique,  constitue,  au  dire  de  M.  Rodrigues, 
sion  algorithmique  de  l'unité  logique  entre  les  trois  algorithmes  théorii 
mitifs  et  fondamentaux  du  Calcul  intégral. 

Martins  da  Silva  (J.-A,).  —  Note  sur  la  transfortnatioi 
intégrale  définie.  (177-184). 

Gomes  Teixeira  {F.).  —  Sur  la  multiplication  des  déterni 

(i8:)-i86). 

Schiappa  Monteiro  (^.).  —  Solution   de  la  question  pi 
n«14.  (187-189). 

Gomes  Teixeira  {F,),  —  Bibliographie.  (190-191). 

L'auteur  de  cet  article  bibliographique  s'occupe  d'un  Mémoire  très  il 
de  M.  Paul  Ma nsion, professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  royale  < 
sur  y  Évaluation  approchée  des  aires  planes.  Dans  ce  Mémoire,  'q 
d'abord  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  M. 
traite  des  principales  formules  employées  pour  évaluer  approximative! 
aires  planes,  c'est-à-dire  celles  de  Simpson,  de  Weddle,  de  Poncelet,  de  1 
tier,  de  Dupain  et  d'Eugène  Catalan. 

A.  M. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,   rédigées  par  MM.  Gsi 
Ch.  Brisse  (•).  —  3*  série. 

Tome  I;   1882,   1"  semestre. 

Halphen.  —   Sur  un  critérium  relatif  à  la  théorie  des  sei 
coniques.  (5-7). 

Nature  d'une  conique,  déterminée  par  trois  de  ses  points  et  par  son 
cas  spécial  de  l'hyperbole;  conique  déterminée  par  trois  de  ses  tangente 
son  centre. 

Jiesal  (//.).  —  Sur  quelques  applications  du  théorème  de  & 
relatif  aux  enveloppes  des  courbes  planes.  (7-10). 

Roulement  de  deux  circonférences  (S)  et  (S')  ;  enveloppe  d'one  hyperl 


(*)  \oir  Bulletin,  V,.  i5i. 
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on  d'une  épicycloTde  ;  enveloppe  de  la  développante  d'une  circonférence  concen- 
trique  à  (  S  )  ;  enveloppe  d'une  circonférence  (  S,  )  dont  le  centre  se  trouve  sur 
\a  circonférence  (S).  Pour  des  courbes  roulantes  quelconques,  toute  enveloppe 
est  uae  certaine  roulette.  Enveloppes  d'une  normale  à  une  ellipse  roulante. 

Barbcwin  (P.).  —  Note  sur  les  coordonnées  bipolaires.  (iS-aS). 

L'auteur  a  résumé  d'une  façon  intéressante  des  notions  générales  sur  leséqua- 
tioos  des  courbes  en  coordonnées  bipolaires  sur  leurs  tangentes  et  leurs  asym- 
ptotes. L'article  se  termine  par  une  étude  des  ovales  de  Descartes,  des  coniques 
à  centre  et  des  ovales  de  Cassini,  dans  ce  svstcme  de  coordonnées. 

LviBONMÈ.  —  Généralisation  d'une  propriété  de  la  surface  de 
l'onde.  (29-31). 

11  s*agit  d'un  théorème  de  Mac-Cullagh  sur  la  génération  de  la  surface  de 
l'oode  au  moyen  de  l'ellipsoïde  et  d'une  propriété  des  normales. 

Ocag^r^e  {M.  rf').  —  Remarques  sur  le  pendide.  (32-33). 

Dc^X3(  propriétés  du  mouvement  d'un  pendule  circulaire  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  constante. 

Picaw^e  [A,),  —  Solution  d'un  problème  de  Géométrie.  (33-39). 

Voici  l'énoncé  du  problème  en  question  : 

f^^^j  un  triangle  isoscèle  OAB,  /'angle  à  la  base  A  vaut  n  fois  rangle  au 
ioaiFwn^t  0;  déterminer  le  rapport  de  la  base  AB  au  côté  OA. 

On  arrive  à  l'intégration  d'une  équation  aux  différences  finies  que  l'auteur  ef- 
fectiac   fort  élégamment. 

Ocag-r^e  (M.  d').  —  Élude  sur  un  mode  de  détermination  des 
coui:*l)es  planes.  Application  cinématique.  (4o-45). 

**-  cl'Ocagne  considère  une  certaine  transformation  tangentielle  d'une  courbe, 
étudia  les  relations  entre  les  rayons  de  courbure  correspondants,  et  applique  sa 
^^c><Je  à  la  Cinématique  plane.  Sur  ce  dernier  point,  les  résultats  sont  loin  de 
P^**^titcr  de  la  nouveauté.  Les  notations  des  équipollences  les  rendraient  à  peu 
pré*  intuitifs. 

^'^^spowDANCE. —  M,  y.  liomero  :  intéressante  figuration  géomé- 
^'^xie  de  propriétés  arithmétiques,  à  l'occasion  d'une  question 
d«  M.  Proth  (1323). 

'^^  Correspondances  émanant  d'étrangers  devraient  bien  être  mises  tout  d'a- 

^  ^n  français  correct  par  la  Rédaction  ;  il  y  a  des  formes  de  langage  obscures 
^^^  le  lecteur  français.  (46-48). 

Q^^^ioNs  PROPOSÉES.  —  1382,  1383.  (48). 

^^^t[A,),  —  Note  sur  les  propriétés  des  lignes  géodésiques  et 
^^^    lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde.  ( 49-62  V 


L. 


/• 
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L'article  en  questi(,n  a  pour  objet  de   démontrer  géométriquement  qu«^^^  ^^^' 

unes   des    plus   importantes   propriétés   des  lignes  géodésiques  et  des  ligk-  ^^^^dc 

courbure  de  l'ellipsoïde.   Cependant,  l'auteur  ne  craint  pas  d'y  appliquer  *?*^^ 

ment  l'analyse,  ce  qu'il  fait  avec  beaucoup  d'habileté.  ïiCS  lignes  géodes^  "^=siqoc$ 
passant  par  un  ombilic  sont  l'objet  d'une  étude  toute  spéciale. 

Somme  toute,  il  y  a  là  un  résumé  fort  intéressant  de  toutes  les  princ  ipales 
propriétés  dont  il  s'agit  avec  des  démonstrations  fort  élégantes. 

Weill.  —  De   rinvolution  de  plusieurs  points  sur  une  coni-       <jue. 

(62-79).     • 

Par  la  considération  de  l'involution  de  trois  points  sur  une  conique,  l'a^u 
arrive  à  déterminer  tout  d'abord  la  condition  pour   que   deux   coniques 
capables  d'un  triangle  inscrit  et  circonscrit.  De  là,   il  passe  ensuite  à  l'ei 
de  l'hexagone  inscrit  et   circonscrit  à  deux  coniques,  puis  il  énonce  un  c 
nombre  de  propriétés  nouvelles  sur  ces   questions,  dont  il    s'est  occupé  i 
longtemps  avec  une  prédilection  véritable  et  auxquelles  les  coordonnées 
tielles  s'appliquent  heureusement. 

CoifCouRS  d'agrégalion  des  Sciences  mathématiques  en  188  m*  - 
Énoncé  des  conditions  d'admissibilité  :  1"  sur  un  sujet  m^e  1 
cence;  2'^  sur  les  Mathématiques  spéciales;  3"  sur  les  Matlm ^ma- 
tiques  élémentaires.  Enoncés  des  comparaisons  finales  :  1.  ^  sur 
un  sujet  de  licence  ;  2"  de  Calcul  ;  3**  sur  la  Géométrie  descrip- 
tive. Énoncés  de  leçons  :  i"  sur  les  Mathématiques  élémentaires; 
a®  sur  les  Mathématiques  spéciales.  (79-85). 

Questions  proposées  pour  Tadmission  à  l'École  Polytechnique  <J*' 
noise.  Énoncés  de  Tannée  1872  à  l'année  1879  inclusivera^^^* 

(85-87). 

Compositions  données  aux  examens  de  licence  dans  les  différei»  •^^^^ 
Facultés  de  France,  en  1880.  Énoncés  des  Facultés  de  MarseiJ  *^- 
Besançon,  Bordeaux,  (ireiioble,  Lyon,  Montpellier,  Nancv, P^^* 
tiers,  Toulouse,  Rennes,  Clermont  et  Dijon  (session  de  juill^^ 
et  des  Facultés  de  Marseille  et  Besançon  (session  de  novembi^^^-' 
(87-90,  i33-i4o). 

BiBLiocnAPHiR.  —  Traité  de  Géométrie  analytique,  par  M.  H.  P^ 
quet,  capitaine  du  génie,  répétiteur   d'Analyse  à  l'École  Po- 
technique,  secrétaire  de  la  Société  Mathématique  de  Fran« 
i*"*  Partie,  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  i  vol. 
in  8°;  préface  de  Tauteur.  (95-96). 

Bouché  {E,),  —  Sur  l'intersection  de  Thyperboloïde  de  révolut  — — * 
et  d'une  droite.  (97-98). 
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Mêiltode  nouvelle,  simple  ea  théorie  et  offrant  de  grands  avantages  au  point 
:  vue  graphique. 

fau  {H,), —  Théorème  de  Thexagone  inscrildans  une  conique. 
99-102). 

L*auteur  déduit  de  la  propriété  fondamentale  de  la  polaire  le  théorème  de 
aseal,  puis  celui  de  Brianchon,  et  cela  par  un  raisonnement  géométrique  élé- 
lentaire. 

itomari  (-1^.).  —  Sur  deux  propriétés  relatives  aux  foyers  et  aux 
cercles  focaux  dans  les  coniques.  (102-109). 

D'après  la  première  de  ces  propriétés,  une  conique  peut  être  considérée  comme 
t  lieu  géométrique  des  points  dont  le  rapport  des  distances  à  un  cercle  fixe  et 

une  droite  fixe  est  constant,  les  distances  étant  comptées  normalement.  D'a- 
érés la  seconde,  c'est  le  même  lieu  géométrique,  les  distances  au  cercle  étant 
omptées  sous  un  angle  constant. 

ujt^ière.  —  Sur  un  théorème  de  Pappus;  extrait  d'une  Lettre. 

(«lo). 

Sur  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  masses  égales  parcourant  les  côtés 
****    polygone  fermé. 

^^L}'  {J-'B.),  -^  Solution  de  la  question  proposée  pour  Tadmis- 
10  II  à  rÉcole  Polytechnique  en  1881.  (iii-ii3). 

I*i^w  géométrique  relatif  à  un  cylindre  parabolique. 

^^é-Blanc.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admission 
1*  École  Normale  supérieure  en  1881.  (114-117). 

^**cîbléme  relatif  à  la  courbe  du  troisième  ordre  27^*=  4^*« 

^^£er{H,).  —  Solution  d'une  question  proposée  pour  l'admission 
1 1^ École  Polytechnique  en  1880.  (1 18-122). 

^teux  géométriques  relatifs  à  une  ellipse  et  à  un  cercle  concentrique. 

'3  Ç^H,),  —    Concours  d'admission  à  l'Ecole   Centrale  en   1880 
(première   session);    solution    de  la  question  proposée.    (122- 

Problème  relatif  à  l'hyperbole. 

EcOLï  KAVALE  (Concours  de  1881).  —  Énoncés  des  compositions  de 
Géométrie,  de  Statique,  d'Arithmétique,  d'Algèbre,  de  Trigo- 
nométrie, de  Géométrie  descriptive.  (126-127). 

rvCOLE FORESTIÈRE  (Concours  de  1881). —  Énoncés  des  compositions 
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de  Mathématiques,  de  Trigonométrie  et  Calcul  logarithmiques 

(.a8). 

École  Polytechkique  (Concours  de  1881).  —  Énoncés  des  comp^ 
sitions  de  Mathématiques,  de  Géométrie  descriptive,  donnée 
à  quelques   élèves   qui   n'ont  pu  concourir  que   tardiveme^ 

('29)- 

C0NCODR8  d'admission  à  Ttcole  Centrale  en  1881  (première 
sion).  —  Énoncés  des  compositions  de  Géométrie  analyti 
de  Trigonométrie,  de  Physique  et  Chimie  et  de  l'épure.  ( 

l32). 

Questions  proposées.  —  1384  à  139o.  (i4o-i43). 
Avis  aux  candidats  ù  l'École  Polytechnique  :  au  sujet  des    i>j 
grammes  d'admission.  (i43). 

L'Astronomie.  —  Annonce  du  Journal  publié,  sous  ce  titre,  pt 
M.  C.  Flammarion.  (i44)- 

I^goitx  {A,).  —  Stabilité  de  l'équilibre  d'un  point  matériel  atC  î 
ou  repoussé  par  un  nombre  quelconque  de  points  matériels fi:^* 
proportionnellement  aux  masses  et  à  une  puissance  de  la 
tance.  (i45-i53). 

L'éminent  professeur  de  la  Faculté  de  Grenoble  traile  seulement  le  cas  de  F 
traction,  celui  de  la  rt^pulsion  ne  comportant  qu'un  simple  changement  de  si 
Pour  l'étude  de  la  stabilité,  on  considère  comme  négligeable  le  carré  du  dé] 
cernent  du  point,  et  Ton  trouve  comme  conditions  trois  inégalités,   qui  doit— ^ 
être  satisfaites  simultanément. 

Liguine  (  F.).  —  Sur  les  systèmes  articulés  de  MM.  Peaucelli^ 
Hart  et  Kempe.  (i53-i63). 

Dans  le  même  Recueil  (a*  série,  t.  XIV,  p.  Sag),  M.  Liguine  a  déjà  publié «^ 
intéressant  Mémoire  Sur  les  systèmes  de  tiges  articulées,  II  se  propose  ici  d'éU"^ 
blir  la  relation  entre  les  chemins  parcourus  dans  le  mouvement  donné  et  \t 
mouvement  transformé,  ainsi  que  les  rapports  des  vitesses,  pour  les  trois  appa- 
reils de  MM.  Peaucellier,  Hart  et  Kempe  (  Foir  aussi  un  article  de  M.  d'Ocagne 
Nouv.  Ann.f  a*  série,  t.  XX,  p.  ^j6). 

Picart  {A.).  —  Note  sur  les  paraboloïdes  du  second  ordre  oscu 
lateurs  aux  surfaces,  (i 63-171). 

L'auteur  résume  les  principales  propriétés  relatives  k  ces  paraboloïdes,  et 
propose  surtout  d'étudier  l'enveloppe  des  paraboloTdes  osculateurs  du  secoi 
trdre  qui  ont  leurs  points  de  contact  sur  une  ligne  donnée. 
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e  (M.  d*).  —  Sommation  d'une  série  remarquable.  (171- 
.•73>. 

11    «''agit  de  la  série  de  Stainviile 

1.  -I—  £K--4-a(a-4-Ar) h...-ha(a  +  A:)...[a-f-(/i—  i)Al  — h-»-  » 

dont    Gergonne  et  Ampère  se  sont  occupés.    M.   d'Ocagne  trouve   pour  somme 

a 

Berlckty  (le  P.).   —  Sur  les  équations  algébriques   de  la   forme 

{x^  —  a/')t}/(x)  =  o.  (173-176). 

Coimditions  pour  que  F(â7)  admette  comme  facteur  {x'  —  af). 

Auz^iie  (/.).  —  Concours  d'admission  à  l'École  Centrale  (2*  ses- 
siow^,  1879);  solution  de  la  question  proposée  (176- 180). 

IVol)léme  relatif  aux  coniques  tangentes  aux  quatre  côtés  d'un  carré. 

Bouaf^nes  (/.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spé- 
ciales, proposée  au  concours  d'agrégation  de  1880.  (i8o-i84)- 
l^T'^^Wème  relatif  à  un  ellipsoïde  et  à  un  c<>ne. 

Lem^^ugel  {A.),  —  Solution  de  la  première  question  proposée 
au    c^oncours  général  de  1879  (Philosophie).  (i84-i85). 

Ii^ s^cription  d*un  trapèze  isoscèlc  dans  un  quadrilatère. 

L£zÇ^  ^,y  —  Solution  des  questions  proposées  au  concours  géné- 
ral   de  1879  (troisième).  (185-189). 


'mière  question  :  Théorème  sur  la  circonférence.  —  Deuxième  question  : 
J*">l»*iétés  du  triangle. 

Co'^^ooES  général  de  1881.  —  Mathématiques  spéciales,  Mathé- 
ro^t.iqucs  élémentaires,  Philosophie,  Rhétorique,  Seconde. 
E*^oncés  des  compositions.  (189-192). 

Qu^s-rioiis  proposées.  —  1396  à  1399.  (192). 

jpr**»€  (CA.).  —  Application  des  propriétés  des  polynômes  homo- 
gènes à  la  discussion  de  Téquation  en  s.  (193-206). 

^t  intéressant  article  débute  par  l'étude  de  l'équation  en  s  et  par  la  dis- 

i^ussion  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter,  savoir  :  trois  racines  simples. 

«fi^c  racine  double,  une  racine  triple,  une  ou  plusieurs   racines  nulles.  L'auteur 

^lamiDe  ensuite  Tinfluence  de  la   nature  des  racines  de  l'équation  en  s  sur  la 

f<onne  des  fonctions  considérées,  ce  qui  le  conduit  naturellement  à  la  classifica- 

l/on  complète  des  surfaces  du  second  ordre.  La  détermination  des  sections  cir- 
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culaîres  et  des  coodilions  pour  qu'une  surface  de  second  ordre  soil  de  révo 
lion  termine  l'étude  dont  il  s*agit. 

Brisse  [Ch,),  —  Réduction  de  Téquation  générale  des  surfaces 
second  ordre  en  coordonnées  obliques.  (207-216). 

C'est  en  quelque  sorte  un  complément  de  l'étude  qui  précède.  L*auiear 
prend  les  formules  générales  de  transformation  en  coordonnées  obliques, 
les  applique  à  la  recherche  des  cordes  principales  dans  les  surfaces  du  se^ 
ordre,  cordes  dont  les  directions  dépendent  essentiellement  de  l'équation  ^ 
L'article  se  termine  par  l'étude  des  relations  entre  les  directions  des  c^ 
principales  et  celles  des  plans  de  section  circulaires,  puis  par  la  réducti<^ 
l'équation  générale  du  second  degré. 

Caron  («/.).  —  Sur  rinterseclion  d'une  drolle  et  d^une  surfa<^ 
révolution  du  second  degré.  (2i7-'2i9). 

Extension  à  toutes  les  surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  de  la  m^w 
de  M.  Rouché,  analysées  plus  haut. 

Lebon  {É.),  —  Sur  rinterseclion  d'une  droite  et  d'une  surfa^^ 
révolution  du  second  ordre,  (a  19). 

Même  sujet. 

Henry  {E,),   —  Solution  d'une  question  d'Analyse,  propo^s 
concours  d'agrégation  de  1880.  (220-229). 

Propriétés  diverses  de  la  surface  définie  par  les  formules 

X  •-  lu  -I-  3)  cosa  —  u'sina, 
V  =  (  M  -f-  ?  )  sin  a  4-  u'  cos  a, 

en  admettant  que  u  soit  une  fonction  de  a  et  u'  la  dérivée. 

Moret-Blanc,  —  Solution  des  questions  de  licence  proposée^ 
concours  d'agrégation  de  1880.  (23o-236). 

1.  Intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  simultanées.  —  1  F* 
blême  de  Mécanique  :  roUtion  d'un  tube  autour  d'un  axe  vertical. 

Concours  d'agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial 
i88o.  —  Épreuves  écrites  :  Algèbre  et  Géométrie,  Géomét 
descriptive,  Mécanique.  —  Épreuves  orales  :  Algèbre  ou  Tri] 
nométrie,   Géométrie   descriptive,  Mécanique.   Épreuves  p 
tiques.  (236-239). 

Questions  proposées.  —  1400  à  1403.  (239-240). 

Ocagne  {M,  rf').  —  Sur  le  développement  des  logarithmes  cl 
exponentielles.  (24i-a44)- 
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Recherche  du  développement  de  log/(x)  suivant  les  puissances  de  9(^)» 
ia  fonction  /{x)  étant  elle-même  développée  suivant  les  mêmes  puissances. 
Prob/ème  inverse  :  développement  de /{x)  connaissant  celui  de  log/(a:).  Dé- 
^hppemetït  de  e'  comme  vérification. 

Gaml^ery,  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales, 
proposée  au  concours  d'agrégation  de  1879.  (245-234)' 

'Problème  sur  un  hyperboloTde  à  une  nappe  et  sur  un  paraboIoTde  circonscrit. 

Gamh^'jy^ ,  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique  élémentaire, 
proposée  au  concours  d'agrégation  de  1879.  (254-256). 

Equiilil>re  d'une  lame  homogène  demi-circulaire,  suspendue  par  un  fil  attaché 
*ux  e^LtjrtBmités  de  son  diamètre. 

Dorlee      (  E.),  —  Solution  de  la  question  proposée  en  Mathéma- 
tiques  spéciales  au  concours  général  de  1880.  (256-265). 

Pr<>t>l^nie  sur    une  courbe  de  troisième  degré  ayant   un    point  de  rebjrous- 

Moree^^^lanc.  —  Solution  des  questions  proposées  en  Mathéma- 
tiquas  élémentaires  au  concours  général  de  1880.  (266-268). 

'•  "^solution  d'un  système  d'équations. 
•'•    '^«"obléme  sur  le  cercle. 


Lebor^     (  £,),  ^-  Solution  de  la  question  de  Géométrie  descriptive, 
P^^F^osée  au  concours  d'agrégation  de  renseignement  spécial  en 

1880.  (269-274). 

"^^      enveloppe  des  plans  qui  coupent  deux  plans  verticaux  suivant  deux 
droites    r-eclangulaires. 

t^oiiocf  f^^l  (C).  —  Solution  de  la  question  de  Mécanique,  pro- 
pos^^  pour  l'obtention  du  brevet  de  Gluny  en  1880.  (274-278). 

♦   ^^^'Veïment  de  deux  corps   unis  par  un  fil  et  placés  sur  deux  plans   inclinés. 

Kien    Ç^f^^y  —  Solution  de  la  question  proposée  en  1881  (i"sec- 
*^*^*^)  »  pour  le  concours  d'admission  à  TÉcole  Centrale.  (278-283). 

^^^*^l^mc  sur  l'ellipse  et  ses  normales. 

^^^^"^ -Glane,  —  Solution  des  questions  proposées  au  concours 
P   ^^    les  bourses  de  licence  à  Marseille,  en  i88i.  (283-288). 

_*         *^ints  d'inflexion  d'une  cubique. 
.      *     "-ieu  des  foyers  des  coniques  passant  par  Tintersection  d'un  cercle  et  de 
^ï^itcs  parallèles  données. 

A.  L. 
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ASTRONOMISCHE  NÂCllRlCnTEN,  begriindet  von  H.-C.  Sguumacubr,  bera»  ^ 
gegeben  von  Prof.  lY  C.-A.-F.  Peters.  Kiel  ('). 

Tome  XCVIII,  ii"  2329-2352;  1880, 

Jedrzejewicz  (-/'/.).  —  Mesures  m icromé triques  d'étoiles  doubU  Jl. 
faites  à  son  observatoire  particulier  de  Plonsk.  (1-16,  i45-i5: 
171-190,  193-198,  225-a3^,   257-266,  278-282,  289-300,  35. 
362)/ 

Dunér  {\,'C.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  étoile  variable.  (1 
16). 

I/ctoilfî  des  zones  de  Rodd,  zone  +  37*',  n*  2771 ,  est  variable  de  la  huiliè 
la  onzième  grandeur. 

Luther  [E.)  et  Rahts  (./.).  —  Observations  de  planètes  faites  s 
cercle  méridien  de  TObservatoire  de  Kônigsberg,  de  décem 
1879  à  avril  1880.  (17-20). 

lIough(G.-M .).  —  Observations  des  satellites  d'Uranus  faite 
rObsei*vatoire  de  Dcarborn  (Chicago),  en  mars,  avril  et  mai  1 8 

(20-28). 

Les  satellites  observés  à  Téquatorial  de  18-J-  pouces  anglais  sont  Ariel,  I        ~=-     -ni 
briel,  Tilan  et  Obcron. 

GUI  (/),),  —  Observations  de  la  comète  a  de  1880,  faites  en  /^^  ^^' 
vrier  1880  à  TObscrvatoire  du  cap  de  Bonne-Espérance,  (aç:^  ^ 
3o). 

Doberck  (  /T.).  —  Formules  pour  le  mouvement  de  quelques  étoiles 
doubles.  (3 1-32). 

Bruhns  {C)  et  Peter  {B,)  —  Observations  de  planètes  faites  à 
Téquatorial  de  l'Observatoire  de  Leipzig  en  janvier,  février  et 
mars  1880.  (33-48). 

Swift  (//.).  —  Découverte  d'une  comète,  comète  1880  IV,  faite 
le  18  août  à  Rochcster.  (47-48). 

A  betti  (.1 .).  —  Paiements  paraboliques  de  la  comète  de  Swift,  1 879 


J 


(•)  \ OIT  Bulletin,  IV,.  104 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  a; 

;i  J.I,  et  comparaison  de  réphémérlde  avec  les  observations  faites 
^     rObservaloire  de  Padoue  en  juillet  et  août  18^9.  (49-0 'J). 

%^^i  éléments 

T  =  1879  avril  28,06793  t.  m.  B., 

r  -    47.  9.17.1, 

a-    ',',.57.29,9, 

i  -  107.14. 18,6. 

\ogq  —    9,9',o52'i, 

satisfont  â  Fensemble  des  observations  du  10  juillet  au  ij  août. 

Schmidt  {J.-F.'J,).  —  Observations  d'étoiles  variables.  (53-54). 

Tacchini  (P.).  —  Observations  de  planètes  faites  en  juin  et  juil- 
iei  I  880  à  l'équatorial  de  Merz  de  l'Observatoire  du  Collège  Ro- 
min.  (55-58). 

i>ober-ck  {W,).  —  Éléments  de  l'étoile  double  X,  d'Hercule.  (59- 
62). 

'^s  éléments  sont  calcules  d'après  Tensemble  des  observations  faites  de  iSaC  à 
1873. 

VerasAri  (  W,).  —  iNote  sur  une  étoile  variable.  ((5i-64). 

'*^*-*^«lcde  la  Durchmustcrung,  dont  la  position  est 

jR  =  o»"49«39',    ô  =  -\-%i''ô\(iy 
^^•^iaible  avec  une  période  d'environ  dix  jours. 

retens      (^C.-F.-JV.).  —  Résultats  des   observations   du  pendule. 
"^i*tie. —  Mesure  de  la  longueur  du  pendule  simple  à  secondes 
^^ei-1  in.  (65-84). 

,      ^  ^^liservations  ont  été  faites  à  l'aide  du  pendule  à  réversion  de  Lohmeier, 

.  ^     l)ut  de  comparer  les  résultats  fournis  par  cet  instrument  avec  ceux  au- 

*^    ^^blenus  à  Berlin  avec  un  pendule  invariable  de  Fortin  (observations  de 

*     «Ça',),   avec  un  pendule  filaire  de  Rcpsold  (  Bessel,  i835),  enfin  avec  un 

V^  ^*^    à  réversion  de  Rcpsold  (Albrecht,  1869).  On  sait  que  l'ensemble  de  ces 

.    ^*^^^»ons  a  été  discuté,  en  187',,  par  Bruhns  dans  les  publications  de  Tlnstitut 

.,    ***^l  de  Géodésie  prussienne. 
.         *^^^mble  de  huit  séries  d'expériences  a  donné  à  M.  Peters,  pour  la  longueur 
^^**clale  simple  à  secondes,  à  Berlin  et  au  niveau  de  la  mer, 

Xr=99',,,86o— . 

"^^ienncs  déterminations  avaient  donné 

X  =  994.i3iR**". 


a8  SECONDE   PAKTIE. 

Schniidl  (J .-F ,'J ,).  —  Recherches  sur  la  couleur  des  étoiles.         (^^' 

Le  savant  direciciir  de   l'Ohscrvaloire  d'Athènes  a  d'abord  étudié,  à  *  ^ 

d'une  échelle  de  couleurs  qui  lui  est  spéciale  et  qui  permet  de  définir  j::^^^^^^  "" 
nombre  la  couleur  d'une  étoile,  les  variations  que  présente  la  couleur  de  ^^  *""' 
lorsque  la  planète  s'abaisse  vers  l'horizon;  dans  ce  cas,  il  ne  lui  a  pas  été  * 

cile  de  montrer  que  la  planète  devient  d'autant  plus  rouge  que  sa  distan^^      ^^' 
nithale  augmente.  L'intensité  de  la  coloration  rouge  peut  d'ailleurs  être  tra      -^^u'i^ 
par  une  courbe  dont  les  ordonnées  croissent  depui<§  xéro  (la  planète  est  bl^^^^ 
au  zénilh)  jusqu'au  rouge. 

Cette  courbe  étant  construite  permet  ensuite  de  mesurer  le  degré  de  roug^^^'l''^ 
l'atmosphère  donne  forcément  aux  étoiles  qui  restent  toujours  voisines  de         -• 
rizon  et  par  suite   d'arriver   à   une   appréciation    vraie   de   la   couleur  d€^^=^ 
étoiles. 

Les  étoiles  spécialement  étudiées  par  M.  Schmidt  sont  6  de  Céphéc,  tj  de  l'A^      »S**' 
s  des  Gémeaux,  ^  de  la  Lyre  et  Mira  Celi. 

Burnhani  (S.'IV.),  —  Note  surTétoîle  double  de  87  de  Péç^s^^^' 

(89-90)- 

I^s  mesures  montrent  que  le  compagnon  a  un  mouvement  certain  autoik-       ■^  ^ 
l'étoile  principale. 

Afeyer  (J/.-TF.).  —  Observations  équaloriales  faites  à  FObse^ — ^^'^ 
toire  de  Genève  eninai,  juin  et  juillet  1880.  (91-94)- 


Les  observations  ont  été  faites  au  nouvel  équatorial  de  10  pouces  que  \^^^  —  * 
Plantamour  a  fait  installer  à  Genève. 

Swift  (L,).  —  Note  sur  les  circonstances  de  la  découverte  d^  m^^MDt 
comète  faite  le  17  août  1880.  (9^)-96). 
Cette  nébulosité,  observée  une  nuit  par  M.  Swift,  n'a  pas  été  revue. 

Moller  (Axel),  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Fa^^^-'^' 
1880  III,  faites  à  Lund  du  s^p  au  3i  aoiH  1880.  (95-96). 

Coggia,  —  Découverte  d'une  planète,  i'^2Î7),  faite  à  Marseille  *^ 

3o  août  1880.  (95-96). 


Spoerer.  —  Recherches  sur  la  périodicité  des  taches  solaires,  I 
longueur  de  leur  période  et  les  époques  des  maxima  ou  roinim 

(97-104). 

La  période  des  taches  solaires  est  de  ii,3i3  années;  les  époques  des  mioioi. 
et  maxima  sont  données  par  les  formules  : 

Minimum i7*^'^)9i)  +  a.i  i.3i3, 

Maximum i758,36'|  h-  a.  12, 333, 

où  %  prend  les  valeurs  entières  o,  i,  2.  .... 
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Schniîdl  (J.'F.-J.).  —  Observations  d*étoiies  variables,  faites  à 
-ViKènes  en  1880.  (loS-iia). 

Palisct  (^A .).  —  Découverte  de  la  planète  (2Ï8) ,  faite  le  4  septembre 
ï88o.  (i  I  i-i  12). 

^PP^n.heim  (//.)•  —  Calcul  des  perturbations   de  Glytie  (tÎ)   par 
••^piter,  de  1862  à  Tépoque  actuelle.  (11 3-128). 

^^'^•sci.(^A,).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes  faites  à 
^  observatoire  de  Pola,  de  août  1879  à  avril  1880.  (i  29-144)' 

^^^%^itr,  —  Découverte  d'une  comète,  1880  V,  faite  à  TObser- 
^'^toire  de  Strasbourg  le  29  septembre  1880.  (i43-i44)' 

^^^f^ham{S.'\V,),  — Note  sur  Tétoile  double  s  du  Sagittaire. 
\  *5 i-i52). 

^es  observations  de  1867  à  1880  montrent  un  mouvement  de  rotation  rapide. 

^^/lùle  (C'F),  —  Observations  de  la  comète  de  Brorsen  faites  en 
*  ^79  ^"  grand  équatorial  de  TObservatoire  de  Copenhague. 
C«53-i56). 

'^  ^bbutt  («/.).   —  Éléments   paraboliques   de   la   grande  comète 
australe,  comète  I,  1880.  (id5-i56). 

^oberck  (  IV,). —  Éléments  de  Tétoile  double  y\  de  la  Couronne  bo- 
réale. (157-160). 

Ces  éléments  représentent  l'ensemble  des  observations  faites  de  1781  à  187a. 

Bruhns   (C).    —   Observations  de   la  comète   Hartwig,  comète 
1880  V.  (iSg-iôo). 

Pechule  (C.-F.).  —  Passage  de  Mercure  du  G  mai  1878  observé  à 
Copenhague.  (161-174)- 

1^  premier  contact  intérieur  a  été  observé  par  rupture  brusque  de  la  goutte 
noire.  Des  observations  de  la  position  de  Mercure  sur  le  disque  du  Soleil  ont 
ensuite  été  faites  avec  un  micromètre  annulaire.  Le  Mémoire  de  M.  PechUle  con- 
tient le  développement  des  formules  nécessaires  à  la  réduction  d'observations  de 
celte  espèce,  lorsque  l'astre  observé  est  assez  voisin  deThorizon  pour  que  les  cor- 
rections de  réfractions  deviennent  considérable^^. 

Zelbr^K,)  eiHnrtivig  (F.).  —  Éléments  paraboliques  et  éphémé- 
ride  de  la  comète  Hartwig,  comète  1880  V.  (169-170). 
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Oppenheim  {H.).  —  Éléments  paraboliques  el  éphéméride 
comète  Hartwig,  1880  V.  (191-192). 

Burnham  (S.  W.).  —  Note  sur  l'étoile  double  8  du  Petit  Ch^ 
190-192). 

La  révolution  du  compagnon  est  de  3o  à  4o  ans. 

Oppolzer  (v.).  —  Perturbation  du  premier  ordre  exercées  su:  i 
planète  Concordia  :^58^)  par  Jupiter  et  Saturne.  (199-204). 

Burnham  {S,-Jl\).  —  Note   sur  Tétoile  double  OS367.  (i^m 

2o4). 

Les  deux  étoiles  mesurées  par  O.  Struve  sont  fixes,  mais  il  y  a  au  voisi  i 
du  compagnon  (à  une  distance  de  o%77)  une  très  petite  étoile  non  en^ 
signalée. 

Klinkerfues  (  \f\),  —  Observations  de  la  comète  b  de  1880,  fs^ 
en  avril  et  mai  à  Guttingue.  (  206-206  ). 

Notice  nécrologique  sur  W .  LasselL  (20'j-2o8). 

W.  Lassell,  né  le  18  juin  1799  a  Bolton  (Lancashire),  est  mort  à  Maideik. 
le  5  octobre  1880.  Vers  1820,  il  construisit  de  ses  mains  un  télescope  de  7P^3 
d'ouverture,  avec  lequel  il  découvrait  la  sixième  étoile  du  trapèze  d'Orio^ 
184^)  il  obtenait  un  télescope  de  3  pieds  d'ouverture  et  de  20  pieds  de  disK^ 
focale;  c'est  avec  cet  instrument  qu'il  a  découvert  le  satellite  de  Neptune  (1  3 
puis  Hyperion  (i8'|8)  et  enfin  Umbriel  et  Ariel  (i85i).  Enfin,  en  1861,  il  traosj 
tait  à  Malte  un  télescope  de^  pieds  d'ouverture  et  y  découvrait  environ  6o^> 
buleuses  nouvelles. 

Depuis  son  retour  de  Malte,  le  télescope  de  4  pieds  est  resté  inutile;  M.  I^sfl 
avait  seulement  installé  à  Maidenhead  le  télescope  de  2  pieds. 

Swift  (L,).  —  Découverte  d'une  comète,  comète  1880  VI,  faiU 
à  Rochester  le  12  octobre  1880.  (207-208). 

Schmidt   {J,'F.-J.).  —  Recherches  sur  la  rotation  de  Jupiter 

(209-222), 

Une  tache  noire  qui  s'est  montrée  pendant  Tété  de  1862  sur  l'hémisphère  noi 
de  Jupiter  et  que  M.  Schmidt  a  pu  observer  du  i5  mai  au  7  juillet  avait  autr 
fois  donné  à  cet  astromone  pour  la  rotation  de  Jupiter  : 

Rotation  de  Jupiter  —  g»» 55*"  25", 68}  rho',179.  —  Observations  de  186a. 

La  tache  rouge,  qui  est  actuellement  visible  dans  l'hémisphère  austral  de 
planète,  et  que  la  constance  de  sa  forme  parait  devoir  faire  considérer  comi 
fixe  sur  Jupiter,  donne  à  M.  Schmidt  : 

Rotation  de  Jupiter  =  9''55'"3!i",63  d:=  o^og.   —  Observations  de  1879-1880, 
résultat  qui  surpasse  de  9*  environ  le  nombre  généralement  admis. 
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(Jtf.'lV.),  —  Éléments   paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  HarlwJg,  1880  V.  (223-îa4)- 


ini  {P»)'  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Faye 
et  de  la  comète  de  Hartwig  (1880  V)  faites  à  l'Observatoire  du 
Collège  Romain  en  septembre  et  octobre  1880.  (235-238). 

Zclhr'  ^K,\  —  Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la  comète 
de    Hartwig,  1880  V.  (239-240). 

^îistner  (/'^).  —  Observations  d'étoiles  de  comparaison  faites  en 
ï  880,  au  petit  cercle  méridien  de  TObservatoirc  de  Berlin  (241- 

'>-48). 

-^^o/-re  (  F.  ).  —  Observations  de  petites  planètes  faites  à  l'équa- 
t.orîal  de  9  pouces  de  Berlin,  pendant  le  second  semestre  de 
1  879.  (247-256). 

'^ders  {C.-F.-\V.). —  Éléments  paraboliques  de  la  comète  Hart- 
^vig.  (255-256). 

^^J^'er  (M.-JV.).  —  Observations  de  la  comète  périodique  de 
I^aje,  faites  k  l'Observatoire  de  Genève  en  septembre  et  octobre 
■880.  (267-270). 

^^^ciikhine  {Th.),  —  Spectre  de  la  comète  de   Hartwig.  (271- 
=^72). 

deux  bandes  les  dioïds  refrangibles  ont  été  mesurées  et  elles  ont  pour  lon- 
'%rs  d'ondes  556  et5i5. 

*^^^rcA*  (  IV,),  —  Éléments  de  y  des  Chiens  de    chasse  =  S, 
68.  (271-272). 


éléments  représentent  les  observations  de  1827  a  i88o.  La  période  de  réro- 

5 


*^^*^  est  de  cent  dix-neuf  ans. 


Mnidt  [J,'F,-J,),  —  Note  sur  Tétoile  variable  de  Céphée,  dé- 
^^^::iuverte  par  M.  Ceraski.  (283-284). 

^^-a  période  de  variation  est  de  1^  i\^  5o"". 

''^'^<^/r  {G.),  —  Observation  du  minimum  de  l'étoile  variable  de 
^^'ï.  Ceraski,  le  23  octobre  1880.  (285-286). 

P^^ers  (C.-/L'F.),  —  Observations   de   hi  comète  de  Hartwig, 
^880  V\  faites  en  octobre  1880,  à  Clinton  (U-'S,").  (285-288). 
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Tempel  {W.).  —  Observations  cUî  la  comète  périodique  de  Fô 
et  de  la  comète    de  Hartwig,    1880  V,  faites  à  rObservalo 
d*Arcetri (Florence)  d'août  à  octobre  1880.  (299-304). 

Notice  nécrologique  sur  Z?.  Peirce,  (3o3-3o4). 

Peirce,  professeur  d'Astronomie  à  Cambridge  (Massachusetts),  né  k  Salen 
4  avril  1809,  est  mort  à  Cambridge  le  6  octobre  1880. 

Ilowe  (H,'A.).  —  Note  sur  deux  nou\eIles  solutions  du  problèi 
de  Kepler.  (3o5-3o8). 

Étant  donné  une  solution  approchée,  toujours  facile  à  obtenir,  de  l*équat 

U  =  m  —  e  sinU, 
M.  Howe  donne  deux  formules  propres  à  calculer  assez  exactement  la  valeur  di 

Lchmann-Filhès  (/?.)•  —  Note  sur  les  formules  dans  le  i34*  ~ 
ragraphe  du  Theorla  motus  de  Gauss.  ( 307-3 lo). 

Upton  (  Winslow),  —  Observations  de  la  comète  Harlwig,  i88<^ 
faites  à  l'Observatoire  naval  de  Washington  en  octobre  iS 
et  éléments  paraboliques  de  cette  comète.  (3i  i-3i2). 

Konkoly  (yV.-F.  )  et  Kobold  {H,),  —  Observations  de  la  com 
de  Hartwig,    1880  V,   faites  à  O  Gyalla   du  3o  septembre 
2  novembre  1880.  (3 1 1-3 18). 

Le  spectre  de  la  comète  est  formé  de  quatre  bandes  lumineuses  ayant  ] 
longueurs  d'ondes  56o,  549,  517,  4^^»  elles  sont  donc  très  voisines  des  li  ; 
deCjHj. 

Les  positions  de  la  comète  ont  été  observées  du  3o  septembre  au  2  novenn 
par  le  D'  Kobold. 

Ritchie   («/.).    —    Elémenls    et    éphémérides    de   la   comète 
Swift,  1880  VI.  (3i9-3';to). 

Lohse  (J,-G.).  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swil 
1880  VI.  (  319-320). 

Stebnitzky  (major/.).  —  Nouvelle  détermination  de  lalongitu< 
et  de  la  latitude  de  Constantinople.  (321-324). 

Les  résultats  obtenus  sont,  pour   la   position  géographique   de   la    tour 

Sera  skierai, 

9  —  4o*o'57'',32, 

L  —  i''55"'5i',7a  E.  de  Greenwich. 
La  longitude  est  déduite  de  celle  d'Odessa. 
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Copelcznd  (lîalph)  el  Lohse  (J.-G»).  —  Éléments  et  éphéméride 
de  la  comète  VI  de  1880.  (3i9-3a8). 

l-a  comète  parait  identique  à  la  comète  111  de  1869. 

Zelbr  (AT. )et  Hepperper  (J.-V,).  — Eléments  paraboliques  et 
épKéméride  de  la  comète  VI  de  1880.  (3^7-328). 

Chancller  (S.-C).  —  Note  sur  l'identité  de  la  comète  VI  de 
1880  (comète  de  Swift)  avec  la  comète  III  de  186g.  (3a7-33o). 

OlocAr  (E.).  —  Observations  des  comètes  V  et  VI  de  1880,  faites 
à  l'Observatoire  d'Odessa  en  octobre  et  novembre  1880.  (Sag- 
33o). 

Coller  {Axel).  —  Observations  de  la  comète  Swift  (1880  VI) 
faites  à  Lund.  (33i-332). 

^PpCFiheim  (//.),  —  Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
corïiète  de  Swifl  (  1880  VI).  (33i-332). 

Moesta  (C-HK).  — Note  sur  la  parallaxe  de  t..^  du  Centaure. 
(333-334). 

^^L    parallaxe  a  pour  valeur  o',  52 1  it  o',o66. 

^^^€^i  {A,).  ' —  Observations  de  la  comète  de  Hartwig,  faites  à 
'^^doueen  octobre  1880.  (333-334). 

^^^'.^^5  (C-jP.-ïf .).  —  Observations  de  la  comète  Hartwig,  faites 
^  I^ielen  novembre  1880.  (335-336). 

'^^^^     K^M,).  — Recherches  sur  la  hauteur  du  Polc  à  Hclgoland. 
(a  ^..342). 

*— ^    latitude  de  la  station  géodésiquc  occupée  en  1857  par  le  général  Bayer  est 

54*»io'48",8o. 

^^^^^g  {C'A.),  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (1880  VI), 
*^î  tes  en  octobre  et  novembre,  à  Princeton,  New-Jersev  (U.  S.). 
<.^  41-342). 

^^<^hini  (P-)'  —  Observations  de  la  comète  périodique  de  Faye 
^^  de  la  comète  Hartwig  (1880  V),  faites  en  octobre  et  no- 
^^mbre  au  Collège  Romain.  (343-34^). 

*'oc/r  (E,).  —  Observations  des  comètes  Hartwig  (1880  V)  et 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VII.  (Février  i883.)  R.3 
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Swift  (i88n  VI),  faites  en  octobre  et  novembre  àl'Observat^o 
d'Odessa.  (347-348). 

Young    (C.-A/).  —  Observation    du   spectre   de  la   comèt 
Hartwig.  (349-350). 

Le  spectre  se  compose  de  trois  bandes  ayant  pour  longueurs  d*oQde  les  no 
556,),5i6,9,  473*7*  La  première  bande  est  très  rapprochée  de  la  ligne  b  di 
gnésium;  les  deux  dernières  se  rapprochent  des  bandes  les  plus  réfraagib 
la  lumière  du  bec  de  Bunsen. 

Bergen  (C).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift  (1880 
faites  à  Wilhelmshaven  en  novembre  1880.  (35i-352). 

Meyer  (J/.-ÏF.).  —  Observations  de  la  comète  périodiqL-M.  ^ 
Faye  et  de  la  comète  de  Hartwig  (1880  V),  faites  à  l'O  ^ 
vatoire  de  Genève  en  octobre  et  novembre  1880.  (363-36CS  J 

Upton  {JVinsloiv),  —  Eléments  et  éphémcride  de  la  comète  Si 
(1880  VI),   d'après    les   observations  de  Washington.    ^3i 

368). 

Palisa  («/.).  —  Observations  de  comètes  et  de  planètes,  faites 
Pola  pendant  les  mois  de   septembre  et  octobre   1880.  {36^ 

372). 

Strasser  {G.).  —  Observations  de  la  Lune  et  d'étoiles  de  calm 
nation  lunaire,  faites  en  1878  et  1879  à   Kremsmiinster.  (37 

378). 

Ross  {Lewis),  —  Eléments  paraboliques  et  éphéméridc  de  lacor^c^ 
de  Swift  (  1880  VI).  (377-380). 

Rellamy  (H''.).  —  Éléments  paraboliques  de  la  comète  de  S  " 

(1880  VI).  (379-380). 

Notice  nécrologique  sur  J,-C,  Maison,  (383-384). 

Watson  (J.-C),  longtemps  directeur  de  l'Observatoire  d*Ann  Arbor,  est 
à  Madison,  le  aa  novembre  1880,  à  Tàgc  de  43  ans. 

Tome  XaX,  n**  2353-237G;  1881. 

Schmidt  {J,'F.-J,),  —  Note  sur  rinflucnce  des  erreurs  d 
vatiou  dans  la  détermination  de  la  durée  de  rotation  d 
ter.  (i-ia). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  35 

L«es  points  noirs  que  Ton  observe  parfois  sur  Jupiter  ou  dans  ses  bandes,  ainsi 
que  les  points  brillants  qui  sont  fréquents  sur  les  bandes,  ont,  en  général,  un 
mouvement  propre,  rapide  sur  la  planète. 

Schulhof  et  Bossert.  —  Note  sur  la  comète  de  Swift,  comète  VI 
de  1880.  (i  1-16). 

La  comète  de  Swift  est  identique  à  la  comète  1S69III,  mais  la  révolution,  au 
lieu  de  s'eiïecluer  en  onze  ans,  se  fait  en  cinq  ans  et  demi.  La  comète  est  donc 
revenue  en  187^  sans  avoir  été  aperçue;  elle  reviendra  dans  des  conditions  défa- 
vorables en  iS85. 

Pechulc  —  Découverte  de  la  comète  VII  de  1880,  faîte  à  Copen- 
hague le  16  décembre  1880.  (i5-i6). 

Schulhof  et  Bossert.  —  Éléments  elliptiques  de  la  comète  de 
1880.  (i5-i6). 

D'après  Teosemble  des  observations,  la  durée  de  la  révolution  serait  de 
1280  ans. 

Zelbr  (Jï".).  —  Recherches  sur  l'orbite  de  la  comète  III  de  1869. 

(ï7~ao). 

Les  obserrations  de  1869  peuvent  être  assez  bien  représentées  par  une  ellipse 
de  onze  années.  Le  calcul  parait  donc  laisser  indécise  la  question  de  savoir  si  la 
comèlc  1869  III  on  1880  VI  a  une  révolution  de  cinq  ans  et  demi  ou  de 
ooïe  ans. 

nepperger  (/.  ç.).  -r-  Éléments  elliptiques  et  éphéméride  de  la 
comète  VI  de  1880,  comète  de  Swift.  (19-22). 

'^  éléments  sont  calculés  dans  Thypothèse  d'une  révolution  de  1097  ans;  ils 
Q^ontrent  Tidentité  de  la  comète  actuelle  avec  la  comète  1869  III. 

^^^pel^W.).  -^  Observations  de  la  comète  V  de  1880,  comète 
"^rtwig,  et  de  la  comète  VI  de  1880,  comète  Swift,  faites  à 
^cetri,  en  novembre  et  décembre  1880.  (a  1-24). 

^^^miclt  (J.'F.'J.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880, 
^*les  à  Athènes  en  novembre  et  décembre  1880.  (  23-26). 

^^^^Jiine  (Th.).  —  Sur  la  constitution  de  Jupiter.  (25-26). 

La 

^one  équatoriale  de  Jupiter  est  une  zone  solide  élevée  ;  l'hémisphère  austral 

******  chaud  que  Thémisphère  boréal. 

^f^^ni  (P.).  —  Observations  delà  comète VI  de  1880 (Swift), 
,      '•^^  en  décembre  1880   à   Téquatorial   du  Collège    Romain. 
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Herz  {Norbert).  —  Note  sur  la  résolution  du  problème  de  Kcp 

(3i-32). 

Pechiile  (C^Fl).  —  Éléments  et  éphémérîde  de  la  comète 
de  1880,  découverte  par  lui,  le  16  décembre.  (3i-3a). 

Âfoesta  (C-  IV.).  —  Remarques  sur  les  observations  de  ^  et  c 
Centaure.  (33-44)' 

La  différence  de  parallaxe  des  deux  étoiles  est  de  o*,  35  d'après  les  obsenr^ 
de  Sautinger;  d'après  celles  du  Gap,  elle  serait  de  o%4^* 

Chandler  (S.-C).  —  Sur  la  période  probable  de  la  cornée 
de  1880,  comète  de  Swift.  (45-46). 

La  période  de  la  comète  est  de  cinq  ans  et  demi,  soit  deux  mille  troi 
Cela  résulte  du  calcul  rigoureux  des  observations  de  la  comète  III  de  1 

Oppenheim  {H.).  —  Éléments  paraboliques  de  la  comète 
1880,  comète  de  Pechiile.  (47-48). 

Moesta  [C.-W.).  —  Suite  des  remarques  sur  les  observatJ^ 
et  p  du  Centaure.  (49*58  . 

Glasenapp  (S.-V.).  —  Résultat  des  observations  de  l'étaîF 
riable  p  de  Persée.  (57-58). 

L'éphéméride  du  I^  Schônfeld  est  très  exacte. 

Konkoly  [N.  r.  ).    —  Différence   de  longitude  entre  BerLi 
ÔGyaUa.  (57-60). 

La  longitude  de  6  Gyalla  est  o'*  19"  10",  69  ouest  de  Berlin. 

Holetschek  («/.).  —  Éléments    et   éphéméride  de    la  comète 
1880,  comète  de  Pechiile.  (59-60). 

Kobold  (II.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880  faiii 
O  Gyalla  en  novembre  1880.  (61-62). 

Peters  {C.-F.-W.).  —  Observations   de  la  comète  VII  de  1! 
faites  à  Kiel  en  décembre  1880.  (61-62). 

Millose^vich  {E.).  —  Observations  de  la  comète  Vil  de  i88o( 
chiile)  faites  à  TObservatoire  du  Collège  Romain  en  décen 

1880.  (63-64). 

Gasparis  {A.  de).  —  Sur  les  rapports  qui  existent  entre  les 
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rialions  simultanées  de  certains  éléments  des  ellipses  instan- 
tanées du  problème  des  trois  corps;  i"  partie.  (ôS-ya), 

Peters  (C-JST.-/'.).  —  Note  sur  la  transmission  par  le  câble  trans- 
atlantique des  dépêches  astronomiques  annonçant  une  décou- 
verte. (73-75), 

Uoletschek  (*/.).  —  Éléments  paraboliques  et  éphéméride  de  la 
comète  VII  de  1880  (comète  Pechule).  (70-78). 

Millosewich  {E.).  —  Observations  de  la  comète  VI  de  1880, 
comète  Swift,  faites  à  l'équatorial  de  l'Observatoire  du  Collège 
Romain  en  décembre  1880.  (77-80). 

Oppenheim  {H.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  VII 
de  1880.  (79-80). 

Gasparis  (-4.  de).  —  Suite  des  recherches  sur  les  variations  si- 
multanées des  éléments  de  Tellipse  instantanée  dans  le  pro- 
blème des  trois  corps.  (81-88). 

Schmidt  (J.'F.'J.).  —  Variations  et  éclat  de  T  de  Céphéc,  étoile 
variaWe  découverte  par  M.  Ceraski.  (87-92). 

^  Période  est  de  2J  11^  5i". 

écurie  (A.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale.  (91-94)- 

11  existe  entre  l'Aigle  et  les  Pléiades,  passant  par  le  Verseau  et  la  partie  sud 
da  Bélier  et  desPoissons,  une  bande  permanente  de  matière  cosmique  lumineuse 
^*  a  été  parfois  confondue  avec  la  lumière  zodiacale. 

^onkf^ly  (N.  c).  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète 
PecKiile.  (93-94). 

^     Spectre  de  la   comète  est  formé   de  trois  bandes  ayant  pour  longueurs 

mm 
1 56o,3 

11 5i6.3 

lïl 476,3 

''^^^^o/in.  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  VII  de  1880. 

P^^^'^^ing  {E,'C,).   —   Observations  de  la  comète  III  de  1869 
,      ^^s  en  décembre  1860  à  TObservatoire  de  Harvard  Collège 
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Gasparis  {A.  de).  —  Suite  des  recherches  sur  les  variali 
multanées  des  éléments  de  Tellipse  instantanée  du  pn 
des  trois  corps.  (97-102). 

Schmidt  {J.-F.^,).  —  Observations  des  comètes  de  Fay< 
Ilartwig,  faites  en  1880  à  TObservatoire  d^Athènes.  (10 

Pickering  (J?.-C).  —  Observations  de  Téclipse  du  So 
3o  décembre  1880,  faites  à  Tobservatoire  de  Harvard  G 

(107-108). 

Chandler  (5.-C).  —  Éléments  de  la  comète  VII  de  .1880,  ( 
Pechule.  (109-110). 

Frisby  {E.).  —  Eléments  de  la  comète  de  Swift,  calculés  < 
trois  observations  méridiennes  de  Washington,  (i  i  i-i  19 

Notice  nécrologique  sur  le  baron  Dembowski,  (i  i  i-i  12). 

Le  baron  Dembowski  est  mort  à  Gallarate  le  19  janvier  1881,  à  F&ged 
Ses  premières  observations  d'étoiles  doubles  ont  été  faites  à  Naples  en 
1860  il  avait  fait  construire  à  Gallarate  un  observatoire  où  il  a  observé 
ses  derniers  jours. 

Peters  (C.-II.-F,).  —  Recherches  sur  les  étoiles  variables, 
à  l'Observatoire  de  Clinton  (Hamilton  Collège).  (ii3-is 

Schaeberle  (J^-M.).  —  Observations  de  la  comète  IV  de 
comète  de  Harlwig,  faites  en  octobre  1880  à  TObservaU 
Ann  Arbor.  (127-128). 

Peters  (C.-F.'tf \).  —  Détermination  de  la  longueur  du  p 
simple  à  secondes  à  Konîgsberg.  (129-138). 

La  longueur  du  pendule  simple  à  secondes  est  de  99)"*", 4061,  à  KOnig 

dans  les  localités  voisines,  on  a  successivement  trouvé,  soit  par  les  obsc 

d'un  pendule  à  lil,  soit  par  les  observations  d'un  pendule  à  réversion^  ! 

tats  suivants  : 

KonRuear  l.oniniear 

do  pendule  du  pendule 

Station.                         Obterrateur.               timple.  a  réversion.              DIffér 

mm  inn                          ■ 

Altona Sabine           99^,3342  995,8007           4-0, 

Berlin Besscl  994,2818  99^,1860  -ho, 

Kônigsberg Besscl  994»4o98  994,4061  -f-o, 

Kdnigsberg Peters  99'!, 4358  99l,4o6i  -ho, 

L'existence  de  ces  différences  montre  qu'il  existe  encore  une  asseï  gr 
certitude  dans  la  valeur  du  coefficient  de  résistance  de  l'air. 
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Tacchtni  (P.).  —  Observations  de  la  comète  Pechiile,  comète  VII 
de  i88oy  faites  en  décembre  1880  à  l'Observatoire  du  Collège 
Ronnain.  (137-140). 

Peters  (C-IL-F.).  —  Observations  de  la  planète  Frigga  (jT), 
faites  à  rObservatoire  de  Lichtfield  (Clinton).  (141-142). 

Pritchctt  (H. -S.).  —  Observations  de  la  comète  IV  de  1880,  co- 
mète Hartwig,  faites  à  l'observatoire  Morrîson  (Glasgow,  U.  S) 
en  novembre  1880.  (i43-i44)« 

Luther-  (B.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  en  1880 
à  l^équatorial  de  rObservatoire  de Diisscldorf.  (i45-i5o). 

Luther-  (  ïr.).  —  Éphéméride  de  Leucothea  (aT  pour  l'opposition 
de  mars-avril  1881.  (i5i-i54). 

Engelhardt  (B^v.).  —  Obser\'ations  des  comètes  Hartwig, 
Swift  et  Pechûle,  faites  à  son  observatoire  privé  de  Dresde  d'oc- 
tobre 1880  à  février  1881.  (i53-i58). 

Meyer^  (  W.),  —  Observations  de  la  comète  Pechule,  faites  à  l'Ob- 
servatoire de  Genève  en  janvier  1881.  (167-1 58). 

Abeiti  {A.).  —  Observations  de  la  comète  Pechiile,  faites  à  Padouc 
^n  janvier  1881.  (157-160). 

Strasser  (G.).  —  Observations  de  U  comète  VI  de  1880,  faites  à 
K^renismunster  en  décembre  1880  et  janvier  1881.  (159-160). 

Poucet  (£*.).  —  Note  sur  la  réduction  des  observations  astrono- 
'^'cjues  et  des  angles  géodésiques  d'une  surface  de  niveau  à  une 
«*«trc.  (,61-168). 

^PP^r^heim  {H.).  —  Éphéméride  de  la  comète  VII  de  1880,  co- 
'^^^^  de  Pechiile,  pour  février  et  mars  1881.  (169-170). 

P^o^^  (yVinslow),  —  Eléments  elliptiques  de  la  comète  VI  de 
'^So,  comète  de  Swift.  (i7i-i7a). 

*^      ^riode  serait  de  2189I,  soit  6  ans. 


•ini  (P.)»  —  Note  sur  le  diamètre  de  Vesta.  (173-174). 

-•V      m 

■  ^  distance  1  le  diamètre  apparent  de  Vesta  est  de  i*,  '|i. 

^^  ^am  (S.'JV.). —  Note  sur  l'étoile  double  0^1547.  (173-174)- 
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Peters  {C.-F.-W.),  —  Observations  de  la  comète  VII  de  i^fc  ^ 
comète  Pechule,  faites  à  Kiel  en  janvier  1881.  (173-174)* 

Borsch  {A.),  —  Mesure  des  coefficients  de  dilatation  du  fer 
zinc,  au  moyen  de  Tappareilde  Bessel  pour  la  mesure  des  b^ 

(175.190). 

Holetschek  (•/.).  —  Éphéméride  de  la  comète  VU  de  1880,  coii=iK.é/( 
de  Pechûle,  pour  mars  1881.  (189-190). 

Dunér  (N.-C).  —   Découverte  d'une  nouvelle  étoile  variaKi^^k. 
(i9i-i9a). 

L*étoiIe  io4i  de  la  zone  +34*  du  Catalogae  de  Bonn,  qui  est  l'étoile 57^===3  du 
Catalogue  des  étoiles  rouges  de  Schjellcrup,  est  variable. 

Abetti  {A.).  —  Observation  de  la  comète  de  Pechiile,  comète       ^  * 
de  1880,  faite  à  Padoue  le  22  février  1881.  (191 -192). 

Palisa{J,).  —  Découverte  de  la  planète  (S).  (191-192). 

Tacchini  {P*)-  —  Suite  des  observations  de  la  comète  VI 
1880^  Pechûle,  faites  au  Collège  Romain  en  janvier  et  fév 
1881.  (193-194). 

Winkler  (  TV,),  —  Observations  d'éclipsés  de  satellites  de  Jup 
faites  à  Gohles  (près  Leipzig)  de  1876  à  1881.  (195-198 )• 

La  lunette  employée  est  un  équatorial  de  Slcinheil  de  108"^  d'ouvertu 

Tempel  (  W.).  —  Observations  de  la  comète  de  Swift^  faii 
Arcetri  en  janvier  1881.  (197-198). 

Tacchini  (P*)*  —  Observations  de  petites  planètes  faites  en 
à  l'Observatoire  du  Collège  Romain.  (199-202). 

Peters  (C.-//.-/'.).  —   Observations  de  la  comète  III  de 
faites  à  Clinton.  (2o3-2o4)' 

Tebbutt  (•/.).  —  Observation  micrométrique   de  la  distaj 
Jupiter  à  Tétoile  363  du  Catalogue  de  Washington  le 
vembre  1880.  (2o5-2o6). 

Abetti  {A.).  —  Observations  de  la  comète  de  Pechiile, 
1880,  faites  à  Padoue  le  24  février  1881.  (207-208). 

Block  (E\).  —  Observations  des  comètes  VI  de  1880  i 
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II  de  1881  (Pechûle),  faîtes  à  Odessa  d'octobre  1880  à  février 
J81.  (209-212). 

''zejewicz.  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter,  faites 
Plonsk  pendant  l'opposition  de  1880-1881.  (211-216). 

.a  durée  de  la  relation  de  rextrémité  orientale  de  la  tache  est  de 

9»'55"34%4iii  d=o%i3. 

old  (/T.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880  (Pechûle) 
ites  à  O'Gyalla  du  20  décembre  1880  au  23  février  1881. 
117-220). 

xsser  (G.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880  (Pe- 
Lûle),  faites  à  Kremsmûnster  en  janvier  1881.  (219-220). 

^cering  (E.-C),  —  Observations  du  satellite  de  Sirius,  faites 
Harvard  Collège,  de  1867  à   1872,  par  J.  Winlock.   (219- 
22). 

Xelhardt  (B,  v.).  —  Observations  de  la  comète  Vil  de  1880 
^echiile),  faites  à  Dresde  du  25  janvier  au  3  mars  1881.  (223- 

24). 

midt  [J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoilec  variables,  faites  à 
thènes  en  1880.  (225-234). 

ers  (C-H.-F.).  —  Comparaison  de  la  grandeur  des  étoiles 
'après  Ulugh  Beg  avec  l'éclat  actuel.  (235-24o). 

Hti  {A.)»  —  Observations  de  petites  planètes  en  opposition, 
ftites  à  l'équatorial  de  Padoue  en  1880.  (241-254)* 

ïïmidt  (J.'F.-J.).  —  Observations  de  la  comète  VII  de  1880 
Pechûle),  faites  à  Athènes  du  3o  décembre  1880  au  25  février 
«81.  (253-256). 

9iii  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes  en  opposition, 
lites  à  l'équatorial  de  Padoue  en  1880.  (257-262). 

^zejewicz,  —  Mesures  micrométriques  d'étoiles  doubles,  faites 
Plonsk  en  1876  et  1877.  (263-272). 

^nidt  (J.-F.'J.).  —  Observations  des  taches  solaires,  faites  à 
tliènes  en  1880.(273-278). 
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Glauser  (/.).  —  Recherches  sur  le  point  radiant  des  comè 

(279-282). 

M.  Hoek  a  signalé,  dans  plusieurs  publications,  que  les  comètes  pouT 
être  réunies  par  groupes  ayant  un  point  radiant  commun,  ce  qui  complet 
l'analogie  entre  ces  corps  et  les  étoiles  filantes  et  il  a  signalé  plusieurs  d 
groupes. 

Pour  des  comètes  venant  du  même  point  de  l'espace  on  doit,  suivant  M. 

ser,  avoir  la  relation 

q'  _   e  —  1 

q  ~  e'  —  x 

où  q  est  la  distance  périhélie  et  e  l'excentricité. 

Or  il  se  trouve  que,  parmi  les  groupes  signalés  par  M.  Hoeck,  il  n'y  a 
groupe  des  comètes,  1824  juillet  11,  et  i833  novembre  10,  qui  satisfasse  à 
relation. 

Suivant  M.  Glauser,  les  autres  groupes  ne  sont  pas  réels. 

Kuhlberg{P.).  —  Résultat  des  observations  du  pendule  da 
Caucase.  (281-288). 

Schmidt  (J.'F.'J,).  —  Observations  de  la  comète  Swift,     w^ 
VI,  faites  à  Athènes  en  décembre  1880.  (287-288). 

Loiv  (M.).  —  Note  sur  la  théorie  de  Tinstrument  des   pass-  - 
établi  dans  le  premier  vertical.  (289-298). 

La  méthode  de  réduction  proposée  par  M.  Low  consiste  à  faire  les  rédui 
fil  à  fil  et  à  déduire  de  chaque  passage  une  valeur  de  (cp  —  S). 

Sa^vyer  {E,-F,).  —  Observations  des  étoiles  variables  t^  Aîgl 
P  Lyre,  faites  en  1877-1878  à  Cambridge  (Massachus< 
(297-300). 

Ceraski{WJ).  —  Note  sur  le  calcul  des  observations  des  étoî 
variables.  (299-302). 

Tacchîni(P.). —  Observations  de  la  comète  VII  (Pechùle),  fait  ^ 
à  rObser>'atoire  du  Collège  Romain  du   17  au  23  mars  188. 
(3oi-3o4). 

Burnham  (S.-W.).  —  Observations  du  compagnon  de  Siriuse  ^ 
1880-1881.  (3o3-3o4). 

Schmidt  {Alex.).  —  Théorie  des  erreurs  de  division  des  instn^ 
mcnts  méridiens.  (3o5-342t). 

Thraen  {A.).   —  Nouvelles  recherches  sur  Torbile  de  la  comè' - 
découverte  en  1810  par  Pons. 
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Schct^bevle  {J.-M.),  —  Note  sur  une  méthode  physique  rapide 
pour  régler  la  position  d'un  équalorial.  (347-348). 

Schrrzidt  {J.-F.-J.).  —  Note  sur  la  découverte  d'une  nouvelle 
étoile  dans  la  tête  du  Petit  Chien. 

Temf^el  {W.).  —  Obser\'ations  de  la  comète  VII  de  1880,  Pe- 
chtile,  faites  à  Arcetrî  du  24  février  au  17  mars  1881.  (35i- 
35a  > 

Egbcr-t^H.'V.),  —  Éléments  de  (m)  Pénélope.  (35i-352). 

Sçpife ^  —  Découverte  d'une  comète  faite  à  Rochester  (U.  S.),  le 
3o   avril  1881.  (351-352). 

Schî^3r.j)arelli {J .-V .).  —  Observations  de  la  tache  polaire  australe 
de    IMars  pendant  l'opposition  de  1879.  (353-358). 


position  da  plan  de  Téquateur  de  la  planète  par  rapport  à  l'équateur  ter- 
""^tï"^  <le  1880,  à  l'écliptique  de  1880  et  à  l'orbite  de  Mars  en  1880,  est  donnée  par 
les  ^v^leurs  suivantes  du  nœud  et  de  Tinclinaison  : 

Equateur  terrestre Q=48.  7,8        1  =  36.22,9 

Écliptique 84.28,3  26.2-), 6 

Orbite  de  Mars  86.47,7  24.52,0 

^s  xmombres  sont  très  voisins  de  ceux  qu'a  employés  M.  Marth  pour  le  calcul  de 
'^  ^phémérides  pour  les  observations  physiques  de  Mars. 

"^^X^9*  (  W.).  —  Détermination  des  orbites  des  satellites  de  Sa- 
^'^ï^xie,  Encelade,  Thétis,  Dione  et  Rhéa  d'après  une  nouvelle 
'ïï^l:hode.  (359-364). 


calculs  fondés  sur  les  observations  micrométriques  faites  en  1880  à  Genève 
I^^''    IM.  W.  Meyer  ont  donné  les  éléments  elliptiques  des  quatre  satellites. 

•^  ocaf^3^  (Z>.-P.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter,  faites 
^  "V^ashington  en  1 879-1 880.  (363-366). 

^^^^^s  {C.'F.-W.).  —  Observations  de  la  comète  découverte  le 
3^   «vril  par  M.  Swift.  (365-366). 

nworth  (T.-P.).  —  Éléments  delà  planète  (m)  Lilea.  (367- 


'^^^^Je  (yt.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale  et  la  distribution 
^^^ étoiles  dans  la  portion  du  ciel  voisine  de  Téquinoxc  du  prin- 
^^■"^ps.  (369-372). 
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Spoerer,  —  Observations  de  taches  solaires,  faites  à  Polsd 
février  à  août  1880.  (S^i-Syô). 

Pickering  {E,-C.),  —  Liste  d^étoiles  remarquables  par  leur 
leur  ou  la  distribution  de  la  lumière  dans  leur  spectre,  dé 
vertes  à  l'Observatoire  de  Harvard  Collège.  (375-378). 

Les  objets  signalés  par  M.  Pickering  sont  au  nombre  de  89. 

Foerster  {W.).  —  Remarques  sur  les  observations  du  pen 
faîtes  à  Konigsberg  par  M.  C.-F.-W.  Peters.  (379-382). 

Block  {£.),  —  Observations  et  éléments  de  la  comète  I  de  1 
comète  de  Swift.  (38i-38a). 

Knorre  (V.),  —  Observations  de  la  comète  1  de  188 1,  faites 
Berlin.  (38i-382). 

Oppenheim  (//.).  —  Éléments  paraboliques  et  éphéraéride  de  *^ 
comète  I  de  188 1,  Swift.  (383-384).  G.R. 


Thb  LONDON,  EDINBURGH,  ÂND  DUBLIN  PHILOSOPHICAL  MAGAZINE  a» 
Journal  of  Science.  Conducted  by  sir  Robert  Rane,  sir  William  Thomsc 
and  William  Francis.  —  London,  in-8**  ('). 

Tomo  VI;  juillet-décembre  1878. 
Croll  (J.).  —  Sur  l'origine  des  nébuleuses.  (i-i4). 

L'auteur  examine  les  contributions  que  la  Science  moderne  de  réDerg 
apporte  à  la  question  de  l'origine  des  nébuleuses,  et  il  considère  en  particali 
la  cause  physique  de  la  dispersion  de  la  matière  dans  Tespace,  soas  forme  < 
nébulosités. 

Hughes.  —  Sur  Faction  physique  du  microphone.  (44^So). 

Meldola  (/?.)*  —  '^^^  '^  cause  de  l'apparition  de  lignes  brillanU 
dans  le  spectre  solaire.  (5o-6i). 

Mills    (E.-J.).  —  Note  sur  des   recherches  de    therniométri( 
(62-63). 

(•)  Voir  Bulletin,  IÏ3,  84-101. 
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^scznquet  (^R.-H.-M,)-  —  Sur  la  relation  en  ire  les  tuyaux  so- 
rior'es  ouverts  et  les  tuyaux  fermés.  (63-66). 

czr^^e^CoL  A.-R.).  —  Sur  la  figure  de  la  Terre.  (Si-gJ). 


nombre  qui  exprime  Taplalissement  du  sphéroïde  terrestre  et  que  Ton  a 

vai.lué,  au  commencement  de  ce  siècle,  à  jji  environ,  semble  devoir  s'accroître, 

nncsure  que  de  nouvelles  données  viennent  s'ajouter  aux  données  anciennes 

ui*    la  forme  du  globe.  Ainsi,  les  travaux  géodésiqucs  récemment  exécutés  dans 

Inclc  anglaise  donnent,  pour  les  ellipticités  des  deux  principaux  méridiens  ter- 

esLres,  les  fractions  —r — ry  et 


289,54       29^.77 

^•ctiAley  (^D.-J,).  —  Sur  les  instruments  à  vent  en  cuivre  comme 
résonateurs,  (i  19-128). 

^(2^c   {P.-E.  ).  —  Sur  rhypothèse  nébulaîre.  — IX.  Radiation  et 
ot.ation.  (laS-iSa). 

'A->^er  (y.-iV.).  —  Recherches  récentes  sur  la  Chimie  solaire, 
t  «1-176). 

^^^tside  (OL).  —  Sur  la  résistance  des  électro-aimants  télégra- 
Kîcjues.  (177-185). 

*^^^Mtz  (K.).  — Problèmes  hydrodynamiques  relatifs  à  la  théorie 
^s     courants  océaniques.  (192-21 1). 

■  ï— ^  but  de  ce  Mémoire  est  de  montrer  quels  sont  les  mouvements  qu'admet 
^  ^^<:)uche  liquide  illimitée  sous  des  influences  extérieures  agissant  seulement 
^  ^mjrface,  dans  la  supposition  que  le  liquide  admette  un  frottement  (comme 
^^  1«  cas  pour  l'eau  et  pour  tous  les  autres  liquides  connus,  à  un  degré  plus 
'■^CDins  marqué).  » 

^^-as-  (/ocofe).  —  Origine  de  la  force  qui  produit  les  radiations 
*'^llaires.  (216-225). 


ik{V.).  —  Sur  la  répulsion  acoustique.  Suivi  d'une  Note  du 
^^"^^fesseur  A. -M.  Mayer.  (225-233). 

*       Bépulsion  acoustique  des  résonateurs  ouverts  à  une  seule  extrémité.  — 
^•^   moulin  acoustique.  —  3.  La  balance  de  torsion  acoustique.  —  i.  Production 
^^Ourants  aériens  par  le  son. 

'^^^mann  (L,).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  méca- 
^^^ue  de  la  chaleur.  (236-287  ). 

r 

^^^^sius  (R.),  —  Sur  la  relation  entre  le  travail  produit  par  la 
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diffusion  cl  le  second  théorème  de  la  théorie  mécanique  d 
chaleur.  (îîSj-îSS). 

Blake  {J.-F»).  —  Sur  la  mesure  des  courbes  formées  par  les 
phalopodes  et  autres  mollusques.  (241-263). 
Études  géométriques  sur  U  forme  et  la  loi  d'accroissement  des  coquilles. 

Hennessy  {H.),  —  Sur  les  limites  des  hypothèses  concernant 
propriétés  de  la  matière  qui  compose  rintérieur  de  la  Te 

(263-267). 

Worthington  {A, -M.).   —  Sur  la  couleur  bleue  du  ciel.  (: 

270).  ^ 

Rayleigh  (Lord).  — Note  sur  la  répulsion  acoustique.  (270-2 

Thompson  {Silv.-P.  ).  —  Sur  certains  phénomènes  accompagr 
les  arcs-en-ciel.  (272-274). 

Ball{B.'St,).  —  Sur  les  vis  (screws)  principales  d'inertie  < 
corps  rigide  libre  ou  restreint.  (274-^80). 

Umvin  (W.'C).  —  Sur  l'écoulement  de  Teau  à  travers  des 
(ices  à  des  températures  inégales.  (281-287). 

Edlund{E.),  -7-  Recherches  sur  l'induction  unipolaire,  surl't 
tricité  atmosphérique  et  sur  l'aurore   boréale.  (289-306; 
371  et  423-436). 

Gray  {Th.),  —  Sur  la  détermination  expérimentale  des  mom 
magnétiques  en  mesure  absolue.  (321-33 1). 

Glaisher  {J.^IV.-L.).  —  Sur  la  multiplication  au  moyen  d 
Table  à  simple  entrée.  (33 1-347). 

Il  s'agit  de  l'emploi»  pour  remplacer  les  Tables  de  multiples  ou  les  logaritl 
d'une  Table  contenant  les  quarts  de  carrés,  qui  permet  d'obtenir  un  prodoi 
une  simple  soustraction.  L'usage  de  cette  Table  est  fondé  sur  la  formule 

(i)  a^  =  i(a-f-6)»-|(a-6)*. 

La  première  Table  de  cette  espèce  qui  ait  paru  a  été  publiée  par  Voisin,  à  I 
en  1817,  et  s'étend  jusqu'à  20000.  Depuis  S.-L.  Laundy  en  a  construit  nne  1 
jusqu'à  looooo.  Le  général  Shortrede  en  avait  préparé  une  prolongée  ju 
aooooo,  mais  qui  est  restée  manuscrite. 

On  peut  remarquer  que,  si  a  -i-  6  dépasse  les  limites  de  la  Table,  on  po 
d'après  une  remarque  de  Voisin,  remplacer  la  formule  (i)par  la  suirante  : 

ab^  2[ia»  +  |6«  — i(a  — 6)»]. 
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I^a  formule  (1)  a  été  généralisée  par  M.  Sylvester  et  étendue  au  produit  de 
plusieurs  nombres.  Ainsi  on  peut  calculer  le  produit  de  trois  nombres  au  moyen 
d'une  Table  des  vingt-quatrièmes  de  cubes,  par  la  formule 

a^  abc=  (a-+-6-4-c)'—  (6-4-c— a)^—  (c-4-a— ^)^—  (a-H  ft  —  c)*. 

L.a  Note  de  M.  Glaisher  se  termine  par  des  recherclics  historiques  sur  la  pro- 
tthaj?hérése  des  astronomes  successeurs  de  Copernic;  ce  procédé  se  rattache  à 
la  formule 

sin a  sin 6  =  ; [ cos (a  —  b)  —  cos ( a  4-  ^ )  ], 

qui  peut  aussi  être  employée  pour  changer  la  multiplication  en  addition. 

Thompson  (Sih.-P.).  —  Figures  magaéliques  représentant  les 
relations  éleclrodynamîques.  (348-353). 

Pursaf^  {J.).  — Sur  Tapplication  des  équations  de  Lagrange  à 
certains  cas  du  mouvement  des  fluides.  (354-359). 

Ston.^^  (C-X).  —  Sur  la  théorie  mécanique  de  Crookes  sur  la 
tension  (5/rew)  des  gaz  (4oi-423). 

"ea^£side  (O.  ).   —  Sur  un  moyen  d'essai  des  lignes  télégraphi- 
ques, (436-438). 

Chatte  (JPL^E.).  —  Sur  Thypothèse  nébulaire.  —  X.  Prédictions. 

(448-454). 

^^'^     {A. -S.).  —  Sur  une   cause  possible  de  la  formation  des 
q^'ieties  des  comètes.  (459-462). 

^^y^  (Jtf.),  —  Sur  l'attraction  moléculaire  dans  ses  relations  avec 
I 
*    ^^inpérature  des  corps.  (466-468). 

Tome  Vn;  janvier-juin  1879. 

'  ^S'^^rald {G,'F,),  —  Sur  la  théorie  mécanique  de  la  force  de 
**^^okes.  (15-29). 

*— orsque  deux  surfaces,  à  des  températures  inégales,  se  trouvent  en  présence 
^I^arées  par  un  gax,  il  existe  une  force  tendant  à  les  séparer.  En  admettant 

^  force,  on  explique  un  grand  nombre  de  phénomènes,  parmi  lesquels  le 
|.  ^^ement  observé  dans  les  radiomètrcs  de  M.  Crookes  et  l'état  sphéroïdal  des 
'*l^îclcs.  » 

^Mtcur  donne  le  développement  mathématique  de  sa  théorie. 

^<^€  {W,-IL).  —  La  lumière  électrique.  (29-34). 

j^^     ï-a  théorie  de  la  lumière  électrique  ne  peut  être  traitée  rigoureusement  par 
^^^Tmules  mathématiques  dans  l'ignorance  où  nous  sommes  encore  sur  la  re- 
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lation  exacte  qui  existe  entre  la  prodaction  de  la  chaleur  et  rémissioi^    ^^  * 
lumière  par  un  courant  donné;  mais  on  en  sait  assez  pour  affirmer  que  c?^    ^^^ 
est  vrai  pour  la  production  de  la  chaleur  est  également  vrai  pour  la  prodmi^^ 


de  la  lumière  au  delà  de  certaines  limiles.  » 


^ 


IVeber  {IL-F.).  —  Sur  les  inductions  qui  se  produisent  dans 
téléphone.  (34-39)«  ^ 

Baily  (  W.).  —  L'amidon  et  le  verre  non  recuit  vus  au  polari-^ 
scope.  (Sg-So;  4  pl«)* 

Frëhlich  (/.).  —  Nouvelle  proposition  de  la  théorie  de  la  diffrac- 
tion, et  son  application.  (5 1-57). 

«  Pour  de  petits  angles  de  dilTraction,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'ouverture, 
rénergie  cinétique  de  la  lumière  incidente  est  égale  à  Ténergie  cinétique  de 
la  lumière  diffractée.  » 

Crookes  (  W,)*  —  Sur  rillumination  des  lignes  de  pression  mole- 
léculaire,  et  sur  la  trajectoire  des  molécules.  (57-64)« 

Hennessy  {H.).  —  Sur  la  figure  de  la  planète  Mars.  (67-69). 

Wiedmann  {E.),  —  Recherches  sur  la  nature  des  spectres.  (77- 

95)- 

Mayer  {A  ,-M.  ).  —  Sur  la  morphologie  des  configurations  formées 
par  des  aimants  flottant  verticalement  et  soumis  à  Vattraction 
d'un  aimant  superposé;  avec  des  notes  sur  quelques-uns  des 
phénomènes  de  structure  moléculaire  que  ces  expériences  peu- 
vent servir  à  expliquer  et  à  représenter.  (98-108;  avec  2  pi»)- 

Jacques  (  TV,-  W.).  —  Effet  du  mouvement  de  Tair  dans  une  salle 
sur  les  qualités  acoustiques  de  cette  salle,  (i  i  i-i  16). 

Perry  (/.)  et  Ayrton  (  W.-E,),  —  Sur  la  musique  des  couleurs  ^ 
et  sur  le  mouvement  visible.  (1 1 7-1 25  ;  a  pi.  ). 

Lang  {V.  von).  —  Sur  un  goniomètre  horizontal.  (i36-i38). 

Rayleigh  {Lord).  —  Observations  acoustiques,  II.  (149-162). 

Trowbridge  («/.).  —  Méthodes  pour  mesurer  les  courants  élec^^^^ 
triques  de  grande  puissance;  avec  la  comparaison  des  machin^^^^ 
de  Wilde,  de  Gramme  et  de  Siemens,  (i 65-173;  i  pi.). 

Steinhauser  {A.).  —  Théorie  de  Taudition  binauriculaire.  Co« 
tribution  à  la  théorie  du  son.  (181-197,  261-274;  1  pi.). 


■A 


,^  1 
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Lodge  {O.'J.).  —  Sur  la  détermination  de  la  variation  de  la  con- 
ductibilité thermique  des  métaux  avec  la  température,  au  moyen 
de  la     courbe  permanente  de  température  le  long   d'une  tige 
mince    uniforme   chauffée  à  Tune  de   ses  extrémités.  (198-211, 
2Ji-a6i;   I  pi.). 

Fitzfr^^r'^jild  (G,'F,\   —  Sur  la  théorie  électromagnétique  de  la 
réflex^îon  et  de  la  réfraction  de  la  lumière.  (216-218). 

Jacqi£,cs  (  ïr.-ïr.).  —  Sur  la  vitesse  des  sons  très  aigus.  (219-222). 

Cook  (  .£7. -IL),  —  L'existence  de  Téther  lumineux.  (225-289). 

Oldlim  r^^  (^. -/>.).  —  Sur  le  module  de  cohésion  de  la  glace,  et  son 
rôle    dans  la  théorie  de  l'érosion  glaciaire  des  bassins  lacustres. 

(240— a4-), 

tlodfr^M    (^N.-D,-C,).   —   Sur   un  nouveau   galvanomètre   absolu. 

(•^7^-276). 

Ayrt^^f  (  Ïf'.-A\)  et  Peny{J.).  —  Nouvelle  détermination  du 
ra[>j>op|^  (Je  Tunité  électromagnétique  à  l'unité  électrostatique  de 
la  ^l^iantité  d'électricité.  ('^,77-289,  i  pi.). 

Glais/i^^^  (y.-Jf '.-//.).   —  Sur  une  propriété  des  fractions  ordi- 
naires. (321-33(5). 

**   ^*     toutes  les  fractions  propres,  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  et 

dont  los  numérateurs  et  les  dénominateurs  ne  dépassent  pas  un  nombre  donné 

Wt  ^Ofif^    rangées  par  ordre  de  grandeur,  alors  cliacune  de  ces  fractions  sera  égale 

.  *  *    *^*"î4ction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  respectivement  égaux 

I     '}  â    lia 

i  ^onnnie  des  numérateurs  et  à   celle  des  dénominateurs  des  deux  fractions 

;  °*^***tes  l'une  à  gauche,  l'autre  à  droite  de  la  fraction  considérée. 

t  "    ''^insi,  pour  /i  =  7,  la  suite  des  fractions  étant 


■Cl 

! 


-,         1         I        I        3        I        a       3        I        -î       3        i       5       3       4       5       6 
'  ^>ari       733727^37       4       3(> 


* 


M 


i 


on  51 


^»ï-a 


I         I  -i-  I        i         I  -'-  I        I         I 


1  6        7  -r-  5       5        6  -h  -j       ^1        5  -+-  7 

'  .  *    ^«Ite  propriété  a  été  énoncée  par  John  Farey  dans  le  Phihsophical  Afaga- 


* 


^D  1816,  et  peu  de  temps  après  démontrée  par  Cauchy. 


I     *    *l   existe  une  autre  propriété  de  cette  même  suite  de  fractions,  savoir,  que 
I         *Q<érence  de  deux  fractions  consécutives  est  égale  à  l'inverse  du  produit  de 
***  dénominateurs;  par  exemple, 


I        I          I 

1        1          I 

I         I           I 

6        7  ■"  6.7' 

5        (i        5.6 

4      5  "  4.5' 

^ 


un,  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  t.  VII.  (Février  i883.)  R.4 
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l^a  première  pro|)riété  déroule  iminédiateiiieat  de  cellc-ri;  car  si 


a,       «j       a, 

v  > 


ô,       6,       6, 
K>nt  trois  fractions  consécutives  de  la  série,  telles  que  Ton  ait 


alors 

d'où 

et  par  suile 


Âj         ^>,    ~  6,6,'      6,         ft^     ■  6,65 
a^b^  —  a,  63  —  a^^M  —  fl/63  =  1, 

«;      _      rt,    -+-    flj 


»  Dans  les  deux  paragraphes  suivants,  l'auteur  donne  une  démoDstration  élé- 
mentaire de  ces  deux  propriétés.  Dans  les  §  4  <^t.  5  la  première  propriété  est 
démontrée  indépendamment  de  l'autre;  le  §  7  contient  une  extension  des  con- 
ditions pour  lesquelles  ces  propriétés  ont  lieu.  Enfin  les  §  7  à  t3  sont  principa- 
lement consacrés  à  l'historique  de  la  question.  » 

Tait  (P.-G.).  —  Sur  la  dissipation  de  Ténergie.  (344-346). 

Thomson    (Sir  TV,),    —   Noie    sur  la   lettre    précédente.   (346- 

348). 

Thomson  {Sir  W.).  —  Sur  la  motlvité  thermodynamique.  (348- 
352). 

Siemens  (  ff\),  —  Sur  la  transmission  et  la  distribution  de  l'éner- 
gie par  le  courant  électrique.  (352-356,  1  pi.). 

Aron  {Hermann),  —  Contribution  à  la  théorie  du  microphone. 

(377-380). 

Fisher  (O.).   —  Sur  les  conditions  thermales  et  la  stratification 
des  glaces  antarctiques.  (38i-393). 

Perry  (J.)  et  Avrton  (  \V,-E.),   —  Nouvelle  théorie    du   magné- 
tisme. (4oi-4  I  i). 

Naquet  (A.),  —    Considérations  sur  les  deux  Mémoires    de  Sir 
B.-C.  Brodie  sur  le  calcul  des  opérations  chimiques.  (418-427). 

Brodie  (Sir  B.-C).  —  Note  sur  une  objection  faite  par  M.  Na- 
quet dans  ses  «  Observations  »  précédentes.  (4^7-43 1). 

Naquet  (A.).  —  Seconde  Note.  (43i-432). 


f 
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y  an  der  Afensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  application  de 
J  énergie  potentielle  des  surfaces  liquides.  (432-437). 

Tome  VIII;  juilIeUdécembre  1879. 

^uerbach  {F.).  —  Sur  le  passage  du  courant  galvanique  à  travers 
le  fer.  (1-18,  i38-i52y  217-229,  i  pi.). 

F^erry  {J,)  et  Ayrton  (  fV.-L\),  —  Sur  un  principe  négligé,  qui 
peut  être  employé  dans  les  mesures  des  tremblements  de  terre. 
(3o-5o,  1  pi.). 

Ileaviside  {O.).  —  Sur  la  théorie  des  erreurs  dans  les  câbles.  (60- 
74,  163-177). 

Hodges{N.-D,-C.).  —  Sur  la  grandeur  des  molécules.  (74-75). 

Hoivland  {H, -A.),  —  Sur  la  nouvelle  théorie  du  magnétisme  ter- 
restre, présentée  par  MM.  Ayrton  et  Perry;  avec  une  Note  sur 
une  nouvelle  théorie  de  Taurorc  polaire.  (102-106). 

Syli-'ester  {J,-J.).  —  Note  sur  une  équation  aux  différences  finies, 
(i  20-121). 

I^équatioa 

X 

admet  les  deux  séries  d'intégrales  particulières 

I  I  f  .3  1.3 


»      Wj  =  — 7  . 


«.  =  .,    «,  =  ,,   «,  =  ,,   w,-^.    «.=  0'.    "»-733' 

Si  ?(f)  désigne  la  fonction  génératrice  de  Wj.,  l'équation 

XUg—  {X  —  2)W,_,  —  Uf_^  —  2M,_3  —  O 

donnera 


(,_^»)^|_H(_,_aO?  =  C: 


d*où,  en  intégrant, 


i-4-f              arc5in/-+- v/i— ^' 
ç  =  C   5  -f-C ; 3-» 

{i-oy        (i- o'(i  +  o' 

et  les  deax  termes  de  cette  expression  sont  les  fonctions  génératrices  correspon- 
dant aux  deux  suites  précédentes. 

Muir  (M.'M.'Pattison).  —  Affinité  chimique.  08i-203). 


Sa  SECONDE  PARTIE. 

Perry  (/.)  et  Ayrion  (  W.-E,).  —  Sur  les  constructions  dansu 
pays  sujet  aux  tremblements  de  terre.  (209-217). 

Airy  (Sir  G,-B.).  —  Sur  la  construction  et  l'usage  d'une  échelle 
pour  jauger  les  mesures  cylindriques  de  capacité.  (24^^50). 

Bayleigh  (Lord), —  Recherches  optiques,  relatives  spécialement 
à  la  spectroscopie.  (261-2-4,  4o3-4i3,  i  pi.). 

Lodge{0.),  —  Essai  d'une  classification  systématique  des  diverses 
formes  d'énergie.  (2-7-286). 

Voici  le  résumé  des  propositions  traitées  par  Fauteur  : 

1.  Troisième  loi  de  Newton. 

*2.  Définition  du  travail,  -f-  et  — . 

3.  Négation  de  Vaction  à  distance. 

4.  Définition  de  la  puissance  active  {working  power). 

5.  Définition  de  l'énergie. 

G.  Conservation  de  l'énergie,  et  première  loi  de  la  Thermodynamique. 

7.  Possibilité  de  diverses  formes  d'énergie. 

8.  Classification  des  formes  d'énergie. 

9.  Les  formes  fondamentales  d'énergie. 

10.  Les  énergies  cinétique  et  potentielle  correspondant  aux  deux  facteurs  da 
produit  du  travail. 

11.  Transformation  d*une  forme  dans  l'autre. 

12.  Subdivision  ultérieure  des  formes  d'énergie. 

13.  Table  de  classification. 

14.  Distinction  entre  l'énergie  et  ce  qu'on  ap[>elait  autrefois  entropie. 

15.  Distinction  entre  l'énergie  utilisable  ou  non  utilisable,  et  entre  le  travail 
utile  ou  inutile. 

16.  Haison  pour  laquelle  l'énergie  des  masses  ordinaires  est  utilisable. 

17.  Raison  pour  laquelle  l'énergie  planétaire  est  presque  inutilisable. 

18.  Raisons  pour  lesquelles  l'énergie  moléculaire  est  en  grande  partie  inatilî- 
sable,  et  seconde  loi  de  la  Thermodynamique. 

19.  Extension  de  l'utilisation  de  l'énergie  atomique  et  électrique. 

20.  Dissipation  de  l'énergie. 

Rasetti  {F.),  —  Recherches  expérimentales  sur  la  température  du 
Soleil.  (324-332,  438-449»  537-550). 

Fitzgerald  {G. -F.),  —  Sur  la  tension  des  vapeurs  près  des  sur- 
faces courbes  de  leurs  liquides.  (38a-384). 

Thompson  {S .-P .).  —  Le  pseudophone.  (385-39o). 

Instrument  destiné  à  Tétude  de  l'audition  binauriculaire,  aa   moyeo  des  illo- 
sions  qu'il  produit  dans  la  perception  acoustique  de  l'espace. 

Lodge{O.^J.),  —  Sur  la  détermination  de  la  variation  de  la  conduc- 
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>ilité  thermique  des  métaux  avec  la  température,  au  moyen  de 
courbe  permanente  de  température  le  long  d'une  tige  mince 
aufiee   à  une  de  ses  extrémités,   deuxième  Mémoire.  (5io- 

;3). 

ivendler  (L.).  —  Sur  une  méthode  simple  d'utiliser,  pour  des 
•âges  télégraphiques,  une  fraction  insignifiante  du  courant 
"incipal  produit  par  une  machine  dynamo-électrique.  (558- 

Tome  IX  ;  janvier-juin  1880. 

demann  (G,).  —  Sur  la  torsion.  (i-i5,  97"'^9>  '  ?'•)• 
irie  (Fred,),  —  Sur  certaines  vibrations  des  solides.  (i5-2o). 

'Its.  —  Sur  la  «  Régula  tertia  philosophandi  »   de  Newton. 

i  —35). 

Le  Livre  III  dos  Principes  de  Newton,  auquel  esl  attaché  exclusivement  le 

Jtye  Mundi  Systemate,  contient  au  commencement  quatre  règles  de  raison- 

5¥it  philosophique,  accompagn(^es  chacune  d'explications.  De  ces  règles,  la 

li^rc,  la  deuxième  et  la  quatrième,  avec  leurs  explications,  ont  été  univer- 

rricnt  adoptées,    et   n'exigent  aucune  considération  spéciale.    La   troisième 

T.    énoncée   en   ces  termes  :    Qualitates  corporuni  quœ  intendi  et  rcmitli 

'^unt,   quœque  corporibus   omnibus  competunt  in  quibus  expérimenta 

^  €iere  iicet,  pro  qualitatibus  corporuni  universorum  habendœ  sunt,  est 

r*ipagnée  de  remarques  explicatives  spéciales  et  de  définitions  relatives  aux 

*  tés  ultimes  des  corps.  Le   but  de  cet  article  est  d'indiquer  et  d'appliquer 

-     règle  dans  la  conduite  d'une  théorie  physique  et  de  discuter  les  définitions 

IScwton  l'a  accompagnée  ». 

^dgh  (Lord),  —  Recherches  d'optique,  concernant  spéciale- 
-xitle  spcctroscope.  (4o-55). 

Gnn  (  ÎV,-H,).  —  Note  sur  une  méthode  de  preuve  des  opéra- 
^Xïs,  (56-5()). 

fèting  (J.-II.).  —  Sur  la  graduation  du  sonomètre.  (39-64). 

cher  (L,),  —  La  dilatation  des  cristaux  par  le  changement  de 
tnpérature.  (81-96). 

^ing  (J.-A.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  balance  de  rési- 
aince,  adaptée  à  la  comparaison   des  bobines-étalons.    (109- 

7)- 


u 
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Perry  (J.)  et  Ayrton  (  W.-E.),  —  Pholomèlre  de  dispersic^o. 

(i  17-120). 

Walenn  (W.-fl.).   —  Sur  Tunitation.  —  IX.  Remarques  j>^"a' 
tiques  sur  ce  sujet,  avec  des  exemples.  (121-123,  271-273). 

Voir  Philos.  Magazine,  t.  V,  p.  218  {Bulletin,  lïj,  101). 

Lodge  (O.-J.).  —  Sur  les  courants  intermittents  et  sur  la  théo  :^"*^ 
de  la  balance  d'induction.  ('2'a3'i/[6). 

Bosanquet  {R,-IL-M.),  —  Note  sur  la  mesure  de  Tintensilé 
son.  (1-4-177). 

Hodges  (A\-D,-C,).  —  Sur  la  trajectoire  libre  moyenne  des 
lécules.  (177-180). 

Fletcher  {L.),  —  Notes  crislallographiques.  (180-191,  i  pi.). 

Bridge  (J-)-  —  Sur  un  appareil  de  calcul  fondé  sur  les  bagueL-    t^s 
de  Napier.  (191-197,  i  pi.). 

L'auteur  fait  voir  comment,  en  perfectionnant  la  maoipulatioa  de  l'app^i^  .■.  c^ii 
décrit  par  Napier  dans  sa  Bhabdologia,  on  peut  en  tirer  un  assez  grand  gi»>Sfe.K~ti 
pour  rendre  les  calculs  plus  sûrs  et  moins  pénibles. 

Lindemann  (/*^.).  —  Sur  les  formes  des  vibrations  des  coi 
pincées  et  percutées.  (197-221). 

Wright  (C.-B, -Aider),  —  Sur  la  détermination  de  l'affinité 
mique  en  fonction  de  la  force  électromotrice.   (237-266,  33  m 

347). 

Bayleigh  {Lord),  —  Observations  acoustiques.  III.  (278-283)- 

Thomson  (J.-J.).  —  Sur  la  théorie  de  la  lumière  de  Maxi^'di. 

(284-291). 

Ayrton  (  W.-E.)  et  Perry  (J.).  —  Détermination  de  l'accélération 
de  la  gravité  à  Tokio  (Japon).  (292-301). 

Cockle  (Sir  James).  —  Note  supplémentaire  sur  les  formes  pri- 
maires. (348-35 1). 

Voir  une  Note  ajoutée  au   travail  de  l'auteur,  Philos.  Mag.,  t.  L,  àéttfC^^^ 
1875  {Bull.,  IIj,  9'»). 

Preston  {S,'Tolver).  —  Sur  la  méthode  de  recherche  des  caa 
(356-367). 
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forisot,   —  Sur    la  clialeur   spécifique  el  la  conductibilité  des 
corps.  (386-389). 

■ 

lai£s£iis  (/?.).  —  Comment  se  comporte  l'acide  carbonique  au 
point  de  vue  de  la  pression,   du  volume  et  de  la  température. 

3ç>3-4o8). 

ttol  (If-)*  —  Théorie  complète  du  magnétomètre  bifilaire,  et 
louvelles  méthodes  pour  la  détermination  de  l'intensité  hori- 
on Laie  absolue  du  magnétisme  terrestre,  ainsi  que  de  la  tempé- 
ait^uir^e  et  des  coefficients  d'induction  des  aimants.  (443-445). 

'j^cXë.el  (J.).  —  Sur  la  détermination  de  l'accélération  de  la  gra- 
i  t^    à  Tokio  (Japon).  (44G-448). 

ac/^/^*"^.  —  Supplément  aux.  recherches  sur  la  théorie  hydrody- 
SkTT:k  îque  des  forces  physiques,  comprenant  une  théorie  du  mi- 
rc>p>hone.  (418-45s>.). 

rt,  —  Sur  la  théorie  des  courants  d'induction.  (452-4^5). 


y'^f^^ke  (G.-J.)»    —    Sur    un    théorème    général    énoncé    par 
^*-     C~;iausius  relativement  à  l'influence  électrique.  (458-46o). 

Tome  X  ;  juillet-décembre  1880. 


n 


-     ^«/.).  —  Sur  la  représentation  diagrammatique  et  mécanique 
*es      propositions  et  des  raisonnements.  (1-18). 

^^-^^^n  (J.-D,'A,).  —  Sur  le  critérium  au  moyen  duquel  on  peut 
^^^rminer  le  point  critique  d'un  gaz.  (4o-43). 

^^On  {W,-E'.)  et  Perry  (J.).  —  Sur  la  détermination  de  l'ac- 
^^"  ^ration  de  la  gravité  à  Tokio  (Japon).  (43-53). 

'^•^ponse  aux   critiques   adressées    par    le    major   Herschcl    dans    le   journal 

^^^^^ler  (C).  —  Remarque  sur  une  simplification  de  la  théorie 
^^  mouvements  vibratoires.  (5"-6o). 

'^-y'^e.igh  {Lord).  —  Sur  la  résultante  d'un  grand  nombre  de  vi- 

^**ations  de  même  acuité  (Pitch)  et  de  phase  arbitraire.  (73-78). 

f     - 

*0^'  (  IV,).   —   Les  vibrations  d'une  pellicule  en  rapport  avec  le 

r^'^onéidoscope.  (79-89). 
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Thomson  (Sir   H'.).  —  Slaliqiie  des  tourbillons.  (9--109). 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  le  mouvement  constant  des  tourbillons. 

Le  mouvement  système  quelconque  de  matière  solide,  ou  fluide,  ou  en         M^^^lk 
solide  et  en  partie  fluide  est  dit  constant  quand   la  confîguration   du  s^^^'^tcoie 
reste  égale  et  semblable  à  elle-même,  et  que  les  vitesses  des  parties  hoinc»#«=3go» 
sont  égales,    de  quelque    manière  que   la  configuration  puisse  se  mouvoix'  dans 

l'espace,  et  à  quelque  distance  que  les  particules  matérielles  individuelles  ^^:3ai5- 
sent,  à  un  instant  donné,  se  trouver  des  points  homologues  à  leurs  posi Cic::*^ ''^  ^ 
un  autre  instant.  • 

Thomson  (Sir  IV.). —  Sur  les  oscillations  causées  par  la  grav^^^' 
tion  dans  Teau  animée  d'un  mouvement  de  rotation.  (109-n 


6). 


»  C'est  là,   en  réalité,   le  sujet  traité  par  Laplace  dans  sa  théorie  dynami^^ 
des  marées,  et  cela  avec  la  plus  grande  généralité,  à  une  importante  restrict 
prés,  le  mouvement  de  chaque  particule  devant  être  inflniment  peu  différent 
la   direction  horizontale,  et  la  vitesse  toujours  égale  pour  toutes  les  partica 
situées  sur  une  même  verticale.  Cela  implique  que  la  plus  grande  profond 
doit  être  très   petite   en   comparaison  de  la   distance  qu'il  faut  parcourir  po 
trouver  l'écart  <ie  niveau  de  la  surface  de  l'eau,  altéré  d'une  fraction  sensible 
sa  valeur  maximum.  Dans  la  présente  Note,  l'auteur  adopte  cette  restriction, 
de  i»lus,  au  lieu  de  supposer,  comme  le  fait  Laplace,  la  surface  d'un  sphéroï 
solide,  en  totalité  ou  en  grande  jiartie  recouverte  par  l'eau,  il  traite  le  problè 
plus  simple  d'une  étendue  d'eau   assez  restreinte  pour  que  la  fîgure  d'équilib 
de  sa  surface  ne  présente  pas  une  courbure  sensible.  » 

Rayleigh  {Lord).  —  Sur  le   pouvoir  résolvant  des  télescope 

(116-119). 

Ilennessy  {II-)-  —  Sur  la  figure  de  la  planète  Mars,  (i  19-12?.). 

Wiedemand  (A.).  —  Sur  un  moyen  pour  déterminer  la  pressiez  5o 
à  la  surface  du  Soleil  et  des  étoiles,  avec  quelques  reniarqii^:i-^ic 
spectroscopiqucs.  (la^-iaS). 

Plateau  (7.).  —  Une  application  des  images  accidentelles.  (1? 

i36). 

Clark  [J.'IV.).  —  Sur  la  manière  dont  se  comportent  les  liqui 
et  les  gaz  dans  le  voisinage  de  leur  température  critique,  (i-r 
ijj). 

Thomson  (Sir  JV.). — Vibrations  d'un  tourbillon  en  colonne,  (i 

168). 

Me  Coll  (If*)'  —  Sur  la  représentation  diagrammatique  et  m 
nique  des  propositions  et  des  raisonnements,  (i 68-1 71). 
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^nme/(Rev.  F,-!!.),  —  Développement  par  soustraction.  (190- 
•99)- 

On  obtient  la  racine  carrée  de  6),  par  exemple,   en  retranchant  de  G^f  les 
tonnes  successifs  de  la  série  a,  ^,6,  .. .,  14.  On  trouve  de  même  la  racine  cubi- 
cf ue  de  n^  =  729,  en  retranchant  successivement  les  termes  de  la  série  6,  18, 
3^,  .. .,  168,  -216,  formée  au  moyen  des  nombres  triangulaires  multipliés  par  6. 
Dans  la  présente  Note,  l'auteur  généralise  cette  méthode,  en  développant  la  va- 
leur générale  de  Texpression 


M,  =  /i*  —  n  —  [(  /i  —  I  )"•  —  (  «  —  I  )]  =  /i*"  —  I  —  (  Al  —  I  )«" 
=  — 1-\-  mn*'*~'^ m{m  —  1  ) /i**-* h- . . .  —  (  —  1  )* ( rnn  —  1  ). 

La  racine  m'*"*  du   nombre  n"»  s'obtient  par   la   soustraction   successive  des 
nombres  u,,  a,,  u,,  . . .,  a^_,. 

Glazcbrook  {B.-T.),  —  Notes  sur  le  prisrac  de  Nicol.  (247-a54). 

Clausîus  (B,).  —  Sur  l'emploi  du  potentiel  électrique  pour  la 
détermination  des  forces  pondéromotrices  et  élcctromolriccs. 
(255-279). 

Exner'  (/>.).  —  La  cause  de  la  production  d'électricité  par  le 
contact  de  métaui^  hétérogènes.  (aSo-agS). 

Lrmg  (  jTA.).  —  Sur  le  mouvement  permanent  dans  un  fluide  vis- 
queux incompressible.  (342-357). 

"(^fctr'lane  {A,),  —  Sur  la  décharge  explosive  de  réleclricité. 
(  389^4  o;). 

Tome  XI ,  janvier-juin  1881. 
McLoll    (//.).  —  Logique  implication nelle  et  équalionnellr.  (40- 

43). 

Ayrton  (  W.'E.)  et  Peny  (./.).  —  Note  sur  les  arliclos  de  M.  K\- 
ner  an  sujet  de  Télectricité  de  contact.  (43-54). 

''^''^*o^(G.).  —   Sur  In  mesure  des  conductivitrs  rlertriqnes. 

^  ^^^s  {Ch,S.),  —  Théorie  de  la  constitution  du  Soleil,  fon- 
^  Stjr  les  observations  spectroscopiques,  orij^inalos  ou  autres. 

"'^  ^*^*<i/rf  (G.-F.).  —  Sur  rarticlc  du  professeur  O.    llevnold, 

/^  * 

^     *-  des  Sciences  mnthém.,  .>.'  série,  l.  VII.  (  Mîu's  li^xl.)  11.5 
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inlilulé  :  «  Sur  certaines  propriétés  dimensionnelles  de  lH 
iiore  à  Tétai  gazeux  ».  (io3-ioi)). 

Glan  (P.)*  —  Sur  un  speclro-télcscope.  (i  lo-i  i3). 

Oherbeek  {A.),  —  Sur  le  frottement  dans  les  surfaces  libr— 
liquides.  (  182- 147). 

Draper  (J,'}f\).  —  Sur  le  phosphorograplie  d'un  spectre  &►<: 
et  sur  les  raies  de  sa  région  infra-rouge,  (i  57-169). 

Rayleigh  {Lord).  —  Sur  la  copie  des  réseaux  de  diffract/c: 
sur  quelques  phénomènes  qui  s'y  rattachent.  (ipG-aoS). 

Rayleigh  {Lord). —  Sur  les  images  formées  sans  réilexion  x^ 
fraction.  {i\/\-'i\i). 

Preston  {S.-Toher).  —  Sur  l'action  à  distance.  (218-220). 

Thomson  {J.-J.),    —  Sur  les  effets  électriques  et  magnétic^ 
produits  parle  mouvement  de  corps  électrisés.  (229-2.49). 

Challis.  —  Explications  théoriques  de  la  transmission  reclilij 
et  de  la  diffusion  spontanée  du  son  et  de  la  lumière.  (249-23 

Roivland  {IL'A.).  —  Sur  la  nouvelle  théorie  des  attractions  i 
gnétiques,  et  sur  la  rotation  magnétique  de  la  lumière  polaris 

(254-261). 
Voir  Bulletin,  Vj,  216. 

Ilennessy  {IL).  —  Sur  les  ligures  des  planètes.  (283-ii85). 

Voir  Bulletin f  Vj,  88.  L'auteur  remarque  que  la  formule  donnée  par  loi 
les  Comptes  rendus  peut  sVcrire  plus  simplement  sous  la  forme 


-.loi       ''       \ 


Q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravite  à  son  équatear,  D  la 
silé  moyenne  de  la  planète,  et  D'  sa  densité  à  la  surface.  Mais,  dans  l'hypo 
de  la  fluidité  primitive,  on  a 

Q 
e^p,, 

g,  étant  Taplatissemonl  de  la  Terre  et  q  le  rapport  de  la  force  centrifi 
ré<(uateur  terrestre  à  la  gravité.  r>n  en  tire 

r  _  5  c,  I> 

ë'ag   5U  — 31)'* 
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Pour  toute  planète  pour  laquelle  on  peut  admettre  que  le  rapport  de  la  densité 
"fîoycnne  à  la  densité  superficielle  soit  à  peu  près  le  même  que  pour  la  Terre, 

*^*t  —1-,  on  aura 


e  _    70   e,  _  907 


e'        101    q        3()3 

^  auteur  applique  ses  formules  aux  planètes  Mercure,  Vénus  et  Mars,  et  en  tire 
'*cs   r<^sultats  intéressants. 

^^^ ^ebrook  (R.-T,).  —   Sur  la  mesure  des  petites  résistances. 
(  ^91-295). 

^f^^ej'.. —  Sur  les  raies  de  la  région  infra-rouge  du  s{3ectre  so- 
laire. (3oo-3oi). 

^  ^raçe  (O.).  —  Sur  une  proposition  adressée  à  l'Académie  des 
Sciences  de  Saint-Pétersbourg  par  le  général  Schubert,  relati- 
vement à  Tare  russo-scandinave.  (3i3-335). 

Cet  article  a  paru  en  1861  dans  le  Bulletin  de  rAcade'mie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg f  t.  III,  '^vfi-\i!^.  II  est  reproduit  ici  à  cause  de  l'importance 
des  considérations  qu'il  renferme,  et  qui  ne  paraissent  pas  être  assez  répandues 
en  Angleterre. 

Boys  (C'V,).  —  Une  machine  intégrante.  (342-348). 

Glazebrook  {R,-TJ).  —  Sur  une  méthode  pour  comparer  les  ca- 
pacités électriques  de  deux  condenseurs.  (370-377). 

Browne  (  U\'Ii.).  —  Sur  Faction  à  distance.  (379-381). 

Stoney  {G.-J.),  —  Sur  les  unités  physiques  de  la  nature.  (38i- 
390). 

Preston  (S. -T.),  —  Sur  l'importance  des  expériences  relativement 
à  la  théorie  mécanique  de  la  gravitation.  (391-393). 

Glazebrook  (/?.-7'.).  —  Sur  la  théorie  de  l'action  électromagné- 
tique, fondée  sur  les  tourbillons  moléculaires.  (398-41 3). 

Bosanquet  {R,'IL-M.).   —   Sur  les  battements  de  consonances 
de  la  forme  h\\.  {/\'ào-\'M\  et  492-r)o(),  4  p'O* 

j%facfarlane    {A,),    —    Analyse   des    degrés    de    parenté.    (43(>- 
416). 

If  atson  (ll.'ll .)  et  Ihirlnu'Y  (.S'.-//.).  —  Sur  la  loi  de  la  force 
entre  les  courants  électriques.  (^\^\-\i\i.S). 
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Lodgc  {0,-J>)'   —  Sur  Taclion  à  dislance  et  la  conservatf   ^^«n  de 
l'c^ner^ie.  (529-534). 

Tomo  Xll;  juillet-décembre  1881. 


sur 


48; 


Thompson  (S. -P.)*  —  Sur  la  conservation  de  réleclrlcité,  et 
Tunité  absolue  du  potentiel  électrique.  (i3-25). 

Pornting  (J.-IL),  —  Cliangeraent  d'état  :  solide-liquide.  (32-^ 
I  pi.). 

Thomson  (J^-J.),  —  Sur  quelques  expériences  électromagnétiqu'^'^^ 
avec  dos  circuits  ouverts.  (49-60). 

Rayleîgh  {Lord), —  Sur  la  théorie  électromagnétique  de  la  \m^ 
mière.  (81-101). 


Thompson  {S. -P.),  —  Sur  Topacité  des  cristaux  de  tourmaline:^ 
(11 2-1 29). 

Tait.  —  Note  sur  la  conductivité  thermale  et  sur  les  effets  de^ 
changements  de  température,  de  chaleur  spécifîque  et  de  conduo» 
tivilé  sur  la  propagation  des  ondes  planes  de  chaleur.  (147-1 5 1]^    -^'^ 

Airy   {Sir  6r. -/?.).  —  Sur  une  interruption   systématique   dar^^  «  1 
Tordre  des  valeurs  numéTiques  des  fractions  ordinaires,  rangée  ^^ 
CM  séries  suivant  Tordre  de  leurs  grandeurs.  (i^S-i^S). 

Ko  raiigcaDt  par  ordre  de  grandeurs  croissantes  toutes  les  fractions  îrrédi 

lihlcs  (au  nombre  de  3()^3)  dont  les  termes  ne  dépassent  pas  100,  et  écrivî 

les  diffi'rencos  des  loçurithmcs  des  fractions  consécutives,  on  remarque  dans^  ^^1 

différences  des  inégalités  qui  se  reproduisent  d'une  manière  régulière,  et  :— r         *=■ 

les<iuelles  Sir  G.  Airy  appelle  rattenlion.  Comme  exemple,  voici   le  tableau  »  <J 

.  .  a  . 

différences  «les  lr>garillinies   de»;    fractions  voisines  de -f  exprimés  en  dix-iv —  ^■■^i 

lièmes  : 

Kru..i       ^■>       î>'        •'•*       î^-'       ^"       ^^       '^       ^       î>'       ^       ^^       î>^ 
4.)       4r>       /|7       \H       49       00       i        49       48       '47       46       4.'> 

hilf.  log.     10,     10,     10,     9,     10,     f\M),    41'>     9»    9?     'o?     **• 

On  voit  que,  dans  cette   portion  de  la  Table,  les  plus  grandes  différence*       — "^^    ^ 
rencontrent  an  milieu  des  plus  [»eliles,  et  ce  phénomène  est  général. 

Cockh  {Sir  James).  —  Prohléme  inverse  des  criticoïdes.  (i-        ^^^ 
19(1). 

Broivn  {F,-!).),  —  Auraclion  moléculaire.  (253-2(>o^. 
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uster  (A,).  —  Sur  la  théorie  dynamique  de  la  radiation.  (261- 
a66). 

I^farquand  (Allan).   —  Sur  les  diagrammes  logiques  pour   n 
termes.  (266-270). 

Bosartquet  (Ji.'Af.).  —  Sur  l'histoire  delà  théorie  des  battements 
des    consonances  fausses.  (270-282). 

Gray^  i^Th,),  —  Sur  la  meilleure  disposition  du  pont  deWheatstone 
pour  la  mesure  d'une  résistance  particulière.  (283-290). 

Claii^dus  (/?.).  —  Sur  la  détermination  théorique  de  la  pression 
de  la  vapeur  et  des  volumes  de  la  vapeur  et  du  liquide.  (38i- 
390). 

muir  (  77i.),  —  Sur  les  déterminants  gauches.  (391-394). 

Brioscki  a  démontré,  en  i85j,  en  même  temps  que  Cayley,  que  tout  détermi- 
nant d'ordre  pair  peut  s'exprimer  par  une  fonction  de  Pfaff.  La  condition  de 
P*nié  de  Tordre  a  jusqu'ici  été  crue  nécessaire.  L'auteur  se  propose,  dans  cette 
"Ole,  de   montrer  que  cette  restriction  n'est  pas  nécessaire. 

I^ans    uin  numéro  récent  du  Quarterly  Journal  0/  MalhemalicSf  on  trouve 
00e  novi'velle  expression  du  produit  de  deux  déterminants,  au  moyen  d'un  dé- 
^®^ina*m^l  dont  les  éléments  sont  formés  avec  les  sommes  et  les  différences  des 
cléments    correspondants  des  déterminants  donnés.  Ainsi 


a 


n) 


,(«) 


*; 


6'»' 


6'. 


n 


b\r 


h\ 


a 


(n) 


-t-6y 


(rt) 


a\'')-b\"^   I 


a-  —0. 


n 


a(«)_6l.'''    aL^b'. 


a 


n 


n 


a 


H 


***"  obtenir  le  carré  d'un  déterminant  par  cette  formule,  on  remplacera  le 
.   ..    ^  <iétcrminant  par  le  premier  dans  lequel  on  aura  échangé  entre  eux  les 

*^  Supérieurs  et  inférieurs,  ce  qui  donnera  pour  résultat  un  déterminant 
jw.  -.  ^»  dont  la  racine  carrée  se  présentera  sous  la  forme  d'une  fonction  de 
*-**>«€  tout  déterminant  peut  se  ramener  à  celte  forme. 
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JOURNAL  DE  Mathématiques  élémentaires  (V). 

Tome  111  ;  1879. 

Aforel{A,),  —  Théorie  des  axes  radicaux.  (Suite  et  fin.)  (5^)- 

Les  cercles  isogonaux  à  trois  cercles  fixes  ont  môme  axe  radical.  —  *°^ 
rénies  de  Hart  et  de  Casey  :  condition  que  doivent  remplir  quatre  cerclr^^  P^"^ 
ôtrc  tangents  à  un  cinquième,  A,  B,  C,  D  étant  les  points  de  contact. 

AB       CD  AD        BC      .      AC       BD  ,,, 


Le  rapport  des  distances   circulaires   d'un   point  à   deux   cercles  se  co*^^^^ 
dans  l'inversion.  —    L'inverse  d'une  anallagmatique  est  une  anallagmatitf  ^J*^*  " 
Condition  de  possibilité  de  la  construction,  entre  deux  cercles  dont  l'un  es*-  *'*"^* 
rieur  à  l'autre,  d'une  couronne  de  cercles  tangents  aux   deux  cercles  dom*^^^*^ 
chacun  à  ses  deux  voisins  :  «,  b,  c,  rayons  et  distance  des  centres;  la  rni^ciit'"" 
pour  qu'une  couronne  de  n  cercles  entoure  k  fois  le  cercle  intérieur  est 

sin'  —  =  7 TTî ;• 

n         {a-^  by—  c* 

KUszowski.  —  Note  sur  le  second  degré.  (9-1 3). 

Méthode  pour  vérifier  si  les   racines   réelles  sont  comprises  entre  des    lifnile* 
que  leur  impose  la  nature  de  la  question. 

Malloisel,  —  Note  de  Géométrie.  (iS-iy). 

Définition  des  coniques  par  le  foyer  et  la  directrice,  cette  dernière  consid*^»**- 
comme  la  polaire  du  premier. 

Dostor  (Georfi'es),  —  Propriétés  des  nombres.  (17-21). 

Si    l'on    partage   la    suite   des   nombres   impairs   par   groupes  successife^"         . 
I,  u,  3,  ...,  «  nombres,  la  somme  des  termes  d'un  groupe  est  égale  au  eu'    ^^ 
nombre  de  ses  termes.  —  Dans  toute  progression  arithmétique  à  raison  iin 
on  peut  toujours  trouver   un  nombre  impair,  w  =  2/)-f-i,  de  termes  consp- 
tifs  dont  la  somme  soit  é^ale  à  une  puissance  entière    donnée   de  n.  (L'en 
est  tnq»  général;  il  faut  dire  :  on  peut  toujours  trouver  des  progressions  a 
métiques,  dans  lesquelles,  etc.) 

Lemoine  {Emile).  —  Note  sur  un  problème  classique.  (21-2 

Le  problème  «  construire   une  circonférence  passant  par  deux  points  do 


(')  Voir  la  Note,  page  "/>.. 
(^)  La  formule  ga «ancrait  à  être  écrite  en  observant  l'ordre  de  permiil 
tournante  entre  les  lettres;  nous  avons  fréijuemment  constaté  cette  iinp 
lion,  d'une  certaiue  importance,  surtout  dans  un  journal  (Véducation, 


\ 
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3iigentc  û  une  droite  donnée  »,  habituellement  présenté  comme  exercice  sur 
11'  Livre  de  Géométrie,  se  résout  par  les  deux  premiers  Livres. 

i?l{A,),  —  Note  de  Géoraétrie.  (22-24). 

çne  (Maurice  d*),  —  Note  sur  la  parabole.  (33-36). 

d{A,),  —  Note  de  Trigonométrie.  (36-43). 

Relations  entre  les  erreurs  des  données  et  celles  des  résultats  ('). 

gne  {Maurice  (V).  —  Note  sur  la  divisibilité.  (43-46). 

gne  {Maurice  d').  —  Théorie  de  rincoramensurabilité. 
>5-7o,  97-104). 

éfînition  de  la  limite.  —  Condition  d'existence  d'une  limite  pour  une  quan- 
▼ariable.  —  IMus  grande  commune  mesure.  —  Définition  de  l'incommensu- 
lité.  —  Nombres  incommensurables. 

icincs  carrées  incommensurables.  —  Calcul  des  nombres  incommensurables, 
'randeurs  géoniétri<{ues  incommensurables.  Exemple  de  la  diagonale  du 
î,  développée  ^géométriquement  en  fraction  continue  : 

d  d  —  r  c  I  I 

=  I  -+-  -: —  I  H —  i-f-  —  IH 


C  C  d  -\-  c  I  H-  a 


24-. 


'.   — Éléments  de  la  théorie  du  lavis.  (70-79,  io5-ii3,  i3i- 
►,    172-177,  212-217,  244-249.) 

a^ralités.  Le  lavis  a  pour  but  d'étudier  et  de  rendre,  à  l'aide  de   couleurs, 

nVrences  d'éclat  ou  de  couleur  que  présentent  les  corps  suivant  leurs  posi- 

»*clativement  à  la  source  de  lumière  et  au  spectateur.— I*rincipe  des  orien- 

■^s.  —  Poli  et  dépoli.  —  Un    plan    dépoli    se    conduit  comme  s'il  avait  une 

-**e  propre.  —  Loi  du  cosinus  d'incidence.  —  I^ifjnes  d'éj^al  édairement  ou 

t     éclat.  —    Hayons   de    reflets.  —    Les  rayons   atmosphériques  produisent 

d'un    soleil    |>lus  pâle,  symétricpie   du    soleil    vrai.  —  Les  surfaces   dans 

^K*c  sont  d'autant  plus  noires  qu'elles  reçoivent    moins  de  rayons  indirects. 

Ombre  propre  d'un  corps  décroît  de  la  lif;nc  d'tmibre  au  rajon  vecteur  nor- 

Lignes  d'éj^ale  teinte  sur  une  sphère  dépolie.  —    La  ligne  la  plus  claire 

"*îsine  du  contour  aj>parent. 

*I^s  polis,  c'est-à-dire  réfléchis*iant  spéculairement  les  rayons  lumineux.  — 

*  t  d'un  plan,  d'une  sphère  [)olie.  —  Point  brillant  correspondant  à  chaciue 


1.CS  rédiiricurs  d'un  journal  pour  les  élèves  ne  sauraient  trrq)  insister  sur  les 

■  ons  de  ce  t;enre,  inalhoureusenient  trop  négligées  par  beaucoup  de  profes- 
-  II  est  très  fré<|uenl,  en  elTel,  de  voir,  sous  le  vain  |)n''iexle  de  les  «  exer- 
*-■  calcul  »,  demander  aux  élèves  de  dèlerniiner  des  résultats  avec  une  exa- 

■  on    «    absurde  »    d'approvinialion.  Oïi    fausse    ainsi    leur  jugement,  sans 
«  profit  [jour  leur  habileté  dan*»  la  manipulation  des  chinVes.  f.. 
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(iircrlion  de  rjyonà  lumineux.    -  I^a  lumière  difTuse  revient  à  des  rayon»  pan\^^ 
h'Ies  venant   de  toutes   les   directions.  —  Lignes  d'égale   teinte,  rintensité  des 
rayons  variant  aver  rincidence.  Elles  sont  les  intersections  de  la  sphère  et  des 
cônes  du  second  ordre.  —  Corps  mi-polis.  Échelle  de  teintes.  Conventions. 

Tons  simples  et  purs  (jaune,  rouge,  bleu).  —  Tons  simples,  rabattus,  composites 
du  premier,  du  deuxième  et  du  troisième  ordre.  —  Couleurs  complémentaires.— 
Teintes  conventionnelles.  —  Lavis  en  camaïeu.  —  Couleur  des  objets.  —  Satura- 
lion;  sur  et  sous-saturation;  orientation  correspondante. 

Transparence  et  intensité  d'une  teinte.  Règles  pratiques. 

I*rinci|»e  des  <listances.  —  Différents  plans.  —  L'effet  des  distances  est  de  di- 
minuer l'éclat  relatif  des  objets  éloignés  par  suite  de  la  lumière  réfléchie  par 
l'atmosphère,  et  en  second  lieu  de  colorer  de  bleu  la  couleur  propre  de  l'objet. 
-  Manière  de  rendre  en  camaïeu,  à  l'encre  de  Chine,  les  effets  de  la  distance. 
—  Règle  générale,  prendre  le  ton  des  lointains  comme  base.  —  RfliCts  de  con- 
traste et  d'irridialion.  —  Dans  le  dessin  on  exagère  ces  effets. 

Reflets.  —  Rayon  terrestre  principal.—  Rayon  aéro-terrestre  principal  incliné 
à  4'>°.  <ï<?  droite  à  gauche  et  <le  bas  en  haut.  —  Contre-ombres.  —  Lavis  pra- 
tique. —  Teinte  générale  du  ton;  teinte  d'ébauche  sur  les  ombres  propres  ou 
portées,  dégradée  de  haut  en  bas;  modelé  des  moulures  considérées  comme  corps 
dépolis;  lavis  des  surfaces  planes,  avec  une  teinte  égale  à  celle  des  éléments  pa- 
rallèles «les  moulures,  mais  placées  en  réserve,  c'est-à-dire  en  ménageant  les 
filets  de  reflets  sur  les  arêtes  regardant  le  rayon  aéro-terrestre.— Contre-ombres 
et  retouches. 

Combler,  —  Noie  de  Géométrie.  (79-81,  120-126,  129-136). 

l/auteur,  après  avoir,  par  un  calcul  trigonométrique  assez  compliqué,  résu^^ 
le  problème  :  «  Construire  un  triangle  de  forme  donnée  dont  les  sommets  s'a  -^^ 
puient  sur  trois  circonférences  concentriques  données  »,  en  donne  une  solati^r 
géomèlri(|ue  simple;  mais,  s'étant  proposé  de  donner  un  exemple  de  l'aide  C^^ 
le  calcul  |)eut  prêter  à  la  Géométrie,  il  a  soin  d'observer  qu'il  n'a  été  condu^ 
la  solution  géomélri(|ue  que  par  la  construction  graphique  de  la  solution  tri  .^^ 
nométrique  ('). 

Sutcr  (Henri).  —  Histoire   des   Mathématiques.    (Suite.).  ( 

87). 

Philosophie  d'Aristote  (38'|  av.  J.-C).  —  Arrêt  dans  les  progrès  des  Mathci 
tiques. 

IJernier  (A'.).  —  Formule  d'approximation  pour  la  racine  cari 

(114-117). 


a  étant   une    valeur  approchée  de  yN,  la  correction  v^N  =a 


ne  laisse  subsister  qu*une  erreur  au  plus  égale  à  quatre  unités  de  l'ordre 
mal  double  de  celui  du  dernier  chiffre  de  a. 


(')   L'argument  est  spécieux,  et  l'exemple  n'est  sans   doute   pas  des   m. 
choisis;   car  «  pourquoi  »  la   solution    géométrique,    d'ailleurs   fort   anciei 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  65 

yftj^'el^A,).  —  Question  d'examen,  (i  17-1 19). 

T^cr^zoine  (E.),  —  Noie  sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (119). 

L.*cgalité  en  nombres  entiers  j:*  ±:  aX  =  A*  entraîne  x*dz\  =  {x±:  «)*  -h  a*. 

lU'oF'el{A.),  —  Note  sur  la  divisibilité.  (i37-i4î*)« 

Oaractèrcs  de  divisibilité  par  tout  nombre  premier  inférieur  à  100. 

3far*€l(A.).  —  Note  de  Géométrie  descriptive.  (i4a-i43)« 

JLc  centre  du  cercle  de  base  d'un  cAne  droit  est  foyer  de  la  projection  de  toute 
seetion  plane. 

Lec<?rj  (//.). —  Note  de  Mécanique  et  de  Géométrie,  (i 61-167). 

CoDstruction  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse,  au  moyen  du  point  correspon- 
dant sur  le  cercle  concentrique  de  rayon  a  -f-  6.  Du  point  M  décrire   un  cercle 
passant  au  point  correspondant  C  du   cercle  précité,  et  construire  son  intersec- 
tion f  avec  le  diamètre  conjugué  de  OM.  La  perpendiculaire,  élevée  de  I  sur  la 
droite  Ml,  passe  au  centre  de  courbure  de  l'ellipse  au  point  M. 

Mof-cl    (y/.).    —   Variation    du    trinôme   ax* -{- 6j:^ -i- c.  (167- 
171). 

MoF-al  (^.).  —  Noie  sur  le  triangle.  (177-182,  202-207,  233-239, 
268-274,  298-303,  329-336,  359-363). 

F'omiules  nouvelles  du  Rév.  James  Hooth  ^traduit  de  l'anglais).  Un  triangle 
•^^C,  de  surface  A  =  /?r,  étant  donné,  notations  adoptées  :  r,  r*,  r',  r*;  w,  û,  Û'i  û' 
K^^^a.ë^vaù,  Pourquoi  pas  û',  û",  Û"?)  rayons  et  centres  des  cercles  inscrits  et 
exinsorits;  R  et  O,  du  cercle  circonscrit.  —  Cercle  orthocen trique,  ou  des  neuf 
poinls,  circonscrit  au  triangle  orthocenlrique,  passant  par  les  pieds  des  hauteurs; 
P  et   H,  rayon  et  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  orthocentrique 


I         I  I  1    _  a'  -4-  6'  -h  c 


« 


eofin,  Ji'^  f^»^  f^»  désignant  les  hauteurs,  et  q\  q",  q"  les  distances  de  O  aux  côtés 


d"  t'-iangle, 


21"'*      2i"r 


j5**^^^nous,  n'aurait-clle  pas  précédé,  plutôt  que  suivi,  sa  compagne,  de  la- 
p|-  ^_  ^lle  n'est  en  somme  dans  aucune  dépendance  forcée?  Ce  n'est  qu'une  ap- 
^j  *^n  des  plus  élémentaires  de  la  théorie  des   figures  semblables   d'orienta- 

^  ,       ****iable  avec  le  inodulr,  ou  d«*  lu  «  rotation  avec  épanouissement  ».       L. 
à  ç  ^       ^«?tte  formule  devrait  s'é»  rire  :  '|  K  -    !/•;  car  le  signe  de  /•  est  contraire 
^    de  r',  /•*,  /•"',  en  bonnes  uolalions. 
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Formules  de  J.  Booih  : 

II  I  I         /,v 

7.  =  P  -^  r-"^7=J  ^^' 
r        r        r         r 

^=zpr=  ^' rr' r' r" ,     q' -^  q" -¥  q"  =  W -\-  r, 
cosA  cosB  -t-  cosB  cosC  cosCcosA  =  YT[i ' 

sinA  -f-  sinB  -+-  sinC  =  4  cos  —  cos—  cos— • 

Si  6',  S",  6*  sont  les  surfaces  des  triangles  ayant  les   côtés  pour  bases   «»f  /car 
sommet  à  l'orthoccntre,  et  t:\  ic",  tT  les  distances  de  rorthoccntre  aux  c^^t^i 

«C    ~T~    «fc     "T~    «fc      ,^  I 

h-^h'-\-h''—{T:-\-T:''-\-Tr)  =  2(R-f-r). 

Soient  x,  x,  ;  ^,  ^i*,  5,  -s,  les  cùtés  des  carrés  inscrits  et  exinscrits,  s'app**^ 
sur  l'un  des  côtés 

I  I  I  I  1  I  /l  1  l\2 

Morel  {A!),  —  École  spéciale  militaire.  Concours  de  1879.  C  * 
188). 

Lionnet,  —  Limite  de  Terreur  commise  en  remplaçant  la  cir- 
conférence, ou  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  circonscjrit» 
par  celui  d'un  polygone  inscrit  semblable  au  premier.  (ipS-i^^)* 

Launoy*  —  Note  de  Géométrie  sur  la  normale  à  l'ellipse.  (1^  T' 
202). 

Kœhler.  —  Théorie  des  centres  des  moyennes  harmoniques.  (2^  • 
229,  257-263,  289-293,  321-329,  354-339). 

Historique.  —  Maclaurin;  Ponrelet;  de  Jonquiéres. —  Crcmona,  et  les  cent 
harmoniques  des  divers  ordres. 

Brple  des  signes.—  Proportion  harmonique,  ou  rapport  anharmonique  =- 
Faisceau  harmonique.  —  Polaire  d'un  point  par  rapport  au  système  de  de 
droites,  droite  lieu  du  conjugué  harmoni(|ue  du  point,  pur  rapport  à  leurs  i 
tersections  par  les  rayons  qui  pivotent  autour  du  point. 

Progression  cm  éclu'lle  harinouique,  persj)eclive  de  divisions  successives  éga 

sur  une  droite  parallèle  à  la  droite  qui  joint   l'œil   au    point   origine  des  « 

ments.  On  a 

I  II  I  î  I 

pa       pb       pb       pc       pc       pd 


(•)  Celte  formule  serait  mieux  sous  la  forme  N    _  —  o. 
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C<>iistructioa  de  Poncelet  d'une  échelle  harmonique,  par  rapport  à  un  point  et 
â  un  serment  déterminé. 

Centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  en  ligne  droite;  il 
est  perspective  du  centre  des  moyennes  distances  de  points  en  ligne  droite,  le 
point  origine  étant  le  point  de  fuite  de  la  droite  sur  laquelle  sont  prises  les 
moyennes  distances;  q  étant  centre  des  moyennes  harmoniques  de  py  on  a 


pq  ~'  2dpi 


pa 

1-e   môme  rentre  des  moyennes  harmoniques  d'un  groupe  de  n  points  corrcs- 
p«>iicl    à  n  —  I  pùles  différents.  —  Goitre   des   moyennes  harmoniques  de   points 
on    lî;;coe  droite  affectés  de  roeffirienls  (poids).—  Si  les  n  points  sont  les  inter- 
sections de  n  droites  fixes  par  le  rayon  mobile  d'un  faisceau  de  centre!*,  le  lieu 
«lu     centre   harmonique  relatif  à    1*   des   intersections,  affectées   de   poids   fixes 
|H>iir  cha({ue  droite,  est  une  droite,  polaire  rcrlilij;ne  d(^  I*.  —  Le  point  d'inter- 
section de   l'une   des   droites  par   la    polaire  reotiligne  de    P  par   rapport   aux 
(1  —  1)  autres  appartient  à  la  polaire  recliligne  de  P  par  rapport  aux  n  droites 
(Caylcy). —  Les  droites  qui  joignent   respectivement    les   points   d'intersection 
des    trois  c«^tés  d'un  triangle,  par  une  transversale,  à  leurs  conjugués  par   rap- 
port aux  sommets,  sont  concourantes. 

Ocutre  des  moyennes  Iiarmoni(|ues  d'un  système  de  points  dans  un  plan  on 
point  fixe  par  lequel  passe  constamment  l'axe  des  moyennes  harmoniques  par 
rapport  au  faisceau  des  rayons  allant  à  ces  points,  lorsque  le  sommet  du  fai- 
sceau  décrit  la  droite  origine. 

Centres  harmoniques  des  divers  ordres. — Les  rapports  des  distances  du  pôle  et 
à\x    centre  harmonique  du    r'*""  ordre  (par  rapport  au  système  de  points  situés 
avec   eux  sur  la  même  droite)  au  même  point  du  système  étant  tous   formés  et 
cannbînés,  r  à  r,  de  toutes  les  manières  possibles  par  multiplication,  la  somme 
des    produits  obtenus  est  nulle.  —  Le  pôhî  /;,  pour  lequel  le  point  q   est  centre 
hariinonique  du  second  ordre,  par  rapport  à  trois  points,  est  lui-même  le  centre 
du    premier  ordre  du  même  système  par  rapport  au  centre  </,  pris  pour  pôle. — 
'-*^   nombre  des  centres  est  éj;al  à  l'ordre.  —  Si  <7,  et  q.^  sont  les  centres  du  se- 
cond  ordre  de  (a,  ^,  c)  par  rapport  au  pôle  />,  le  centre  du  premier  ordre  Q  du 
^3'**^ènie   (qr,,  q^)  par  rapport  à  p  est  en  nièriie  temps  le  centre  harmonique   de 
(«,  i>,  c)  par  rapport  au  même  pôIe/>.  —  Si  {q^'iq^)  (7'!'7»)  sont  respectivement 
'es  centres  harmonicjues  ric  («,  ô,  c)  pour  deuv  pôles  diirérents/;  et/>',  ces  deux 
P*>ints  auront  même  conjugué  harmoni(|iic  par   rapport   aux    deux    couples   de 
t^ntros  harmoni<(ues   du   second   ordre.  —  Les  centres  harmoni((ues  du  second 
rcire   d^»  umft  les  points  de  la  droite  abc,  par  rapport  au  même  s}stème  {abc), 
rnient  une  involution  cpiadratiquc.  —  (À^s  propri<-tés  s()nt  projectives. 
^-'^^nstruction  des  centres  harmonitiucs  du  second  ordre  d'un  svslème  de  trois 
{      '^^îs,    j^c  cas  du  pôle  à  l'infini  se  résont  immédiatement,  comme  représentant 
'   ■    ''^♦^înesde  l'équation  3\^—  "jS,\  ---  Sj  -•  o.  Le  cas  général  s'en  déduit. 
.  ^         ■^ii*e  recliligne  et  conique  d'un  point  par  rapport  ù  un  Irianf^ie.  —  Le  lieu 
.    /    ^*^  ta  très  liarmoui(iues  du  >«'rond  onire  dos  intcrsiictioiis    «les   trois    côtés   du 
■•ulcî  par  les  transversales    issues  d'un    pôle  y;  est    une    conique   cin'onscrite 
''■**riglc,  polaire  coni(pie  de  p.  —  La  f)olaire   rectiliî^ue   du    point,  par    rap- 
j    .         **^x  côtés  du  triangle,  est  en  mcinc  temps  sa  polaire  par  rapport  à    la    po- 
^^  Monique.  —  Le  lieu  des  points  dont  les  p<daires    rectilignes    passent   en   p 

^    polaire  conique  de  p,  cl  le  lion  des  p(»irits  dont  la    |>oIaire    conique  passe 


1 
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en  q  est  la  polaire  rectiligne  de  q,  —  Les  polaires  coniques  de  points  en  lirr^sne 
droite  concourent  en  un  point  dont   la   droite  est  polaire  du  second  ordre.        — 
Toutes   les  droites  qui   passent  par  un  point  ont  leurs  pôles  sur  la  polaire 
nique  du  point.  —  La  tangente  à  la   polaire   conique  du  point  />,  menée  pa 
sommet  A,  est  le  rayon  conjugué  harmonique  de  kp  par  rapport  aux  côtés 
AC.  —  Les  points  situés  sur  les  côtés  du  triangle  ont  deux  droites  pour  poU 
conique  (dont  le  côté  lui-même).  —  La  polaire  conique  du  centre  de  gravité 
une  ellipse  circonscrite  ayant  son  centre  en  ce  point.  —  Le   pôle  du  cercle     ^i^r  îf 
conscrit  est  le  point  de  concours  des  droites  allant  des  sommets  aux  points 
divisent  les  côtés  opposés  en  raison   directe  des  carrés  des  côtés  adjacents 
Le  lieu  des  points  dont  les  polaires  sont  des  paraboles  est  une  ellipse,  tang 
aux  trois  côtés  en  leurs  milieux.  —  Celui  dont  les  polaires  sont  des  hyper! 
équilatèrcs  est  une  droite,  polaire  du  point  de  concours  des  hauteurs. 

Cochez  (C).  — Note  d'Algèbre.  (aSo-aSa). 

Maximum  et  minimum  de  la  fraction  homogène  du  second  ordre. 

Triangles  inscrits  dans  un  cercle  et  circonscrits  à  un  autre.  O,  R,  cent 
rayon  du  cercle  circonscrit;  w,  r,  du  cercle  inscrit;  D  =  Ow;  D',  D",  D",  m 
distances  pour  les  cercles  de  contact  exinscrits, 

D»  ~\-  D»  4-  D"»  -I-  D*»  =  laR»; 

d  et  8,  distances  de  O  au  pôle  et  à  la  polaire  communs  aux  deux  cercles. 

(D-f-8)d=  R»,     (rf  — D)Ô  =  /». 

Cercle  orthoccntrique,  A',  B',  C,  ou  T' 

A'  =  AacosA  cosB  cosC. 


u 


Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  de  T  sur  les  côtés  de  T  jf- "s^  jjciit 
en  O.  —  H  est  le  centre  du  cercle  inscrit  à  T', 

I  =  ^,     0IP=(3R)«  — (a»-t-6»-t-c'),    AH»  4- BH«  H- CH»  —  OH»  =    .3H». 

f'»  p%  p'y  rayons  des  cercles  exinscrits  au  triangle  orthoccntrique  :  soit 

„,      a»  -4-  6»  H-  c» 

P»-4R»        ,      pa-a»  ,       .       .      P»-îiR»     ,^ 


On  a  encore 


7"-f-7''»4-7"'»  =  R(R-p). 
3SD»  =  >li:a'4-40n», 
iGK-  =  SH  +  SaS 

H  w»  =  4  R'  —  8  Kr  +  ^ab  —  Sa', 
H  w'  -I-  r  II  Û'  =  S  n»  -4-  4  OH». 


(')Mémc   observai  ion   que   ri-dcssus;   le   signe  de  p  doit,  logiqucmcot, 
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âtance  du  centre  de  gravité  K  aux  centres  des  cercles  étudiés 

4 
9 


K«=|2«'-^g2«*-*-'"'    "K'4-2ûK^  =  i6R«-4  2a- 


K»=R»— — ,     0H  =  30K. 
9 

somme  des  carrés  des  douze  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points 
d^  crontact  des  cercles  sur  les  côtés  opposés  est  quintuple  de  celle  des  carrés 
ci^s^»  c^ôtcs.  —  Celle  des  carrés  des  douze  distances  des  milieux  des  côtés  aux 
c<^Km^Kres  des  cercles  de  contact,  augmentée  de  celle  des  côtés,  est  égale  à  douze 
fc»m^  le  carré  du  cercle  circonscrit.  —  La  somme  des  aires  des  quatre  triangles 
fd^rxn^  en  joignant  trois  par  trois  les  points  de  contact  est  constante  et  égale 

louble  de  Taire  du   triangle.  —  Valeurs  des  côtés,  angles  et  surface  des 

gles  excentraux  ÛÛ'Û",  ÛcoÛ',  etc. 

00*^  =  (  r' -4- r^  )» -f- 6*. 

K-'^s  puissances  des  centres  des  cercles  de  contact,  par  rapport  à  tout  cercle 

p^  ^ks^int  au  centre  du   cercle  circonscrit,  ont  une  somme  constante,  triple  du 

^^^'w^w^^  du  diamètre  de  ce  dernier.  —  Si  l'on  forme  successivement  les  triangles 

^^3K.<7:cMitraiix  d'un  triangle,  de  son  excentral,  et   ainsi  de  suite,  la   forme  du 

^■"^•st  v^gle  a  pour  limite   l'égalité   des   trois  angles.  —  Un  quelconque  des  quatre 

<^^"»^tTcs  des  cercles  de  contact  est  l'orthocentre  du  triangle  des  trois  autres.  — 

L'^     C!rcrcle  des  neuf  points  bissecte  tous   les  rayons   vecteurs  menés  de  l'un  des 

*^^^«^t--K^s  de  contact  à.  la  circonférence  des  trois  autres. —  Les  droites  qui  joignent 

'*^^     <:î entres  Û  aux  milieux   des  côtés  opposés  du  triangle  sont  concourants.  — 

^--'^^«■^crlcs  radicaux  d'un  triangle  ayant  pour  diamètre  l'une  des  six  distances  des 

^^**c.-«:^8  des  cercles  de  contact.  —  Les  six  axes  radicaux  des  cercles  de  contact, 

^*"Â^     deux  à  deux,  se  coupent  à  angle  droit  au  milieu  des  côtés  du  triangle  et 

"^^   parallèles  aux  côtés  du  triangle  excentrai  principal  ikOm", 

^^^  cercle  des  neuf  points  est  tangent  aux  trois  cercles  de  contact.  —  La 

■ne  des  distances  de  son  centre  aux  quatre  centres  de  ceux-ci  est  égale  à 

^*^-     ^ois  le  rayon  du  cercle  circonscrit.  —  La  somme  des  carrés  des  distances  du 

*^*^  ti^  du  cercle  circonscrit  aux  centres  des  cercles  de  contact  est  égale  au  pro- 

^*  *t   de  son  diamètre  par  la  somme  des  distances,  aux  mêmes  points,  du  centre 

'^     <iercle  des  neuf  points. 

'^r  {Georges).  —  Sommation  directe  et  élémentaire  des  cinq 
ornières  puissances  des  n  premiers  nombres,  naturels  ou  im- 
ï^^irs.  (239-243). 

•-—•s  formule  de  récurrence 

»  4  4  .4  /l(/l-f-l)  (2/ï  -^  l) 

n'  =  A-  —  A_  ,    ou    A,  =  — ^ '-^ » 

*^  ne  E/i*.  On  obtient  aussi 


^  ^  contraire  de  celui  de  p',  p",  p*.  En  obsorvanl  colle  règle,  on  obtient  l'cxpres- 

^^  beaucoup  plus  simple 

Ip  =  2H. 


l 


V  Wftèb^^-  ^''  ^  -  ^-  cinq 


! 


/  rïeorg'^«>      ,.  des  n  V'^^"'  ,^  (^3>- 


,  ..^  ,  V  -n..--  06on^^^-^;  :  (3G5-369V 

C«  .         .Note  ^^^      .^  ,    nn»^^^ 
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coodition  de  possibilité  est 

(cn-R»)»  =  îir«(R»-rf»)    ('). 

Occtg'rte  {^Maurice  cl'),  —  Théorème  sur  le  trapèze.  (370-372). 

L'auteur,  construisant  par  des  parallèles  aux  eûtes  une  série  de  trapèzes  senn- 
bloblos  au  premier,  leur  trouve  des  propriétés  (ju'il  suppose  «  nouvelles  ».  Mal- 
heureusement il  oublie  de  remarquer  (|ue  tout  est  évident  et  que  le  point  de 
coQoours  de»  diagonales  est  le  centre  de  similitude  de  toutes  ces  figures  succes- 
sivos- — Les  rédacteurs  du  journal  auraient  dû,  au  lieu  d'insérer  ce  petit  travail 
d'un  <*lcve,  excellent  d'ailleurs,  mais  qui  a  eu  un  moment  d'oubli,  lui  en  faire 
To  t>sci7va  tion. 

Kœnigs  (G.).  —  Note  de  Géométrie.  (372-3;4). 

I-a  Tuédiane  d'un  triangle  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  le  point  de 
concours  des  hauteurs  au  point  où  la  base  est  coupée  parla  droite  qui  joint  les 
pieds  des  hauteurs  correspondant  aux  côtés.  —  La  polaire  réciproque  d'une 
eonîciue,  par  rapport  au  cercle  d'où  elle  est  aperçue  sous  un  angle  droit,  est  le 
lieu  des  points  dont  les  deux  tangentes  et  la  polaire  forment  un  triangle  dontf 
les  liftsuuteurs  se  coupent  sur  la  coni(}ue. 

Ginr>^X,oria,  —  Note  sur  un  problème  classique  de  Géométrie. 
(374). 

t  ^our  construire  sur  une  corde  m  un  segment  capable  de  l'angle  A,  inscrire 
a«*DÎt.rairement  entre  les  côtés  de  l'angle  une  base  de  longueur  m;  construire  le 
cerole  circonscrit  au  triangle  formé;  le  transporter  sur  la  corde  donnée.  —  La 
^^■**t-ion  est  plus  simple  que  celle  que  donnent  les  traités  élémentaires.  —  Mais 
''^^**»  ne  partageons  pas  l'avis  du  rédacteur  ({ui  ajoute  que  l'indétermination  du 
l'élan çle  arbitraire  permet,  en  le  prenant  voisin  du  triangle  rectangle,  d'augmen- 
^^  la  précision  de  la  détermination  graphique  du  rayon.  C'est  certainement  un 
^Ps^s,  car  la  condition  choisie  serait  au  contraire  la  plus  défectueuse  possible. 

"'^LtOGRAPHIE.    ()a. 

^^Hn^spoNDAwcE.  32,  53,  ()4,  î'^8,  352,  353. 

^^^^"Xiows  PROPOSÉES. ^(N"*  141  à  20o),  3i,()o,  95,  128,  iSi),  199., 
^^^,  288,  319,  35o,  324- 

^"^^^^i^ras  POUR  LES  Écoles.  18?,,  i>.52,  'yî53,  280-9.83. 

.   ^        ^  Pourquoi  n'avoir  pas  donné  la  si;;niliration   géoiriétrique  de  cette  condi- 

"^  ^  Si  l'on  joint  le  centre  O'  du  cercle  inscrit  au  point  C  du  cercle  circonscrit, 

.  **^5iniié  du  rayon  perpendiculaire  à  la  ligue  des  centres,  le  segment  O'I)  com- 

^    ^*       <iaQS  le  prolongement  en  arriére  de  celte   droite,    entre    ()'  et  la    cirronfé- 

;_       ^^-c;  circonscrite,  est   ét:al    au    côté   du    carré    inscrit   dans    la    circonférence 

^1  -         -^^ite.  Pourquoi  aussi  ne  pas  représenter  par  un  carré  (jjl'  au  lieu  de  |x)  l'in- 

*^     de  transformation?  Cliez  un  professrur  «m's  nuances  c»ut  leur  importance. 
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péce  /7,  correspondent  deux  polygones  de  q/i  côlés,  d'espèces  p  et  n  —  p,  que 
considère  comme  conjugués,  et  qui  ont  pour  côtés  des  cordes  supplémen- 
es  du  cercle  circonscrit. —  Le  côté  d'un  polygone  régulier  d'un  nombre  pair 
r^tés  est  quatrième  proportionnelle  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  et  aux. 
rs  des  deux  polygones  réguliers  conjugués  d'un  nombre  double  de  côtés, 
ts  dans  le  même  cercle. 


or  (C).  —  Formules   sur  les  bissectrices  des  angles  înté- 
rurs  et  extérieurs  au  triangle.  (aoaS). 

^er. — Théorie  des  centres  des  moyennes  harmoniques.  (Suite 

Cm.).  (29-34). 

&les  et  polaires  dans  les  courbes  du  troisième  ordre.  —  Si  la  cubique  se  dé- 
I^ose  en  une  conique  et  une  droite,  la  polaire  conique  d'un  point  se  décom- 
~  en  la  polaire  du  point  par  rapport  à  la  conique  et  la  droite.—  Les  polaires 
LCfues  ou  rectilignes  d'un  point  par  rapport  à  un  faisceau  de  cubiques 
n«nt  un  faisceau.  —  Si  c  et  c'  sont  les  polaires  coniques  de  deux  points  p 
»'  par  rapport  à  la  cubique  Ar,  les  polaires  rectilignes  de  p  par  rapport  à  c\ 
L^  p'  par  rapport  à  c,  coïncident.  —  La  polaire  conique  d'un  point  p,  par 
|>ort  à  une  cubique  à  point  double  6,  est  tangente  en  6  au  conjugué  harmo- 
nie de  8/>  par  rapport  aux  tangentes  à  la  cubique  (théorème  s'étendant  aux 
«"t>es  d'ordre  quelconque).  Un  arc  de  rebroussemcnt  de  cubique  est  tangent 
^utes  ses  polaires  coniques  par  rapport  aux  divers  points  du  plan.  —  Si  la 
cftire  de  p  est  un  couple  de  droites  concourant  en  /?',  la  polaire  de  p'  sera 
M^n  côté  un  couple  de  droites  passant  en  p.  —  Le  lieu  des  points,  dont  les 
aires  sont  doublement  rectilignes,  est  une  seconde  cubique,  qui  est  en  même 
tps  le  lieu  du  point  de  concours  de  ces  droites  (hessienne  de  la  cubique).  — 
AT*  les  degrés  supérieurs  au  troisième,  le  lieu  des  points  dont  les  premières 
dires  ont  un  point  double  est  d'ordre  3(m  —  2)".  Courbe  de  Steiner.  —  La 
«ire  d'un  point  d'inflexion  est  un  couple  de  droites,  la  tangente  d'inflexion, 
lai  droite  qui  unit  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  d'in- 
c-îoo.  —  Toute  cubique  a  donc  neuf  points  d'inflexion,  réels  ou  imaginaires, 
eirsections  avec  sa  hessienne.  —  La  droite  passant  par  deux  points  d'inflexion 
cnbique  passe  par  un  troisième. 


'^el{E.'J.).  —  Propriétés  générales  des  formes  quadratiques, 

•  leurs  applications  en  Géométrie.  (35-4 1,  79-88,  i64-i"o, 
■  8-323,  371-376). 

^^finitions.  —  Décomposition  en  sommes  de  carrés,  de  nombre  au  plus  égal 
^liii  dos  variables.  —  Les  nombres   respectifs  de  carrés   positifs  et  négatifs 

•  formes  équivalentes  sont  invariables  (Sylvester).  —  Invariant  ou  détermi- 
■^t.  (symétrique)  des  dcmi-dérivces  partielles.  —  L'invariant  A'  de  la  form»» 
-^oae  par  une  substitution  linéaire  est  égal  au  produit  de  celui  de  la  forint* 
*^itive,  A,  par  le  carré  8'  du  déterminant  de  la  substitution. 

-^ot  opérée  une  substitution  linéaire  dans  une  forme  quadratique  ternaire  ;i 
■^  variables,  faisant  z  =  z'  =  i^  le  module  de   transformation  a  pour  valeur 

-  .  -  y  d'où  -T— rr  est  invariable  pour  une  mc^me  conique,  quels  que  soient 
-^iull.  des  Sciences  mof/icm..  -j."  sc'rif,  t.  VII.  (Avril  i883.)  I{.G 
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les  axes  des  coordonnées.  Le  nombre  de  carrés  de  décomposilîon  d'une  l 

quadratique  est  égal  à  celui   des  variables,  en  même  temps  que  l'invariai^^    - 

la  forme  est  différent  de  zéro.  Propriété  fondamentale  de  la  forme  F,  btIj^b^ 

de  /  (Gauss),  c'est-à-dire  telle  que  le  résultat  de  la  substitution,  aux  variab^  ,^ 

de  leurs  valeurs  en   fonction   des   demi-dérivées  partielles,  X,   de  la  fc^^i 

.,  F 
soit  —  • 
ûk 

Si  ç  =  e/— i:(a?\)',  l'invariant  de  9  este«(8A  — F). 

Si/'  est  la  forme  transformée  de /par  la  substitution  x,  =  SJJ~J«^j:^^  ^^ 
F'  les  formes  adjointes  de /et/',  R  le  module  de  la  transformation,  en  '^osf 
\^  =  2:'*^^  ««i^B»  ^^  ^"""^  identiquement 

r  (Xj,Aj,  ...,  A^)  =^  R   r  (a,.  A,,  . . .,  X^). 

Applications.  —  Distance,   en  coordonnées  obliques,  d*un  point  à  une  droite 
(P.  Joubert). 

Longueur  des  axes  d'une  section   plane  centrale  d'une   surface  du  secood 
ordre. 

Lorsque  l'invariant  d'une  forme  est  nul,  son  adjointe  est  un  carré  parfait.  - 
Applications. 

Longchamps  (G.  de)»  —  Recherches  des  facteurs  commensu- 
rables  de  degré  quelconque  d'une  équation.  (4i-44)- 

Exposé  de  la  méthode  de  M.  Landry  pour  déterminer  les  facteurs  de  forme 
{xP  —  a). 

Launoy,  —  De  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  leurs  propriétés. 
(49-60,97-106,  i45-i52,  193-201,  241-2469  289-297,337-353, 
385-394). 

Démonstration  des  principales  propriétés  en  partant  de  la  définition  par  la 
directrice  et  le  foyer. 

Théorèmes  sur  les  tangentes  et  leurs  intersections  ayec  les  axes  et  les  tio- 
gentes  aux  sommets.  —  Normale.  —  D'un  point  donné  on  peut  mener  qo't'* 
normales. 

Constructions  de  normales.  —  Rayon  de  courbure.  —  Relation 

1         1  '1 


p        p'        R  cosa 

Normales  rectangulaires.  —  Ellipses  et  hyperboles  homofocalcs. 

Parabole.  —  Théorème  de  Steiner.  —  Normales.  —  Le  lieu  du  point  doii 
partent  deux  normales  rectangulaires  est  une  parabole.  —  Le  centre  de  gr*^'^ 
des  pieds  des  trois  normales  issues  d'un  même  point  est  sur  Taxe,  et  le  cercle 
des  trois  pieds  passe  au  sommet.  —  Problèmes  divers. 

Rayon  de  courbure  de  la  parabole.  —  La  projection  du  foyer  sur  les  noimalc 
est  une  parabole  à  cordes  focales.  —  Les  rayons  de  courbure  en  ses  cxtrt™'^ 
sont  liés  par  la  relation 

1  I     _    I 

1  JM  « 

R'       R  •"      p* 
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gchamps  (G.  de).  — Recherche  des  facteurs  comniensiirables 
<ic  degré  quelconque  d'une  équation.  (yo-'4). 

tracteurs  du  second  degré.  —  Recherches.  —  Conditions  de  divisibilité  d'un 
•olynôme  par  le  trinôme  du  second  degré. 

^ilin  (/.).  —  Recherches  sur  les  courbes  planes  du  troisième 
ordre.  (74-79»  '7i-ï76>  3 i  5-3 17). 

L'auteur  expose  une  méthode  simple  et  ingénieuse  de  construction  par  points 
les  courbes  du  troisième  degré  ayant  au  moins  une  asymptote  à  distance  finie. 

Courbes  à  point  singulier.  —  Les  rayons  vecteurs  de  la  courbe  issus  du  point 
louble  sont  la  somme  de  deux  rayons  vecteurs  de  même  direction,  limités,  le 
>reinif  r  à  l'asymptote  directrice,  le  second  à  une  conique  directrice,  passant  au 
>oint  double,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  deux  autres  asymptotes  de  la 
*ourbe,  et  passant  par  les  points  où  l'asymptote  directrice  est  coupée  par  les 
.angentes  au  point  double;  elle  a  pour  tangente  au  point  double  le  rayon  vec- 
Lcur  du  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  son  asymptote  directrice.  —  Si 
les  trois  asymptotes  sont  réelles,  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  est  la  somme 
des  trois  rayons  vecteurs  compris,  sur  sa  direction,  entre  le  point  double  et  les 
trois  asymptotes.  —  Classification.  —  Dix-huit  espèces  de  cubiques  à  point 
double  ayant  au  moins  une  branche  hyperbolique. 

Construction  de  ces  courbes,  au  moyen  d'une  conique  fixe  et  d'une  parallèle 
mobile  à  l'asymptote  située  à  distance  finie. 

Seconde  méthode  de  construction  des  cubiques  considérées,  par  le  moyen  d'une 
conique  fixe  et  de  deux  parallèles  fixes.  —  Les  deux  rayons  vecteurs  issus  d'un 
point  particulier  de  la  courbe  étant  p'  et  p",  on  a 

P'-^P'^   ?.   -^Pj       et       p'p-'rr:   p,p„ 

p„  P2,  P3  étant  les  rayons  vecteurs  de  la  conique  et  des  deux  droites. 

<zurent  {H.), — Notes  sur  les  fonctions  trigonométriques.  (88-92). 

Prenant  pour  définition  des  fonctions  e*,  cosâ:,  sinx  leurs  développements 
«D  série,  l'auteur  établit  les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie,  abs- 
tj>action  faite  de  toute  considération  géométrique. 

'Ongchamps  (G.  de),  —  Sur  la  somme  des  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres.  (92-96). 

Relation   récurrente  /iSj  =  L"  Sj  —  sj  est  fonction  entière  de  degré  (p  -^1) 
en  /L,  sans  constante,  et  chez  laquelle  les  coefficients  de  ni*-*-*  et  de  n  sont 

«t  -.  —  Valeurs  de  Sî  et  S*. 

^uéroult  (L.).  —  Note  de  Géométrie.  (106-108). 

Un  cercle  étant  tracé  sur  une  face  d'un  dièdre  d'ouverture  variable,  l'angle  a 
des  droites  qui  joignent  son  centre  aux  foyers  de  sa  projection  sur  l'autre  face 
est  invariable  ('). 


(')  Démonstration   qui    serait    suffisante   dans   un   examen,    mais   à   proscrire 
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Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé,  on  ne  devrait  admettre  dans  le  Jol^  J^wxaï 
que  des  démonstrations  «  recommandables  par  leur  goût  approprié  au  su  "■  t^l  » 
car  elles  servent  fatalement  de  types  modèles. 

Malloisel  (li.),  —  Problème  d'admission  à  TÉcole  Normale  s  ^^j  p 
rieure  en  1877.  ('^8-1 13). 

Colombier  (P.-A.-G.).  —  Note  relative  au  théorème  de  Paf^  "j:>uî 
sur  le  quadrilatère  complet,  (i  i3-i  i4). 

Cernesson  (/.).  —  Propriété  de  F  hyperbole,  (i  i5). 

Janin  [A,).  —  Note  sur  l'intersection  de  deux  surfaces  de  ré  '^'-  mA[\ 
lion  du  second  ordre  à  axes  concourants.  (1 16-127). 

Détermination  graphique  des  cléments  de  la  conique,  projection  de  l'in  ^«^r$^> 
tion  sur  le  plan  des  axes. 

Kœnigs  (C).  —  Concours  général  de  1878.  (Mathém.  spéci.^^  lesi. 
(128-133). 

Laurens  (Ch.), —  Variétés.  —  Essai  pour  les  coniques  de  T^atscal 
(i33-i/îi>  176-183,232-240). 

Historique.  —  Propriétés  de  Thexagramme  mystique. 

Relation  d'involution  de  Desargues.  —  Origine   de  la   théorie  des   p^lts  et 
polaires. 

Pajon.  — Note  d'Algèbre.  (i52-i58). 

Ocagne  {Maurice  ci').  —  Etude   sur  une  ligne  remarquable  du 
triangle,  antibissectrice,  (i 58- 164). 

Définition  :  droite  divisant  la  base  inversement  à  la  division  par  la  bis!>cr- 
trice.  Longueurs,  angles,  formules  diverses.  —  Application  à  des  probIém«.  - 
Enveloppe  de  la  corde  mobile  détachant  sur  une  courbe  un  arc  de  longuear 
constante.  —  Son  contact  est  le  pied  de  Tantibissectrice  de  la  corde  et  des  deui 
tangentes. 

Aforel  (A,),  —  Formules  trigonométriques  relatives  aux  éléments 


d'une  façon  absolue  du  Journal  comme  d'un  esprit  des  moins  appropriés  à  h 

nature  du  sujet;  elle  offre  un  développement  d'écriture  algébrique  fort  inolil' 

et  du  plus   fâcheux   exemple.   La  seule  démonstration  présentable  de  ce  ihé* 

rème,  quasi  évident,  serait  la  suivante  :  O  et  O'  étant   les  centres  du  cercle 

de  sa  projection,  A  leur  projection  sur  rarèlc,  B  l'extrémité  du  rayon  OA  el 

sa  projection  sur  00';  BG  est  le  demi  petit-axe,   OG  la   demi-distance  fo<* 

d'où 

a        OG        OB 

''''^  Z   -  077  ~  en' 
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<]*iin  ti-iangle  rectilîgne.  (2oi-2o4)  246-249,  297-300,  493-497)* 

Formules  extraites  du  «  Recueil  de  problèmes  de  Trigonométrie  et  de  Stéréo- 
t^omie  de  Reidt  ». 

Relations  diverses  :  r,  r',  r",  r**,  rayons  des  cercles  inscrit  cl  exinscrrt; 
S.,   surface;  R,  rayon  du  cercle  circonscrit 

/•'  =  4  R  sin  —  cos  —  cos  —  • 
222 

Questions  résolues.  (  J97-501). 

'on,  —  Variations  des  fonctions  bicarrées,  déduites  de  celles 
es  fonctions  du  second  degré.  (200-2 10). 

Questions  à  l'usage  des  candidats  à  Saint-Cyr.  (210-212). 

^uel  {E.-J,).  — Note  sur  un  point  de  la  discussion  des  équa- 
.  ions  du  premier  degré  à  trois  inconnues.  (2i3-2i4)- 

Min  (./.).  —  Note  sur  le  théorème  de  Descartes.  (2i5-2ijr). 

Théorème  de  Descartes  sur  le  nombre  des  racines   positives,  déduit  de  celui 
G  Rolle. 

hier.  —  Note  sur  les  fractions  continues  indéfînies..  non  pé- 
Hodiques.  (21^-223). 

.jrtgchamps  {G,  dé).  —  Transversales   réciproques  et  applica- 
ions.  (2-2-277). 

Les  transversales  réciproques  coupant  les  côtés  du  triangle  en  des  points  réci- 
'■roques,  symétriques  Tun  de  l'autre  par  rapport  au  milieu  du  côté. —  Conslruc- 
i  OD  des  tangentes  aux  cissoïdes  et  strophoïdes,  droites  ou  obliques,  à  la  lem- 
>  îscate  de  Bernoulli,  aux  conchoïdes. 


llin  (.A).  —   Sur  le  nombre  de  points  d'inflexions  réels  d'tme 
«ourbe  du  troisième  degré.  (277-278). 

^^xnine.  —  Du  nombre  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  /î,  et  compris  entre  o  et/?.  (278- 
280). 

Désignant  par  [9(N)]f  le  nombre  cherché,  par  E(a:)  la  partie  entière  de  j:, 
enfin,  symboliquement,  par/iE—  l'expression  E(-  )»  on  a  la  valeur 

If(N)]S=/>[.-EÇ][.-E<i->][.-E(l)|..., 
a.  à^  c,  . . .  étant  les  facteurs   de  N,  tels  que  N  =  a*,  6^  c",  ....  On  a  de  plus, 


\ 
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entre  des  nombres  N,  N',  N",  . . .,  premiers  entre  eux, 

I?(>l)K[?(N')]J'[?(N')]J'  =  ...=  [ï.(NN'N'...)]f''''^". 
et  en  particulier 

?(N)?(N')9(N'')  =...:=  ç(NN'N\..). 

Jouanne.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (280-283). 

Équation  du   cercle   passant   par  trpis  des  pieds  des  normales  menées«>        d'un 
point  à  une  conique  à  centre  ('). 

Bourget  (/.).  —  Note  sur  un  point  de  la  discussion  des  équaL-:m  cjds 
du  premier  degré  à  trois  inconnues.  (4i  i-4i5). 

Questions  résolues.  —  Concours  d'agrégation  1879.  (4i5-425). 

I*  On  donne  un  hyperboloïde  gauche  et  un  point  A. —  Un  plan  P  roule  a  "«ja  'K.our 
du  point  A.  —  Lieu  du  point  M  d'intersection  du  paraboloTde  touchant  riM.^'j)er- 
boloTde  suivant  sa  section  par  le  plan  P,  avec  son  diamètre  passant  par  le  pom  icm  tA; 
a*  du  point  Q  où  le  plan  P  est  percé  par  la  droite  qui  va  de  son  pôle,  par  rap- 
port à  rhyperboloïde,  au  point  M;  3"  des  positions  du  point  A  pour  lesi^cm^ln 
la  dernière  surface  (qui  est  du  second  ordre)  est  de  révolution. 

Kœnigs.  —  Théorème  concernant  une  courbe  algébrique.  (  ^  «35- 
427). 

Arnaud.   —   Démonstration  élémentaire  d'une  formule  d'A^Ael. 
(427-429). 

Démonstration,  parla  dérivation  de  la  formule  binômale 

m(m  —  i). .  .(m  —  n-t- 1)     ,  . v  _. ,  .v 

Variétés.  —  Université  de  Tokio  (Japon).  429-432. 

Ocagne  {Maurice  rf').  —  Principes  élémentaires  de  Géom^^tne 
cinématique.  (433-440* 


Conventions  de  symboles  —  (a)  Trajectoire  du  pointa  —  £f(  a),  déplacé- 
élémentaire  de  a  sur  (a).  —  Principes  : 

I*  Si  /  est  le  point  de  concours  des  tangentes  aux  courbes  (a)  et  (6), 

l'égalité 

d{a)  _  at 

dJU)  '"  Tr 

2"  Si  e  est  le  point  où  ab  touche  son  enveloppe 

d{a)  _  ae  at ^ 
d{b)  ~  àê  bi* 

3»  Soient  a  cl  ^  les  interscclions  des  normales  en  a  et  b,  aux  courbes  ( 
(')  Dan^  la  >oInlion  de  la  question  176  (p.  307),  Tautenr  repousse  romm< 


m 


on  a 


nnd 
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>     par  la  Dormale  en  e,  à  l'enveloppe  (e),  on  a 

d{a)  _  acL 
dJF)  ~  à^' 

Z^^éplacemeot  d'une  figure,  variable  de  forme,  dans  un  plan.  —  Problèmes  gé- 

:^   On   donne   m   courbes  {a^),  {(1^)^  .*.j  (a„),   sur  lesquelles  les  m  points 

^a,,  ...,a^  doivent  se  mouvoir,  les  courbes  Ë,,  E,,  ...,  E^-,,  enveloppe  des 

1  premiers  côtés  successifs  du  polygone  a,,  a„  ...,  a^.  —  Trouver  Tcnve- 


fc^  On  donne  les  m  enveloppes  et  (m  —  i)  trajectoires,  Irouver  la  m'*"*  trajec- 
ar-ic.  —  Les  deux  solutions  sont  données  par  la  relation 

j  _  ff|ai.a,a,.q3aa...q^-,a,„-,.a^«^ 

^  «  les  normales  en  e  et  A,  aux  enveloppes  (e)  et  (/i)  de  ab  et  ac,  se  coupent 
^  sur  la  normale  (en  a)  à  (a),  on  a 

€i{b)  _  bl 
d{a)  ~~  cy' 

désignant  par  ^  le  point  de  concours  des  normales  ea  et  6p,  eJL  par  y  celui 
^  normales  A  a  et  cy.  —  Application.  —  Construction  de  la  normale  à  Tenve- 
^^;^  du  côté  bc  du  triangle  abc,  dans  lequel  l'angle  a  pivote  autour  de  son 
^^:imet,  les  points  a  et  6  décrivant  (a)  et  (6). 

^^el  (^.).  —  Inégalité  des  jours  et  des  nuits.  (44i~444)- 

^Discussion  de  la  formule  cos^  =  tang  S  tangX. 
^Sxamens  oraux  de  Saint-Cyr  en  1880.  (444-44^)* 
Questions  résolues  (Examens  de  Saint-Cyr).  (446-4^6)« 
^Choix  de  questions,  avec  solutions,  par  M.  A.  Morel. 
Questions  résolues.  (456-4^9). 

^uel  {E.-J,),  —  Note  sur  une  application  du  Calcul  des  déter- 
minants à  certaines  questions  de  maxima  et  de  minima.  (46o- 
t64). 

Distance  d'un  point  à  une  droite,  sur  le  plan  et  dans  l'espace. 

ichard.  —  Lcole  Normale  supérieure,  1880.  —  Composition. 

;  465-471). 

■iiiESPOifDANCE.  —  Faire  passer  xm  carré  par  quatre  points  don- 
nés. (478). 


:^ptiblc  d'interprétation  une  racine  négative,  solution  des  plus  naturelles  du 
^lèmc.  Le  Comité  de  rédaction  du  Journal  devrait,  nous  sembic-t-il,  ne  pas 
"ser  échapper  dc^  erreurs  aussi  grossière*. 
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Solution  fondée  sur  ce  théorème  :  «  Les  portions  de  deux  droites  recK^  .^  g, 
laires,  interceptées  entre  les  deux  côtés  opposés  d'un  carré,  sont  égales  ('      '^  _ 

Movel  (A,). —  Note  sur  les  fractions  déclmaies  périodiques.  (^    ^^\ 
487,  529-535). 

Nouvelles  propriétés  des  périodes  développées  dans  un  Mémoire  de  M.  .^^    .     j 
rhé.  Soient  x  le  quotient  et  y  le  reste  de  la  division  —  >  poussée  de  mar^. 
avoir  K  chiiïres  décimaux  au  quotient,  et  abstraction  faite  de  la  virgule, 

X 

X 


î  10*  X 


N  >•         10* 


l^-^fâ)'-^-} 


d'où  le  calcul  facile  par  séries  de  K  chiffres. 

Deux  nombres  dont  les  chiffres  correspondants  ont  tous  9  pour  somm^  j^^^ 
dits  complémentaires;  une  période  est  dite  complète  lorsqu'elle  est  for-fri^  ^^ 
deux  nombres  complémentaires  mis  à  la  suite  l'un  de  l'autre. 

Soient /7  la  période  de  la  fraction  irréductible  -zit  et  D  un  nombre  d'autant  Jro 
qu'il  y  a  de  chiffres  à  /?:  on  a 


V7       ■•     7-  » 


p  doit  contenir  tous  les  facteurs  premiers  de  D  qui  ne  se  trouvent  pas  daos.N. 

—  Si,  en  réduisant  —  en  décimales,  on  trouve  le  reste  N  —a,  la  période  est  com- 
plète; et,  si  la  fraction  est  irréductible,  sa  période  a  le  même  nombre  de  chiffres 
que  celle  de  —  •  —  Si  h  est  l'un  des  restes  de  ^  »  la  période  ^,- ne  diffère  de ccllf 

de  —  que  parce  qu'elle  commencera  à  un  autre  chiffre.  —  Si  N  est  premier,  If 

nombre  déchiffres  de  la  période  est  N  —  i,  ou  l'un  de  ses  sous-multiple*. 

Lorsqu'une  fraction,  à  dénominateur  premier,  donne  naissance  à  uoeperiouf 
non  complète,  le  nombre  des  chiffres  de  la    période  est  impair.  —   Réciproq"*- 

—  Si  la  période//,  correspondant  à  la  fraction  —  »  est  divisible  par  le  nombw 

I  te* 

premier  N,  la  période  -tj  aura  le  même  nombre,  K,  de  chiffres  que  -•  —  ^^  f 

n'est  pas  divisible  par  N,  le  nombre  de  chiffres  de  la  période  de  —  est  KN*" 

les  deux  périodes  sont  en  même  temps  complètes  ou  incomplètes.—  Le  no*" 

de  chiffre-*  de  la  période  correspondant  à  r-rnrî ^^^  *^8***  ^^  P'"*  petit  f' 

!N  .\  IN  , . . 

m  un    multiple   des   nombres  de   chiffres  des  autres  périodes.  —  Reclicrcb* 
nombres  N  tels  que  la  période  (  —  )  ait  /?  chiffres.    -  Ce  sont    les  diviscu' 


(')  On   a    voulu  dire  «  réciproquement  interceptée*;  entre  les  deux  «"OUf 
rotés  du  rarré  ».  Solution  fort  élégante,  d'ailleurs. 
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—  I,  dont  on  supprime  3,  9  et  les  diviseurs   des   nonibi*es   tels  que  10*  —  i, 
L-mémes  diviseurs  de  iC  —  i. 

gne  {Maurice  d'), — Sur  le  partage  tics  polygones.  (487-489). 

instruction  fort  simple  pour  diviser  dans  un  rapport  donné  un  polygone  par 
5  transversale  passant  par  un  point  de  son  contour  ('). 

fiions.  —  Note  sur  les  irrationnelles.  (489-493). 

'et  (A.).  —  Formules  trîgonométriques.  (Suite.).  (493-497)* 

gaylo.  —  Sur  les  tangentes  aux  points  doubles  de  Tintersec- 
on  des  surfaces.  (5o2-5o6). 

^'auteur  recherche,  en  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son  a\e,  les 
i  gentes  au  point  double  d'intersection   d'une  surface   de  révolution  par  son 
n  tangent  ('). 

€inne,  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (5o7-5i2). 

-Recherche  des  systèmes  <le  diamètres  conjugués  parallèles  dans  les  courbes  et 
r^ace  du  second  ordre  (^). 

:  in,  —  Concours  d'Admission  à  TEcole  Polytechnique.  (5i3- 
19)- 


>  Cette  construction  était  connue  de  temps  immémorial  des  géomètres  du 
astre,  et  enseignée  jadis  dans  les  Cours  les  plus  élémentaires.  Comment  les 
cteurs  n'ont-ils  pas  relevé  la  phrase  malheureuse  de  l'auteur  où  il  dit  que 
u'à  son  travail  «  on  ne  connaissait  qu'une  solution  approximative!!  du  pro- 
ie»? Que  de  fois  on  réédite,  sans  s'en  douter,  du  «  vieux  neuf  »! 
)  Dans  cet  article,  dont  la  suite  sera  donnée  plus  loin,  il  est  fait  usage  de<« 
•  cdés  de  la  Géométrie  descriptive  et  des  calculs  de  Géométrie  analytique  pour 
ver,  assez  péniblement,  à  une  construction  que  de  simples  considérations  infi- 
simales  rendent  quasi  évidente.  —  II  eût  été  presque  aussi  court  de  développer 
chement  la  théorie  de  l'indicatrice.  —  Pourquoi  enfin  ne  pas  donner  la  con- 
clion  de  l'angle  en  vraie  grandeur  des  tangentes,  au  lieu  de  sa  projection?  La 
&  traction  en  est  plus  simple.  C'est  celui  d'où  est  vue,  du  centre  de  courbure  du 
îdien,  la  corde  que  le  cercle,  décrit  sur  la  distance  de  ce  centre  au  point  d'in- 
ection  de  la  normale  et  de  l'axe,  détache  sur  la  tangente  au  méridien.  L. 
'  )  Les  articles  émanant  de  professeurs  devraient,  dans  le  Journal  des  élèves, 
'  marques  au  coin  d'une  perfection  toute  particulière.  Aussi  remarquerons- 
9  que  Tauteur  aurait  dû  observer  que  la  distance  des  courbes  ou  surfaces  est 
ifférente,  leur  orientation  seule  étant  en  jeu.  —  Étudier  dès  lors  la  question 
Tics  courbes  ou  surfaces  à  centre,  en  les  prenant  concentriques;  il  en  fût  ré- 
-é,  outre  la  simplification  des  équations,  l'avantage  de  faire  songer  très  proba- 
Ticnt  l'auteur  à  la  solution  géométrique,  beaucoup  plus  simple,  plus  prompt»* 
^artout  plus  lumineuse  pour  la  classification  que  la  solution  analytique.  Cette 
de  géométrique  et  analytique  menée  parallèlement  était  jadis  fort  en  honneur 
z  les  «  bons  élèves  >».  L. 
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Netlre,  —  Sur  une  propriété  des  coniques.  (5 19-022). 

Ocagne  {Maurice  rf').  —  Note  de  Géométrie.  (535-538). 

Trois  circonférences  passent  par  un  même  point  et  se  coupent  deux  à     deui 
sur  une  même  droite.  Par  un  point  de  celle-ci  on  mène  une  tangente  à  cbacuor 
des  trois  premières;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  et  le  point comman 
aux  trois  circonférences  sont  sur  un  même  cercle;  les  points  diamétralemeiK 
opposés   au  point   commun   dans   chacune  des  trois  circonférences  sont,  arec 
celui-ci,  sur  un  même  cercle.  —  Transformaftion   par  inversion,  et  application 
du  théorème  de  Ptolémée. 

Descube,  —  Théorème  de  Géométrie.  (538). 

Ocagne  {Maurice  («?').  —  Note  sur  une  ligne  dans  le  triangle 
rectiligne.  (539-542). 

Propriétés  de  la  droite  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrî^^' 
—  Relations  métriques.  —  Construction  d'une  parabole,  connaissant  deax  U»**' 
gentes  et  leurs  points  de  contact.  —  Normale  à  la  lemniscatc. 

Songaylo,  —  Sur  les  tangentes  aux  points  doubles  de  rinterse 
tion  des  surfaces.  (Suite.).  (552-559). 

Intersections  de  surfaces  coniques  et  cylindriques. 

Boquel  {E,~J,),  —  Note  sur  une  application  du  calcul  des  déte- 
minants  à  certaines  questions  de  maxima  et  minima.  (Suite 
fin.).  (560-564). 

Démonstration  de  l'identité  la'.SA'rr  S(a,6,—  a,6,)*-4-  (ra,6^)',  maiim 

de  la  fonction  du  second  degré  de  (/i  —  i)  variables,  telle   qu'on  puisse  éc 

F  =  £X%  les  n  quantités  X  étant  fonctions  linéaires  des  n  —  1  variables.  Il 

A' 
égal  à  -y^i ,  A  étant  le  déterminant  des  X,  et  L  les  fonctions  multiplicatei 

des  éléments  de  sa  dernière  colonne  (termes  connus)  dans  son  développem* 
par  rapport  à  ceux-ci. 

Bibliographie.  —  526. 

Questions  proposées.  —  (iV**  206-283).  28,  4^,  69,  96,  i43,  1^3 
285,  479,  027,  574. 

Concours  pour  les  Écoles.  —  8,  249,  3o2,  3a4,  4i7>  444^  4  77' 
55i, 074. 

Concours  généraux  et  Concours  académiques.  —  3oi,  3o2,  47^* 

Baccalauréat  ES  SCIENCES. —  24,  27,  269,  271,  4^8,  4' i>  549-55f. 

Examens  divers.  —  210,  226,  255,  283,  3 12,  333,  368,  382,  ^^i-      m^ 
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J EST  1  OMS  RÉSOLU BS.  —  8-I9,    aO-69,   l4l-l43>    iSS-igO,  '«59-269, 

3o4-3i2,  320-333,  353-367,  38o,  394-407»  456-459,  465,  497- 
5oi,  5i3,  523-526,  542-548,  564-573  (•). 

Laquière. 


ÎNALES  DES  MINES  (*). 

;•  sério.  — -  Tome  XVIII;  a*  semestre  1880. 

Ce  Volume  ne  renferme  point  de  Mémoires  a^ant  trait  aux 
plîcations  des  Mathématiques. 

Tome  XIX;  i"^  semestre  1881. 

^'f^ié  (C).  —  Etude  sur  la  mesure  exacte  des  hautes  pressions  et 
Uf  le  frottement  des  cuirs  emboutis  des  presses  hydrauliques. 
«o4-i56,  2  pK). 

emploi   des   manomètres  cl  des  soupapes  à  la  mesure  des  pressions.  Évalua- 

*■*  des  causes  d'erreur. 

^tude  spéciale  et  mesure  des  frottements  des  cuirs  emboutis;  nouveau  dyna- 

^nriètre. 

^^•sedat,  —  Sur  la  méthode  employée  par  d'Aubuisson,  en 
S  1  o,  pour  la  mesure  des  bases  géodésiques.  (172-174). 

^'îclée  d'employer  une  seule  règle,  transportée  successivement  entre  des  re- 
^^9  placés  sur  l'alignement  de  la  base,  a  été  préconisée  par  le  major  piémon- 
*    ï*orro,  à  qui  elle  a  été  généralement  attribuée. 

^*  ^st  intéressant,  pour  l'histoire  de  la  Science,  de  rapporter  le  mérite  de  cette 
^^tcuse  innovation  à  l'ingénieur  des  mines  d'Aubuisson,  qui  le  premier  a  em- 
^^^  ce  procédé  dans  la  mesure  d'une  base  destinée  à  appuyer  des  opérations 
^"^ "kilométriques  ayant  pour  objet  la  détermination  de  la  hauteur  du  sommet  du 


)  L.a  question  235  :  «  Trouver  l'enveloppe  des  directrices  des  coniques,  dont  on 
'^^  un  point  et  le  foyer  correspondant  à  la  directrice  »,  revenant  à  demander 
^^  manière  détournée  la  définition  du  cercle,  peut  être  posée  dans  un  exa- 
^  pour  tâter  la  présence  d'esprit  de  l'élève;  mais  ne  devrait  en  aucune  sorte 
'**«x*  au  Journal  ;  des  questions  aussi  insignifiantes  ne  sont  gurre  susceptibles 
'^^    solution   intéressante  ou    utile;   aussi   sont-elles  traitées   par  des  calculs 

^'^Teugle  »,  alors  qu'en  Géométrie  analytique  le  bon  élève  n'écrit  jamais,  ou 
^'ttcnt,  une  équation  dont  il  ne  lise  clairement  l'interprétation.  L. 

^   Voir  BulUtiriy  IV„  xf)\. 
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mont  Gregorio,  à  rentrée  de  la  vallée  d'Aoste.  Celle  mesure  fui   cffccluc::^^ 
commencement  de  l'année  1810. 

Mallard  [E.),  —  Sur  les  propriétés  optiques  des  mélanges  ^^ 
tallins  de  substances  isomorphes  et  sur  l'explication  de  la  ^k= 
risation  rotatoire.  ('256-3 1  .'i,  i  pi.). 

L'auteur  a  essayé  déjà  dans  les  Annales  (1876)  de  montrer  que  la  lhé<»  vi 
la  double  réfraction  pouvait  tirer  quelque  utilité  de  Tétude  des  phénoméi^^s 
serves  par  Nôrremberg  sur  des  lames  de  mica  très  minces  superposées,  <^t 
Heusch  sur  ces  mémos  lames,  associées  suivant  une  certaine  loi  d'empil^^m 
11  se  propose,  dans  ce  nouveau  Mémoire,  de  développer  cette  théorie  cl  d'esjm  fi 
d'une  part,  le  moyen  de  déduire  les  propriétés  biréfringentes  d'un  mélange* 
tallin,  en  partant  de  colles  dos  corps  mélangés,  et  de  l'autre,  une  expl  m  «a 
oom|>lète  et  rationnelle  de  tous  les  faits  que  Ton  groupe  sous  le  nom  de/9ol 
sation  rotatoire,  aussi  bien  ceux  qui  se  produisent  dans  les  cristaux  que;  t 
que  montrent  les  dissolutions  ou  les  li<]uides. 

Tome  XX  ;  2"  semostre  1 88 1 . 

Trautmann,  —  Organisation  du  service  dliivcr  cl  réfrigé" 
artificielle  de  Teau  minérale  à  rétablissement  thermal  de 
bonne.  (8()-ii2o,  i  pL). 

Description  des  procédés  économiques  employés  à  cette  réfrigération 
cielle. 

De  Kossuth  {F,),  —  Etude  sur  Inapplication  de  la  ventilatîo 
tificielle  à  Taérage  du  tunnel  du  mont  Genis.  (aSS-Saa). 

L'aérage  du  tunnel  du  mont  Cenis  est  insuffisant.  Pour  la  longueur  de  i 
et  la  section  de  /la"*!  de  ce  tunnel,  il  faudrait  8/|"'''  d'air  par  seconde,  tandt 
les  aspirateurs  des  installations  actuelles  peuvent  extraire  à  peine  le  doui^^ 
de  ce  Volume. 

8*  série.  —  Tome  î;  1"  septembre  1882. 

ResaL  —  Examen  critique  des  hypothèses  auxquelles  on  areco^ 
pour  calculer  les  efforts  transmis  aux  pièces  des  systèmes 
bancs  employés  dans  les  constructions.  (4'Î9-46ri,   i  pi.). 

I^s  systèmes  de  celle  nature  se  trouvent  réalisés  dans  certaines  catégories 
combles  et  de  ponts. 

La  statique  étant  insuffisante  pour  calculer  les  cfTorts   transmis,  on  a  reco^ 
à  des  hypothèses  plus  ou  moins  plausibles  dont  la  principale  consiste  à  consi<^ 
rer  les  tiges  comme  étant  rigides  dans  le  sens  de  leur  longueur.  On  est  air 
conduit  à  créer  des  points  fixes  fictifs  aux  joints  de  certains  assemblages.  M  ^ 
comment  doit-ou  choisir  ces  points  (ixc^  pour  ne  pas  être  conduit  à  des  inco«^ 


I 
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palibil liés?  Tel  est  le  problème  que  Paiileur  s'est  proposé,  mais  dont  la  solution 
De  parait  pas  susceptible  d'être  résumée  dans  un  énoncé  général.  Il  n'y  a  qu'en 
mitant  quelques  cas  particuliers  que  Ton  peut  faire  comprendre  la  marche  que 
doivent  suivre  les  ingénieurs  chargés  des  constructions  de  la  nature  de  celles 
doDt  il  s'agit. 

Thiré.    —  Note  sur  le  planimèlre   polaire  d*Amsler.    (487-500, 
I  pi.). 

On  a  déjà  établi  la  théorie  de  cet  instrument  de  bien  des  manières  difiërcntes, 
et  divers  Ouvrages  en  renferment  l'exposé  {Annaies  des  Mines,  1871,  Notice  de 
M.  Gîinbes;  Mémorial  de  l'Officier  du  Génie,  187^,  travail  de  M.  Peaucellier; 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
'876,  Note  de  M.  Laisant). 
La  nouvelle  monographie  a  pour  objet  la  démonstration  du  planiinètre,  fondée 
sur  des  calculs  assez  restreints. 

'faliaF*d  {E.).  —  Expériences  sur  la  pression  du  grisou  dans  la 
'ïouîlle  (53o-55i,  i  pi.). 

Traduction  par  extrait  et  interprétation  analyticiuc  des  résultats  de  très  inté- 
ressantes observations  faites  par  >L  Lindsay  Wood.  La  conclusion  de  ces  éludes 
peut  ^tre  ainsi  énoncée  :  le  grisou  est  un  gaz  renfermé  dans  la  houille  comme 
•  eau  l'est  dans  une  coucJic  poreuse.  Il  s'y  trouve  comprimé  sous  une  pression 
très  variable,  qui  peut  atteindre  et  sans  doute  dépasser  3->»  par  centimètre 
carré  , 

iiator^  de  la  Goupillière,  —  Tambours  spiraloïdes  pour  les  câbles 
*^  égsile  résistance.  (066-587,  i  pi.). 

^^  f>Tofil  théorique  du  câble  d'égale  résistance  est,  comme  on  sait,  celui  d'une 
**&***■  Lhmique.  Dans  la  pratique  courante,  les  constructeurs  le  remplacent  jus- 
^^  ici  par  le  câble  conique,  en  supprimant  à  des  intervalles  constants  un  fil  dans 
le  iïiis5|ge.  Le  tambour,  que  l'on  déterminera  ainsi  en  rigueur,  s'adaptera  à  l'em- 
ploi d^  câble  conique  ordinaire  avec  l'approximation  même  que  celui-ci  réalise 
P***  ''apport  â  la  forme  idéale  et  dont  on  se  contente  jusqu'ici. 

*-  ^tude  de  ce  problème  comprend  deux  parties  distinctes  dans  le  présent  Mé- 

™Oir*^^  La  première  renferme  les  propriétés  générales  de  tout  système  d'extrac- 

'*^'*     cl'équilibre  rigoureux,  quelle  que  soit  la  forme  de  son  câble,  que  celui-ci 

*<^"t  o^rlindrique  d'un  bout  à  l'autre,  ou  formé  de  mises  cylindriques  différentes, 

/     ^^    soit  logarithmique,  conique,  ou   de   telle  forme  que  l'on  voudrait,  même 

^^^■lée  d'une  manière  absolument  arbitraire  et  sans  qu'elle  fût  motivée  par 

*^^^*^c  raison  de  pratique  usuelle. 

^*^^  seconde  partie  sert  â  fonder,  sur  ces  principes  généraux,  la  solution  com- 

^     ^^    de  la  détermination  du  profil  du  tambour  spiraloïde  pour  le  cas  le  plus 

. '^"^î^e  de  tous,  celui  du  câble  d'égale  résistance,  c'est-à-dire  de  la  forme  loga- 

"  «^^  ique. 

l^^^^^ennant  une  transformation  de  coordonnées,  la  courbe  méridienne  du  tam- 

**  «st  détcrniinée  par  l'équation  difi'érentielle 

y    ,  dv         {z  -¥\)dv  -*-{y  —  ^)  dz 

-L  dz-\ : ^ -r—" — r— ^^^ —  —  o. 

z  y  —  \  {z  +  \)y  —  2Z 
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Celte  équalion  paraissant  rebelle  à  toutes  les  méthodes  d'intégration,  1^*" 
a  pensé  avec  raison  que,  pour  le  praticien,  l'équation  aux  différences 
profil  suffirait  parfaitement  pour  en  déduire  de  proche  en  proche  chai 
donnée  des  divers  points  d'insertion  des  spires  successives. 

Par  une  analyse  très  simple,  l'auteur  établit  l'équation  aux  différences      ^ 

r- 


[(  P"  +  Or«  -  2  p-j  ?'«"- (  ?-^' -h  I)  (r,  - 1) 


qui  résout  la  détermination  du  profil  du  tambour. 

L'applicatioa  numérique  de  cette  relation  serait  sans  difficultés  et  pr^seo^ 
rait  tout  au   plus   des  longueurs.  On  peut  abréger  considérablement  cesd» 
niéres  en  introduisant   une   approximation  qui  n'affecte  aucune  des  décimlti 
que  la  pratique  la  plus  exigeante  pourrait  tenir  à  conserver  dans  les  évaltiaijgg^ 
L'équation  définitive  devient 

H.  B. 
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Tome  XIX;  octobre  1 88 1 -mars  1881. 

Pravaz.  —  Calcul  des  éléments  du  tir  lorsque  Tangle  d'élévation 
du  but  est  considérable  et  application  au  tir  plongeant.  (5-i3, 
3  fig.,  I  pi.). 

Les  Tables  de  tir  des  diverses  bouches  à  feu  sont  dressées  pour  le  tirsaroBbut 
situé  au  niveau  de  la  pièce,  condition  qui  ne  se  présente  habitoellement  poioi 
dans  la  pratique. 

Si  l'angle  de  site  du  but  est  faible,  on  ne  change  pas  la  hausse;  l'angle  i<^*' 
ner  au  niveau  est  simplement  augmenté  de  Tangle  de  site  du  but,  et  Tob  admet 
que  l'angle  de  chute  est  égal  à  relui  que  donnent  les  Tables  pour  U  même  dis- 
tance sur  le  plan  horizontal  diminué  de  la  valeur  de  Tangle  de  site  d«  bot 

Lorsque  langle  de  site  atteint  une  certaine  valeur,  on  n'obtient plos aiosi ooe 
approximation  suffisante. 

11  faut  avoir  recours  à  d'autres  procédés  de  calcul.  On  arrive,  en  UxsmX  om 
hypothèse  qui  se  rapproche  davantage  de  la  réalité,  à  calculer  00  plutôt  à  me- 
surer, par  un  procédé  graphique  très  simple,  les  éléments  du  tir  sur  na  bat 
situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  bouche  à  feu. 

Cette  hypothèse  est  que,  pendant   un  même  temps  I,  la  valeur  des  déplace- 


\*)  Voir  Htif/riùi,  V,,  :>3i. 


IlEVUE  DES  PUBLICATIONS.  8- 

mcnts  composanls  suivuDl  l'axe  de  la  bouche  à  feu  et  suÎTaat  la  verticale  est 
constante,  quel  que  soit  Tangle  de  tir. 

Oans  cette  hypothèse,  le  lieu  des  positions  du  projectile  lancé  dans  un  plan 
vertical  sous  différents  angles  est,  au  bout  d'un  temps  f,  une  circonférence. 

L'auteur  arrive  ainsi  à  transformer  les  Tables  de  tir  en  tableaux  quadrillés  et 
«n  tracés  graphiques  qui  donnent,  à  première  vue,  les  charges,  les  durées  du 
trajet,  et  les  vitesses  restantes. 

'^J'è^rre  {J,'B,'V,). —  Influence  de  la  diminution  progressive  des 
vitesses  initiales  données  par  les  cartouches  métalliques  sur  la 
portée  du  fusil  d'infanterie.  (89-109,  3  fîg.). 

L.*cxpérience  a  montré  que  la  poudre  des  cartouches  métalliques  subit  avec  le 
^dnps  une  certaine  transformation,  et  que  tous  les  ans,  la  vitesse  initiale,  qui 
^^ait  de  4^o'*>  éprouvait  une  diminution  de  S^.oS  à  4". 

L.*auleur  se  propose  d'évaluer  les  modifications  qui  doivent  en  résulter  pour  le 
^^S^age  des  hausses,  et  de  soumettre  les  résultats  obtenus  à  une  interprétation 
P»"atique. 

^^'  Galembert,  —  Etude  sur  le  tir  fusant  de  Tobus  modèle  1879. 
<i85-i96,  4  fig.). 

Remarques  nouvelles  sur  une  question  déjà  traitée  dans  le  même  Recueil 
1  t.  XVII  et  XViri)  par  MM.  Percin  et  Talavrach. 

On  est  fondé  à  croire  que  parfois  l'écart  probable  en  portée  de  la  fusée  à 
double  effet  a  une  valeur  beaucoup  plus  forte  que  celle  qu'on  lui  avait  attri- 
buée. Dans  certaines  expériences,  cette  valeur  aurait  atteint  35",  ce  qui  montre 
C)ue  les  points  d'éclatement  se  seraient  répartis  entre  deux  plans  verticaux,  à 
^n  intervalle  de  280". 

Quel  que  soit  son  caractère  de  généralité,  cette  donnée,  très  différente  de  celle 
qui  avait  été  admise,  mérite  d'être  étudiée,  et  l'auteur  la  prend  pour  base  de 
son  travail. 

ercin,  —  Correction  à  faire  subir  à  la  hausse  en  raison  de  l'élé- 
vation du  but.  (28  i-3i  i ,  8  fig.). 

Dans  le  tir  sous  de  petits  angles,  on  admet  que  la  trajectoire  reste  reliée  au 
canon  d'une  manière  invariable  et  se  relève  avec  lui,  sans  changer  de  forme,  si 
Ion  fait  varier  l'angle  de  tir.  C'est  ce  que  Ton  appelle  l'hypothèse  de  la  rigidité 
de  la  trajectoire.  Cette  hypothèse,  admissible  pour  des  angles  suffisamment  pe- 
tits, cesse  de  l'être  lorsque  ceux-ci  atteignent  des  valeurs  un  peu  considérables. 

On  peut  admettre,  par  exemple,  que  le  rapport  de  l'abaissement  dans  l'air  à 
l'abaissement  dans  le  vide  est  indépendant  de  l'angle  de  projection;  ou  encore 
que,  pour  une  même  longueur  prise  sur  la  ligne  de  projection,  l'abaissement  est 
indépendant  de  l'angle  de  tir;  ou  enfm,  toute  autre  donnée  moyenne  permettant 
de  dresser  des  tableaux  graphiques,  procédé  indiqué  précédemment  (p.  5-i3). 

L'auteur  se  propose,  non  plus  de  présenter  une  hypothèse  nouvelle,  mais  do 
déterminer,  indépendamment  de  toute  hypothèse,  l'allure  générale  de  la  varia- 
tion que  doit  éprouver  la  correction  à  la  hausse,  et  cela  pour  toutes  les  valeurs 
de  l'angle  d'élévation.  A  cet  effet,  il  considère  les  lignes  d'égale  hausse,  c'est-à- 
dire  le  lieu  des   points  du  plan  de  tir  (ju'nn  atteindrait  avec  une  même  hausse. 
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A  chaque  valeur  de  x  correspond  une  ligne  d'égale  hausse.  On  reconnaît  que 
forme  et  sa  position  coïncident  approximativement  avec   la  seconde  trajec 


dont  la  portée  est  la  même  que  celle  qui  correspond  à  l'angle  a.  Cette  propri< 
approximative  dans  Tair,  se  vérifie  exactement  dans  le  vide.  Enfin,  Tangle  d' 
rivée,  dans  Tair,  est  plus  grand  que  l'angle  de  départ,  mais  inférieur  k  90*. 
d'autant  plus  grand  que  le  projectile  est  plus  influencé  par  la  résistance  de  V: 

Dans  la  pratique,  on  reconnaît  que  la  correction  à  faire  subir  à  la  portée 
approximativement  égale  au  centième  du  produit  de  la   hauteur  du   but 
l'angle  de  projection  des  Tables  exprimé  en  degrés. 

La  courbe  neutre,  lieu   géométrique  des  points  du  plan  de  tir  qui   ne  né 

sitent  aucune  rorreclion,  autrement   dit,  des  points  qu'on  atteindrait  ave< |^ 

hausse  correspondant  à  leur  distance  absolue,  sans  s'inquiéter  de  leur  éleva  '^.£011 
comme  si  l'hypothèse  de  la  rigidité  de  la  trajectoire  était  rigoureuseitt-M^^g|^ 
exacte,  celle  courbe  affecte  la  forme  d'une  boucle  tangente  aux  deux  ax«-«> ^^  ^ 
l'origine  et  à  l'enveloppe  des  trajectoires. 

Celte  forme  ne  peut  guère  être  précisée  davantage,  car,  pas  plus  que  pou.  ^r^    |^^ 
courbes  d'égale  hausse,  il  n'est  possible  d'en  établir  l'équation  en  termes  ^Ca  mmis 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  y  a  là  un  sujet  d'études  qui  pourra  conduire  à  d'inL^^^y*-^^. 
sants  résultats. 

Decepts,  —  Sur  la  représciitalion  graphique  des  Tables  de  tiV 
plongeant  par  les  procédés  de  la  géométrie  anamorph.  iaue 
(''^77-'^97'  «ofig..). 


r- 


La  théorie  exposée  est   fondée   sur  le   principe  de  l'anamorphose  développé 
pour  la  première  fois  par  M.  Léon  I^lanne,  dans  un  Mémoire  datant  de    i  9^3. 
Ce   Mémoire,  qui   mérita    un    rapport   élogieux  de  Cauchy  à   l'Académie       <}es 
Sciences,  a  clé  reproduit  en  entier  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chau^,^^es, 
en  18^46,  sous  le  titre  suivant  :  Mémoire  sur  les  Tables  graphiques  et  In  ^r^o- 
métrie  anamorphique  appliquée  à  diverses  questions  qui  se  rattachent  rjc    Iti 
Science  de  l'ingénieur. 

Frique  {E,),  —  Appareils  de  pointage  indirect  et  de  repérage  ^es 
bouches  à  feu  de  siège  et  de  place.  (484-5 10,  9  fig.,  i  pi.). 

Exposé  des  divers  appareils  ou  procédés  qui  ont  été  imaginés  en  France  c^-*»*  '* 
l'étranger  pour  exécuter  le  repérage  de  la  position  de   la  bouche  à  feu  et 
mettre  le  pointage  en  toutes  circonstances. 

Ces  appareils  se  divisent  en  deux  grandes  classes  :  ceux  qui   repèrent  la 
sition  de  l'affût,  et  c^ux  qui  repèrent  la  position  de  la  bouche  à  feu  elle-m^ 

La  première  classe  d'appareils  est  décrite  dans  le  présent  article. 

Tome  XX;  avril-septembre  1882. 

Percin,  —  Sur  différentes  questions  de  probabilité  qui  se  pi 
sentent  dans  le  réglage  du  tir  percutant.  (5-33). 

Détermination  des  éléments  du  réglage  du  tir. 

Observations  sur  les  règles  de  tir  applicables  à  une  batterie  isolée. 

Héglagc  du  tir  dans  les  j;roupe^  <lc  batteries. 


c. 
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Friqu^  {E.),  —  Appareils  de  poînlage  indirect  et  de  repérage  des 
bouolies  à  feu  de  siège  et  de  place.  (5i-86,  18  (ig.,  i  pi.;  119- 
i44,   9  fig.,  I  pi.;  a65-283,  4  fig.). 

Des<:ription  des  quatre  groupes  des  appareils  de  la  seconde  classe,  qui  servent 
à  rrp^T-<er  la  position  de  la  pièce. 

Tome  XXI;  octobre  1882-mars  i883. 

Gau<I£§i  (yl.).  —  Rendement  de  la  poudre  dans  les  bouches  à  feu. 
(4^5-441). 

On  <lésignc  ainsi  la  quantité  de  travail  recueillie  par  le  projectile,  par  unité 
<le  poids  de  poudre  employée. 

Lt'amiteur  se  propose  de  signaler  quelques  relations  existant  entre  la  valeur  du 
i^ndemcnt  et  la  manière  dont  la  poudre  se  comporte  dans  Tarme,  relations  dé- 
duites de  résultats  d'expériences,  explicables  jusqu'à  un  certain  point,  par  un 
(xamen  attentif  de  ce  qui  se  passe  dans  les  bouches  à  feu,  et  qui  ont  paru  con- 
duire   ^  des  conséquences  importantes. 

^  I>rincipe  de  ce  travail  peut  s'énoncer  en  disant  que  le  rendement  est  fonc- 
tion dt]  déplacement  qu'a  déjà  subi  le  projectile  au  moment  où  la  production 
des  s^z  utilisables  est  terminée,  et  il  atteint  sa  plus  grande  valeur  quand  la 
charge  peut  être  considérée  comme  entièrement  brûlée  dans  un  volume  peu 
diflTéï-onl  de  celui  de  la  chambre. 

H.  B. 


»0^^^— 


C.\SOPis  PRO  PÉSTOVANf  MATHEMATIKY  A  FYSIKY  (  »  );  rediguje  D' F.  J. 
Stui^^iJij^^  V  Praze. 

Tome  VIII;  1879. 

^^^^^icka  (D'F.-/.).  —  Sur  Tonginc  et  le  développement  du 
^^^Cîul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  (i-io,  97-109,  aya-agS). 

*^^^r  {A.).  —  Sur  les  figures  d'équilibre  des  liquides  qui  ne 
*^*^t  pas  soumis  à  des  forces  extérieures.  (10-19). 

^^-^Ma  (J.-P.).  —  Sur  les  lignes  semblables.  (i9-24)« 

^^ïnarquessnr  les  sécantes,  les  tangentes,  les  rayons  de  courbure  et  l'aire  des 
^^  semblables. 


^^oir  Bulletin,  II,,  69. 

-^uli,  des  ScienceM  mat  hem. ,  2'  série,  t.  VI.  (Mai  i8«3.)  R.- 
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Juger  (  r.).  —  Solution  de  Téqualion  dii  cinquième  degré 

x^  -^  ^px^  -x-  5p*x  -4-^  =  0. 

(•î  5-9.7). 

L'auteur  part  de  l'expression  de  a*  -+-  aj  en  a,  ■+-  a,  et  a,  a„  qui  s'écrit! 
forme  de  l'identité 

(a, -i-a,)*  — 5a,a^(a,  -h  a.p  +  oa*  a*  (a, -i- a^)  -  (ajaj  )  =  o; 

en  mettant  jr  à  la  place  de  a,  -t-  a,  et  en   identifiant  cette  relation  avec  '. 
tion  proposée,  on  a 

aj  a*   -:-/?»,     a}  a*  7, 

d'où  l'on  tire  a,,  a,  et  enfin  a:  =  a,  h-  a^. 

Kolàcek  {Fr,),  —  Déduction  élémentaire  des  lois  de  la  gp 
tion.  (a^-Sa). 

L*auteur  montre,  par  un  procédé  élémentaire,  qu'on  peut  mettre  Téquai 

la  conique  0 d'abord  sous  la  forme  (géométrique) 

^      *        I  -^  e  eus  9  \  o  I     / 


'•(.-.'- ^)-«'. 


p  étant  la  normale  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente;  puis,  d'après  la  pr 
loi  de  Kepler,  ^v'jD  =  aC,  sous  la  forme  (cinématique) 


Tc'\T-'-7r'"'ij--T-} 


La  comparaison  de  cette  équation  avec  le  principe  des  forces  vives,  «pplii 
la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  . 


1  i  \r        rj 


montre  que  cette  loi  a  lieu  etîcctivemcnt  dans  le  mouvement  planétaire  et, 
proquement,  qu'en  partant  de  cette  loi  l'on  trouve  pour  orbite  une  n 
conique. 

Zahradnik  (D'  A'.).  —  Contribution  à  l'application  des  détc 
nants.  (32-33). 

Hoza  (/'/'.)•  —  Construction  de  la  tangente  à  la  conchoïde.  (3^ 

Bernard  (7.). —  Remarque  relative  à  la  trisection  de  l^angle. 

Solution  approchée. 

Studnicka  (D''  F.'J.).  —  Remarque  sur  les  nombres  pren 
(36-3;). 
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Ilromadko  (fr.).  —  Extraits  tirés  des  Biographies  écrites  par 
Arago.  —  Joseph  Fourîer.  (49-59,  i5i-i65,  237-247). 

Bevka  (D*"  jff.).  —  Notice   sur  la  théorie  des  tangentes  et  des 
asymptotes  des  lignes  planes.  (59-74)» 

Seydi^r  (^A)*  —  Aperçu  sur  les  progrès  récents  en  Astronomie. 
(74-84,  109-1 18,  257-272). 

Jung-    (f^O* —  Signiflcation  géométrique  des  modules  des  systèmes 
log^airithmiques.  (119-121). 

C*^st,  comme  on  sait,  la  quadrature  de  Thyperbole  qui   donne  celte  signifi- 
catioKi. 


'àg-e^^-^  [V^,  —   Solution  des  équations  du  septième  degré  de  la 

'oBr^Hrne 

j?^  d=  7/>  j** -f- 1  Î7>'a:' =h  7y>' J7 -H  <7  =  o. 

(«^  i-ia4). 


identifie  cette  équation  avec  la  relation  qui  donne  a  J  +  ',  ^"  fonction  de 
*•  ~* —    34  et  a,  a^  en  mettant  pour  a,  h-  a^  —  jr;  cela  donne 

^**     Ton  tire  a,,  a,  et  x. 

'^^^^^Jc(A^).  —  Résolution  d'un  triangle  dans  lequel  on  connaît 
^^^*     les  trois  côtés  ou  deux  côtés  avec  Tangle  compris,  (i  24-iîi). 

^^^^^niikaÇÙ^  F.'J.y  —  Sur  le  problème  de  Délos.  (i3a-i3^). 

■■^■^oncé  de  deux  solutions  approchées  données'  par  le  D'  Buonfalcea  dans 
'^^Miplicazione  del  cubo  e  quadratura  del  circolo,  nuove  soluzioni  graficht 
**    ^       dimostrazioni  analUiche ;  Pisa,  F.  Mariotti,  1878. 

rny  (M.).  -^  Théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  dans  le 
I.  (i33-i34)- 
Se,. 


nicka  (D"^  F.-J.),  —  Démonstration  déductive  de  la  for- 
^iledu  binôme.  (i45-i5o). 

^^arda(A.).  —  Sur  la  ligne  décrite  par  un  foyer  d'une  conique 
i  roule  sur  une  de  ses  tangentes.  (166-175). 


^.      —   auteur  détermine  l'équation  de  la  roulette  (à  l'aide  d'une  quadrature)   et 
^'^^  ule  sa  construction  graphique. 

^'^^ler  (A.).  —  Démonstration  rigoureuse  du  parallélogramme 
^^s  forces.  (175-180). 
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Cette  déilioDStrâtion  esC  fondée  sur  les  axiomes  suivants  : 

A.  La  grandeur  ci  la  position  relative  des  forces  ne  changeant  pat,  la  i 
deur  et  la  position  relative  de  la  résultante  restent  aussi  les  mêmes. 

B.  L'action  d'un  système  quelconque  de  forces  n'est  pas  altéré  par  l'adt 
ou  par  l'enlèvement  d'un  système  qui  est  équilibre. 

G.  Les  forces  qui  agissent  sur  un  point  suivant  une  même  direction  doi 
une  résultante  égale  à  leur  somme  algébrique. 

Ces  propositions  supposées  vraies,  on  peut  démontrer  successivement  qv 

1.  Deux  forces  dont  les  directions  sont  inclinées  entre  elles  ne  se  foni 
équilibre. 

2.  La  résultante  de  deux   forces  agissant  sur  un  point  est  sHuée  dans 
plan. 

3.  Cette  résultante  tombe  dans  l'angle  déterminé  par  les  directions  des 
posantes. 

4.  1/6S  forces  P,  Q  ayant   pour  résultante  R,  les  forces  mP,  mQ,  de  b 
position  relative,  ont  une  résultante  mR  qui  a  aussi  la  même  position  reh 

5.  La  résultante  des   forces  P,  Q  faisant  un  angle  y  est  donnée,  quant 
grandeur,  par  la  formule 

R»=  P»-4-Q*-4-2PQcos(T-f--5), 

z  étant  une  fonction  encore  inconnue  de  y. 

G.  Cet  angle  s  est  toujours  égal  à  zéro;  la  résultante  est  donnée  en  grau 
et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélogramme  des  forces. 

Jeràbek  (  V.),  —  Lieu!  géométrique  des  centres  des  sections  fi 
dans   une  surface    quadrique  par  des  plans  menés    par 
droite  fixe.  (180-1 8a). 

PAnek  {A»).  —  Sur  la  formule  qui  donne  l'aire  d'un  quadrila 
.  en  fonction  des  côtés.  (i82-i83). 

Jung  (  V.),  —  Remarque  sur  la  théorie  des  nombres.  (184-18 

Furst  (/.).  —  Sur  le  centre  des  forces  parallèles.  (186-187). 

Simerka  (  F.).  —  Remarque.  (187-188). 

Cette  c5ourte  remarque  du  P.  Simerka  est  ainsi  conçue  :  «  Quant  aux  deu 

signalés  par  Pervouchinc^  c'est-à-dire  que 

d  =  114689  =  7.2'*  -hi 

est  diviseur  du  nombre  a''*  •+  1  et  que 

d  =  167772 161  =  5.2**  -I- 1 

divise  le  nombre  2'"  + 1,  on  peut  s'en  convaincre  de  la  manière  suivante  : 
Posons,  pour  plus  de  simplicité,  2^  rrz  a**;  on  aura 
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Poar  que  le  nombre  3''*h-i  =  3,, +i  fût  divisible  par  le  module  114689,  il 
Caudrail  qu'on  eût  a„  _::  —  i.  Mais  on  trouve 


3» 

-  —  31064, 

«• 

{i,y  ^-39645, 

27 

27969» 

^ê  = 

r  —28708, 

•J. 

—  5890, 

•^1. 

.  5Goaa, 

^•1 

.-  —  i. 

Ce  serait  dune  par  une  inadvertance  qu'on  a  mis  3'*'  + 1  au  lieu  de  3'" 
«fans  l'énoncé  du  premier  cas.  Quant  au  second,  on  a,  p<mr  le  module 

(i  =  167773161, 
3^  T" — 67108890,    2,  —      40265974» 

3,    —       83i4i3.î,        3,    -:— 73840779,     3,    -:  — 35900037, 
3„  =        2037937,       3„  1^      56706897,     a„  —  —  65303391, 

3„      -.         4^313541,       '•»n       '■         37665517,      ^is  '"         46675951, 

2i«     81947549,  2„   —  66300787,  a„  :  :—  334.)0470, 
«it   —  ^4577»'>»  2„  F.   35931376,  2„  .  .   3040693a, 


3„      :  —  65349968,        3 


tt 


—  1. 


lie  cette  manière,  on  a  vérilié  les  deux  énoncés  en  calculant  directement 

(3,.)»:.-i     et    (a„)'-— ,; 

quoique  ces  calculs  soientassez  laborieux,  leur  exécution  est  cependant  beaucoup 
plus  aisée  que  la  résolution  de  la  congruence  x' - — 1  pour  les  deux  modules 
indiqués.  Il  parait  que  M.  Pcrvouchine  n'agit  pas  d'une  autre  mani/^rc;  car  au- 
trement il  aurait  fait  connaître  les  autres  facteurs  des  deux  nombres  composés, 
ou  bien  il  aurait  pu  indiquer  des  cas  analogues  en  plus  grand  nombre.  Je  m'ap- 
plique à  généraliser  cette  théorie  relativement  aux  nombres  de  la  forme 

(3a)»"  4-1    ou  de  la  forme    ^[(3a -+-i)'"-h  1]; 

il  semble  qu'on  pourra  tirer  avantage  de  leur  décomposition   en   produits  de 
deux  séries  de  la  forme 


2(A,3«+*  -M)  X  2( B^3«-^'-  -+-  I). 


0 


^ahradnik  (D**  A'.).  —  Sur  la  masse  de  l'ellipsoïde  à  Irois  axes 
inégaux.  (]  88-1 89). 

^ieyr  {Ed.).  —  Sur  les  lignes  algébriques   unieursales  planes. 
(i93-'436). 

K\po!>é  de   la    théorie  de  ces  lignes  d'après   1rs   travaux  de    Chaslcb,  Caylcy 
Clebsch,  llcruiitc  cl  Liiroth,  avec  des  exemples  spéciaux. 
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Jarolimek  (C .). —  Sur  la  surface  développable  formée  p 
normales  d^un  cône  du  deuxième  degré  construites  le 
d'une  ligne  de  courbure.  (247-257). 

L'auteur  donne  Téquation  de  cette  surface,  ainsi  que  les  équations  de  se 
de  rebroussement. 

Ce  Tome  contient  en  outre  des  exercices  et  des  questions  proposés  aux 
leur  solution  et  des  notices  littéraires. 

A.  S.  et  Ed.  \ 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l* Académie  DBsSciBfi 

NM;  3  juillet  1882. 
Gyldén.  —  Sur  la  seconde  comète  de  Tannée  1784.  (i^)- 

On  ne  possède  que  deux  observations  de  cette  comète,  et  Ton  ne  peu 
miner  que  les  deux  éléments  de  l'orbite  autour  de  la  Terre;  il  est  possi 
cette  comète  appartienne  du  même  groupe  que  la  comète  périodique  déa 
en  1881,  par  M.  Denning. 

Faà  de  Bruno.  —  Sur  une  nouvelle  série  dans  les  fonctic 
liptiques.  (22). 

Pour  construire  des  Tables  elliptiques  avec  vingt  décimales  exa 
formule 


V  81: 


I 


*^^  H-  v/P  -H  y/n-  A-'  v^e/,  k' 
suffirait  à  elle  seule  pour  donner  les  nombres  cherchés. 

Poincaré,  —  Sur  les  transcendantes  entières.  (a3). 

Soit  une  fonction  entière  ¥{x)  de  genre  /i,  c'est-à-dire  une  fonction 
facteurs  primaires  sont  de  la  forme 


--*"('-!)• 


V{x)  étant  un  polynôme  du  degré  //. 

Si,  X  croissant  indéfiniment  en  conservant  un  argument  déterminé, 
nombre  tel  que 

limc«*""*^'  ~  o, 
ou  aura 

lime**''^'F(d:)  -.  o; 


(')  Voir  Bulletin,  V,,  i«>3. 
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intëgmle  définie 

»risc  le  loDg  (l'une  droilc  d*arguinent  tel  que  la  limite  de 

Kiur  z  =  X  f  s(»il  nulle,  représente  une  fonction  entière  de  —  • 
I^  série 

•cprésente  une  fonction  entière. 
On  peut  écrire 


(JT)  =    /  _-— e^-'       — dz, 


1 

z   ' 


^(2)  désignant  une  fonction  entière  et  l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  coii- 
our  enveloppant  l'origine, 

N*»  2;  10  juillet. 

'Ifién  (//.).  —  SurTéquation  diflérentielle  qui  donne  imniédia- 
enienl  la  solution  du  problème  des  trois  corps  jusqu'aux  quan- 
ités  du  deuxième  ordre  inclusivement.  (35). 

Le  but  de  M.  Gyidén,  dans  ses  recherches  de  Mécanique  céleste,  est  de  tenir 
»nnpte,  dès  la  première  approximation,  des  termes  du  deuxième  ordre  par  rap- 
»i*t  aux  forces  perturbatrices;  il  établit,  dans  cette  Communication,  Péquation 
(Tërenlielle  du  second  ordre  qui,  dans  le  sens  indiqué  plus  haut,  donne  Fa  so- 
lion  du  problème  des  trois  corps. 

W>owj?.  —  Sur  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles. 

1 1  s'agit  de  l'équation  bien  connue 

ilP z  mil--  Hi) 

<)xôy    '    {x  -yY 

CiCtte  équation  ne  change  pas  qu^nd  on  soumet  les  variables  j:,  ^V  à  une 
^mc  substitution  linéaire  quelconque;  donc  de  l'intégrale  particulière 

^  pourra  déduire  l'intégrale 

^  I  m  .r       n       ni  y  -r-  n  \ 
•   \p.r-    /}       /M    i-7/ 

^sl  ainsi  (|ue  de  la  solution 


(  I         -  )    F(  m,  m,  I,  •     ) 
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on  peul  déduire  la  solution  obtenue  par  Riemann 

Si  o(J7,  y)  est  une  solution,  il  en  sera  de  même  des  fonctions 

ôx       ày  ôx     "^  ày  ox     ''    âx 

Si  z^  désigne  en  général  une  solution  de  Téquation  proposée,  où  Ton  a 
placé  m  par  /?,  on  aura 


—  21» 


'       âx        ây  X — y* 

cette  relation,  si  m  est  entier,  fournit  la  solution  générale  de  Téquation  difla 
tielle  sous  la  forme 


^m-K^     y)    éx^-i()y^-i\x^y)' 


si  m  n'est  pas  entier,  on  peut  supposer  la  partie  réelle  de  m  comprise  entrer  ^ 
I,  et  l'on  a  alors  la  solution 

^ (^ ^ ^).-«  r '^ *(')^' 

^^       ^     J^  [(r-«)(«-^)P- 

L'auteur  propose  en  outre  la  définitioa  suivante  tle  l'intégrale  générale  d'uoe 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  entre  ^,  x,  y,  dans  le  cas  où 
le  procédé  suivi  par  l'intégration  ne  fournit  pas  toutes  les  solutions. 

On  a  Tintégrale  générale  toutes  les  fois  que  les  arbitraires  contenues  dans  la 
définition  de  celte  intégrale  permettent  de  satisfaire  à  la  condition  suivante  : 
la  surface  représentée  par  l'intégrale  peut  être  amenée  à  passer  par  une  courbe 
quelconque  et  à  être  tangente,  le  long  de  cette  courbe,  à  une  dëveloppable 
quelconque  donnée  i  l'avance. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  l'auteur  annonce  que  la  dernière  forme 
donnée  pour  z  constitue,  pour  m^^y  l'intégrale  générale  de  réqualion  pro- 
pos4ïe. 

Lindemann.  —  Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamèlrc 
et  sur  les  logarithmes  népériens  des  nombres  commensurables 
ou  des  irrationnelles  algébriques.  (7a)- 

On  sait  que  M.  Hcrmite  a  démontré  l'impossibilité  d'une  relation  de  la  fomif^ 

N,e=i  -f-  NjC'i  +.  ..-t-  S^e'm  ~  o, 

où  les  quantités  iN,,  N,,  ...,  N^,  2,,  Zj,  ...,  z^  sont  des  nombres  entiers;  c'est 
l'étude  du  beau  Mémoire  de  M.  Hermite  qui  a  conduit  M.  Lindemann  à  l'impor- 
tante généralisation  que  voici  :  • 

Une  telle  relation,  où  les  z  désignent  des  nombres  différcnls  rationnels  oa  à  m^ 
irration naiité  algébrique  et  les  N  des  nombres  à  irrationnalité  algébrique  qur  cj 
ne  sont  pas  tous   nuls,  est  impossible  :  dimc,  en  particulier,  le  nombre  r  et  \t"^Mà 
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logarithmes  népériens  de  toutes  les  irrationnelles  algébriques  sont  des  nombres 
transcendants. 


T'a.rtn.cry  (X).  —  Rectîficalion  à  une  Communication  antérieure 
sur  les  intégrales  eulériennes.  (73). 

N»  3;  i7iuUlel. 

Jorct^Jtni^C^.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  P.  Gilbert,  sur 
divers  problèmes  de  mouvements  relatifs,  (m)* 


Mémoire  de  M.  Gilbert  a  pour  objet  Tétude  du  mouvement  des  appareils 

Fy^oscopiques,  et  pour  point  de  départ  un   théorème  donné   par  Bour  pour 

«étendre  aux  mouvements  relatifs  les  formules  célèbres  de  Lagrangc.  L'auteur 

'^^>*'c>we  cette  proposition  par  une  voie  nouvelle  et  très  simple.  Une  interpréta- 

^'^■^     fçéométrique  élégante  des  divers  termes  qui  figurent  dans  cette  formule  lui 

''^^'■«^«t  ensuite  d'obtenir  par  de  simples  difTérentiatious  et  presque  sans  calcul 

le^      ^^uations  différentielles  des  mouvements  qu'il  étudie.  Chacune  d'elles  est 

*^*^^^*»tc  diseutée  d'une  manière  approfondie.  Après  avoir  déterminé  dans  chaque 

^^^     1^  diverses  positions  d'équilibre  qui  peuvent  se  présenter  et  les  conditions 

^       ^^abilitéy  M.  Gilbert  procède  à  l'intégration  des  équations  différentielles  et 

*"*■•  it  souvent  à  l'effectuer  complètement. 

appareils  analysés  par  M.  Gilbert  peuvent  se  ramener  à  trois  types  :  1*  le 
de  Foucault  ;  a*  le  tore-pendule  et  le  barogjToscope  ;  3*"  la  toupie, 
lativement  au  gyroscope,  l'auteur  trouve  tout  d'abord  que  l'équilibre  a  lieu  : 
"^      Si  l'axe  du  tore  est  parallèle  à  l'axe  du  monde; 

^      Si  l'anneau  extérieur  a,  par  rapport  au  méridien,  une  vitesse  de  rotation 
*^  et  contraire  à  celle  de  ce  méridien  lui-même; 

Si  la  vitesse  de  rotation  du  tore  a  une  valeur  convenable. 
^  Gilbert  s'occupe  ensuite  de  l'intégration  des  équations  différentielles;  il 
^~Tre  qu'elle  peut  s'effectuer  par  les  fonctions  elliptiques  dans  les  trois  cas 
^^^Bts  (d'ailleurs  connus)  : 

^     Si  Panneau  extérieur  du  gyroscope  est  invariablement  fixé  au  plan  du  mé- 
*^n; 

"^^     S'il  est  invariablement  fixé  à  l'anneau  intérieur; 

"^    Si  l'axe  de  rotation  de  l'anneau  extérieur  est  dirigé  suivant  l'axe  du  monde, 

ru  c|u'on  néglige,  en  outre,  la  masse  des  anneaux. 

I^«  -«nt  chacun  de  ces  trois  cas,  l'un  des  angles  variables  dont  dépend  la  posi- 

^  ^^   du  gyroscope  est  déterminé  par  une  équation  différentielle  identique  à  celle 

^»    ^"^  %  dépend  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un   cercle  tournant  autour 

1^^  ^^^  diamètre  vertical.  Cet  angle  subira  donc  des  oscillations  périodiques  dont 

31  s'exprime  par  des  fonctions  elliptiques  du  temps;  chacun  des  autres  angles 

ompose  d'une  fonction  linéaire  du  temps  et  d'un  terme  périodique,  où  figu- 

_^        ^  les  transcendantes  6.  Le  barogyroscope  imaginé  et  étudié  par  M.  Gilbert 

^^^^^^""-^  une   disposition   particulièrement  ingénieuse.  Une  chape  en  acier  est  sup- 

»^     ^•^■"^e  par  deux  couteaux  placés  aux  extrémités  de   son   diamètre   horizontal. 

r^   "  ^5  porte  à  son  intérieur  un  tore  ayant  pour  axe  un  second   diamètre  perpeii- 

^^  claire  au  premier.  Cet  axe  se  prolonge  par  une  lige  mince,  terminée  par  une 

uille  et  le  long  de  laquelle  on  peut  faire  monter  ou  descendre  un  curseur. 


\ 
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L'appareil  doit  ùlre  réglé  de  telle  sorte  que  dans  l'état  de  repos  Taxe  du  lorr 
soit  vertical  et  que  le  centre  de  gravité  du  système  se  trouve. sur  cet  axe,  un 
peu.au -dessous  de  la  ligne  des  c  mteaux.  On  remplira  aisément  cette  dernière 
condition  par  le  déplacement  du  curseur. 

Supposons  que  l'appareil  ainsi  réglé  soit  placé  de  telle  sorte  que  le  plan  d'o?^ 
cillation  de  l'aiguille  soit  confondu  avec  le  méridien  et  imprimons  au  tore  u  ■* 
mouvement  de   rotation  rapide,  de  gauche  à  droite  par  rapport  à  la  zénithal*^- 
L'aiguille  déviera  aussitôt   vers'  le  nord  lét  exécutera   une   série  d'oscillatioB>^ 
autour  d'une  position  d'équilibre  nettement  distincte  de  la  verticale. 

Si  le  tore  tournait  de  droite  à  gauche,  on  observerait  une  déviation  vers     1<^ 
sud,  un  peu  moins  f(»rte  que  la  précédente. 

Enfin,  si  l'on  tourne  l'appareil  de  manière  à  faire  varier  Tazimut  du  plsa» 
d'oscillation  de  l'aiguille,  on  verra  les  effets  s'atténuer  à  mesure  que  ce  pi  sm-n 
s*écartc  du  méridien,  el,  lorsqu'il  sera  venu  dans  le  premier  vertical,  on  ne  ros*- 
statera  plus  aucune  variation. 

Radau,  —  Sur  un  poînl  de  la  théorie  des  perturbations.  (117). 


Pour  éviter  la  variation  des  constantes,  on  peut  comparer  l'orbite  actu^^-H«* 
d'une  planète  à  une  certaine  orbite  fondamentale  dont  les  éléments  sont«=ft<*'^ 
constantes  absolues.  M.  Radau  étudie  et  compare  diverses  façons  de  procé<=9«*K' 
dues  à  Hansen,  à  M.  Gyidén  et  à  lui-même.  {Bulletin,  -i*  série,  t.  V,  i^Si  : 
!'•  Partie,  p.  270). 

Rouget.  —  Observations  astronomiques  sans  mesures  d'angles. 
(120). 

Suite  aux  Mémoires  des  3  et  10  janvier  1881.  —  L  Perfectionnement  des  d>f- 
mules   qui   utilisent   les  trajectoires  combinées.  —  IL  Doubles  solutions  d'une 
même  trajectoire    —  III.  Théorie  des   observations  circumpolaires  :  son  appli- 
cation à    la    détermination   de   la   longitude  par  l'heure  du  passage  de  la  l^unv 
dans  le  vertical  d'une  étoile  passant  près  du  zénith. 

Roussinesq.  —  Sur  le  choc  d'une  plaque  élastique  plane  su ppos*'f 
indéfinie  en  longueur  et  en  largeur,  par  un  solide  qui  vient  la 
heurter  perpendiculairement  en  un  de  ses  points  et  qui  luiresl^ 
uni.  (j  7.:^). 

Soient  tx  la  masse  de  ce  solide,  rapportée  à  celle  de  la  plaque  par  uoité  d'air*'* 
«  le  déplacement,  à  l'époque  £  d'un  point  {x^y)  du  feuillet  moyen  de  la  plaqur. 
r  la  distance  île  ce  point  heurté,  pris  lui-même  pour  origine  et  où  est  cens^ 
concentrée  la  masse  ji,  enfin  F(/)  l'impulsion  extérieure  totale  jusqu'à  l'époquo 
/;  l'auteur  trouve  par  une  méthode  d'intégration  exposée  dans  le  numfro  ^^^ 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  20  février  1882  le  résultat 
suivant  : 


«Ml  >uppo!>anl 
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il  déduit  de  là' diverses  conséquenres  relatives  au  rap[>ort  de  la  vitesse  prise  par 
la  petite  partie  directement  ébranlée  et  de  la  vitesse  de  propagation  des  sons 
loni^ltudinaùx,  ainsi  qu'à  la  limite  vers  laquelle  tend  le  déplacement  du  point 
heurté. 

N«  4;  2 {juillet. 

Folie ^  —  Théorie  du  mouvement  diurne  de  Taxe  du  monde.  (i63). 

Faye.  —  Observations  relatives  à  Ja  publication  des  Annales  de 
r Observatoire  de  Rio  de  Janeiro,  (i64)' 

•M»   Faye  fait  Thistorique  du  développement  de  cet  Observatoire. 

Tacchini.  —  Observations  des  taches  et  des  facules  solaires  faites 
à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain,  pendant  le  premier 
semestre  de  1882.  (i65). 

Ricco,  —  Latitude  dçs  groupes  de  taches  solaires  en  1881.  (167). 

fla//.  —  Sur  IWbite  de  Japhet.  (168). 

Réduction  des  observations  de  Bernard;  leur  comparaison  avec   les  cléments 
adoptés. 


?r(C).  —  Solution  rapide  du  problème  de  Kepler. 

•ur  résoudre  l'équation 

E  —  e  sin  E  -  -  F, 

■  auteur  donne  la  formule  appn»cliéc 

r.             !<.                                ^  «''•s  E 
cos  E  =  cos  V • 

I  -r--J  siu*(eu))  -t--^^  sin*(co>)  H-... 

***    ^  «  est  l'excentricité  exprimée  en  secondes  d'arc;  cette  formule  suppose  l'ex- 
'^■^t.ïicité  e  très  faible. 

ïtte  formule  donne  une  valeur  de  E  approchée  à  quelques  minutes  prés. 

V  r>;  3i  juillet. 

^er,  —  Note  additionnelle  sur  la  solution  rapide  du  problème 
^^  Kepler.  (207). 

_    *— 'auteur  montre  comment,  de  la  solution  approchée  donnée  par  lui,  on  peut 
^^uire  rapidement  d'autres  solulious  plus  approchées. 

^^^^er,  —  Tables  approchées  pour  calculer  Tariomalie  vraie  des 
ï^lanètes.  (206). 


\al  (K.).  —  Sur  quelques  théorèmes  d'électricité  démontrée 
^  'une  manière  inexacte  dans  1rs  Ouvrages  didactiques,  ('iio  ). 
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Sébert  et  Ilugoniot.  —  Sur  les   vibrations  longitudinales 
barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  des  e^ 
quelconques,  (ai 5). 

Déterminer  le  mouvement  vibratoire  d'une  barre  élastique  et  homog^^ 
longueur  finie,  dont  Tune  des  extrémités  est  soumise  à  des  efforts  qoelcov^. 
pressions  ou  torsions,  variables  avec  le  temps,  l'autre  extrémité  étant  Itlbi 
encastrée. 

N*  6;  7  août. 
Radau.  —  Remarques  concernant  le  problème  de  Kepler.  (27 

Examen  de  la  méthode  de  Gauss,  abrégée  par  l'emploi  des  Tables  de  M. 
berck;  critique  de  la  méthode  de  M.  Zenger. 

Tacchini.  —  Observations  des  protubérances,  des  facules  et  C- 
taches  solaires  faites  à  TObservatoire  du  Collège  Romain,  p^ 
dant  le  premier  semestre  de  1882.  (276). 

Sébert  et  Ilugoniot,  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  d 
barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  deseffoi 
quelconques.  (278). 

En  supposant  qu'il  y  ait  une  extrémité  encastrée,  les  efforts  exercés  à  Text 
mité  libre  se  transmettent  intégralement  de  proche  en  proche  vers  le  po 
d'encastrement.  I^à,  ils  éprouvent  une  réflexion  sans  changement  de  signe 
reviennent  vers  l'extrémité  libre  où  ils  subissent  une  nouvelle  réflexion,  a 
changement  de  signe. 

Les   vitesses   que   la   force  imprime  à   chaque  instant  à  l'extrémité  libre 
transmettent  d'une  façon  analogue;  toutefois  elles  éprouvent,  à  Textrémité 
castrée,  une  réflexion  avec  changement  de  signe  et  à  l'autre  extrémité  une 
flexion  sans  changement  de  signe. 

Les  efforts  produits  par  ces  différentes  ondes  s'ajoutent  les  nos  aux  aiiU 
conformément  au  principe  de  superposition. 

Si  la  force  cesse  d'agir  au  bout  d'un  certain  temps,  le  mouvement  périodi* 
s'établit.  —  Les  auteurs  ont  établi  des  formules  qui  représentent  le  mouvem 
dans  tous  les  cas. 

N"  7  ;  1 4  août. 

Fave.  —  Note  sur  la  théorie  des  cyclones  de  M.  le  D*"  AQdri< 

(3 16). 

Rozé,  —  Des  termes  à  courte  période  dans  les  mouvements 
rotation  de  la  Terre.  (327). 

Sur  les  variations  périodiques  de  l'angle  entre  l'axe  principal  de  Ja.T« 
regardée  comme  un  solide  invariable  et  l'axe  résultant  des  moments  des  qi^ 
tités  de  mouvements. 
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Wolf.  —  Description  de  Tamas  de  TÉcrevisse  et  mesures  micro- 
métriques  des  positions  relatives  des  principales  étoiles  qui  le 
composent.  (333). 

Mittag-Leffler,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (355). 

Rectification  d'une  démonstration  précédemment  donnée  par  Tauteur. 

Brassinne.  —  Méthode  générale  pour  la  solution  des  problèmes 
relatifs  aux  axes  principaux  d'inertie  et  aux  moments  d'inertie. 
Balance  d'oscillation  pour  l'évaluation  des  moments  d'inertie. 

(337). 

Séber't  et  Hugoniot.  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  des 
barres  élastiques  dont  les  extrémités  sont  soumises  à  des  efforts 
quelconques.  (338). 

^  ^^s   où  aucune  extrémité  n*cst  encastrée  ;  étude  du  problème  suivant,  généra- 
lisation d*un  problème  traité  par  Navier  : 

^■^e  tige  fixée  à  une  extrémité  subit  à  l'autre  le  choc  d'un  corps»  de  poids  II, 
supposé  assez  court  ou  assez  raide  pour  qu'on  puisse  en  négliger  le  mouvement 
▼ibrat,oire;  le  corps  est  lui-même  sollicité,  parallèlement  à  la  direction  de  la 
^Sc«  i^ar  une  force  quelconque  F(/)  et  Ton  se  propose  de  déterminer  le  mou- 
^cmentdu  système,  en  supposant  que  la  masse  étrangère  demeure,  après  le 
<^noc,    invariablement  reliée  à  la  tige.  (34o). 

N«  8;  21  août. 

^  j^Gtint-Venant.  —  Du  choc  longitudinal  d'une  barre  élastique 
**^**«  contre  une  barre  élastique  d'autre  matière  ou  d'autre  gros- 
^^^***,  fixée  au  bout  non  heurté;  considération  du  cas  extrême 
^^  la  barre  heurtante  est  très  raide  et  très  courte.  (36o). 


%e  Communication  de  M.  de  Saint-Venant  et  une  autre  postérieure  (n*  10) 

liportent  au  problème  traité  par  MiM.  Sebert  et  llugoniot.  Le  savant  auteur 

^^^xe,  en  prenant  pour  exemple  une  solution  en  série  trigonométriquc,  que  le 

*L  ^^téme  du  choc  longitudinal,  par  un  corps  de  forme  quelconque  d'une  barre 

^^^îque  fixée  à  un  bout,  peut  être  résolu  comme  cas  simple  et  extrême  de 

.^^*    du  choc  mutuel  de  deux  barres.  Il  en  induit  que  le  problème  est  suscep- 

'^    d'une  solution  en  termes  finis,  qui  se  prête  mieux  au  calcul. 

^     3    ^^ppcUe  celle  qu'il  a  donnée  dans  les  Comptes  rendus  de  VAcadémie  des 

*^^^ces  du  3o  mars  1868  en  formules  de  deux  termes,  pour  le  cas  de  liberté 

-    '^I^lète  de  la  barre  heurtée;  puis  il  donne  une  solution  analogue,  débarrassée 

.  ^^    Complications  de  la  mise  en  compte  des  ébranlements  intérieurs  du  corps 

^^•■t.ant,  pour  le  cas  bien  plus  pratique  d'une  barre  fixée  au  bout  opposé  à 

^i  qui  reçoit  le  choc. 
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Borrelly,  —  Observations  des  planètes  ^^)  et  ^^  à  TObsena- 
loire  de  Marseille.  (376). 

Tacchini.  —  Sur  les  éruptions  métalliques  solaires^  obsenéesà 
Rome  pendant  le  i*'  semestre  1882.  (S^y). 

•  -     •       • 

.  N"  9  ;  a8  août. 

Mouchez,  — -  Discours  prononcé  à  Tinauguration  de  la  statue 
élevée  à  Fermai  dans  la  ville  de  Beaumont-de-Lomagne  (Tarn- 
et-Garonne).  (399). 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes  et  de 
la  comète  dé  Wells,  faites  à  TObservatoire  de  Paris  pendant  le 
•   deuxième  trimestre  de  Tannée  1882.  (4o3). 

Paul  et  Prosper  Henry,  —  Observations  dés  planètes  (^et® 
faites  à  Téquatorial  ouest  du  jardin  de  TObservatoire  de  Paris. 
(4i5). 

Zenger,  —  Solution  du  problème  de  Kepler  pour  des  excentri- 
cités considérables. 

N®  10;  4  septembre. 

De  Saint-Venant,  —  Solution,  en  termes  finis  et  simples,  du 
problème  du  cboc  longitudinal,  par  un  corps  quelconque,  d'une 
barre  élastique  fixée  à  son  extrémité  heurtée.  (4^3). 
Voir  plus  haut. 

Faye,  —  Sur  la  figure  des  comètes.  (417)- 

De  Gasparis,  —  Sur  le  problème  de  Kepler.  (446)- 

\Xj  I  étant  les  anomalies  moyenne  et  excentrique,  en  parties  dn  raron 
comptées  de  l'aphélie,  on  a 

jjL  —  8  r:r   — If  —  i. — ! —  «i— ____ 

ï  -T-  «*  L  (i     (l  -i-  eY  120    (1  -H  e)* 

âo'|0  (iH-c)* 

~  36 J88ô  (i-hc)'*  J 

Brassinne,  —  Balance  d^oscillation  pour  le  calcul  des  raomenls 
d'inertie,  (^'i^^)- 
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Une  tige  vcriicalc  traverse  Taxe  horizonlal  de  suspension)  qu'elle  dépasse  un 
peu.  Sa  partie  inférieure  est  reliée  à  une  couronne  circulaire  graduée,  qui  sup- 
porte un  petit  plateau  mobile  sur  lequel  le  corps  est  posé.  Chaque  expérience 
i'oscillation  donne  la  valeur  du  moment  d'inertie  autour  d*une  parallèle  à  la 
suspension  passant  par  le  centre  de  gravité,  parallèle  qui  variera  par  une  rota- 
tion convenable  du  plateau. 

Un  poids  déterminé,  suspendu  à  l'extrémité  supérieure  de  la  tige,  s'inclinera 
*t  donnera  le  moyen  d'obtenir  les  dislances  A,  1>,  1)'  du  centre  de  gravité  de 
l'appareil  vidé,  chargé,  ou  du  corps  en  expérience  à  Taxe  horizonlal  en  sus- 
pension. 

L'oscillation  de  l'appareil  vidé  fournil  une  longueur  pendulaire  X  et  un  mo- 
ment d'inertie  {xXA  {\l  est  la  masse  de  l'appareil).  Si  la  balance  est  chargée,  la 
longueur  pendulaire  /  donnera  pour  le  moment  d'inertie  de  tout  système 
<)i+M)eI).  La  différence  des  deux  moments  sera  le  moment  d'inertie  de  la 
masse  M. 

N"  il;   II  soptombrc. 

^aye,  —  Discours  prononcé  aux  luncrailles  de  M.  Lioiwille,  an 
nom  de  rAcadémie  des  Sciences,  do  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  et  du  Bureau  des  Longitudes.  (4^>8)* 

\emonnier,  —  Conditions  pour  que  deux  équations  différentielles 
linéaires  dans  le  second  membre  aient  p  solutions  communes. 
Équation  qui  donne  ces  solutions.  (47^)- 

L'auteur  parvient  à  ces  conditions  par  un  procédé  analogue  au  procédé  d'éli- 
mination de  M.  Sylvestcr  entre  deux  équations  algébriques. 

^oussinesq.  —  Définition  naturelle  des  paramètres  différentiels 
des  fonctions  et  notamment  de  celui  du  second  ordre  A2.  (479)- 

Ce  paramétre  exprime,  à  un  facteur  constant  prés,  la  valeur  moyenne  des 
iérivées  secondes  de  la  fonction,  prises,  au  point  considéré  (J?, ,V,  z)  suivant 
outes  les  directions  possibles. 

V  12;  18  scptombro. 

:^>'e.  —  Note  sur  la  vie, et  les  travaux  de  M.  Plantamour.  (495). 
'^urget.  —  Sur  les  permutations  de  n  objets  et  sur  leur  classe- 
ment. (5o8). 

La  classification  adoptée  par  l'auteur  consiste  essentiellement  dans  le  partage 
ies  permutations  en  groupes  de  permutations  circulaires  :  elle  permet  de  trouver 
\^  formule  du  rang  occupé  par  un  élément  déterminé  dans  la  permutation  de 
r^mg  donné. 

a(^t,  —  Les  carrés. dos  forces  d'induction  produites  par  le  Soleil 
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dans  les  planètes  et  dues  a  la  vitesse  de  révolution  de  ees  corps 
sont,  toutes  choses  égales  d^ailleurs,  en  raison  inverse  des  sep- 
tièmes puissances  des  distances  à  Tastre.  Induction  des  comètes, 
des  bolides  et  des  étoiles  filantes.  (5i4)* 

N*^  13;  a5  septembre. 

Resal,  —  Sur  une  question  de  principe  qui  se  rapporte  à  la  ihéorie 
du  choc  des  corps  imparfaitement  élastiques.  (547)« 

L'auteur  admet  en  principe  que,  abstraction  faite  du  frottement,  la  perte  de 
force  vive  éprouvée  dans  le  choc  de  deux  corps  imparfaitement  élastiques,  quelle» 
que  soient  leur  forme  et  la  manière  dont  le  bhoc  a  lieu,  est  égale  à  la  force  five 
due  aux  vitesses  perdues  multipliée  par  un  coefficient  c  dépendant  de  la  natore 
des  deux  corps,  c  étant  égal  à  zéro  ou  à  Tunité  dans  les  hypothèses  où  les  corps 
seraient  parfaitement  élastiques  ou  complètement  dénués  d'élasticité.  Dans  le 
cas  du  choc  direct,  Navier  avait  fait  une  hypothèse  qui  est  comprise  dans  celle 
de  M.  Resal. 

S,  M,  V Empereur  du  Brésil,  —  Observations  d'une  comète  à 
Rio  de  Janeiro.  (535). 

Thollon  et  Gouv.  —  Sur  une  comète  observée  à  Nice.  (555). 

Flammarion,  —  Communication  de  diverses  dépêches  relatives  à 
la  nouvelle  comète. 

Fonvielle  (IV.  de),  —  Note  sur  une  observation  de  la  grande  co- 
mète de  1882,  vue  en  ballon.  (558). 

Barbier  (É,).  —  Description  du  dodécaèdre  régulier  complet. 
(56o). 


PUILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of  London  ('). 

Tome  CLXVI;  1876. 

Chambers  (C),  —  Direction  absolue  et  intensité  de  la  force  ma- 
gnétique terrestre  à  Bombay.  (75-90). 

Reynolds  (0.).  —  Sur  le  frottement  de  roulement,  (i 55-174)- 

C)  \o\r  Bulletin,  I„  1K7. 


UKVUE   DES  PUBLICATIONS.  loj 

tottiswoode.   —   Sur  le  conlacl  inulliple   des   surfaces.    (  aa^- 
256). 

Ce  Mémoire  résume  et  continue  les  recherches  contenues  dans  les  Mémoires 
c  Tauteur  On  the  contact  of  quadrics  with  other  surfaces  (  Proceedings 
f  the  London  Mathematical  Society,  mai  1874)  el  «  Sur  les  surfaces  oscula- 
rices  »  {Comptes  rendus,  6  juillet  1874)-  M.  Spottiswoode  y  traite  du  contact 
ri-,  quadri-y  quinti-,  sexti-ponctuel  d'une  surface  quelconque  et  d'une  quadrique 
tnsi  que  du  contact  à  quatre,  cinq  et  six  branches  :  la  fin  de  son  Mémoire  est 
ODsacrée  aux  mêmes  questions,  mais  en  remplaçant  la  quadrique  par  une  cu- 
lique. 

Deuxième  Partie. 

rookes.  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  laVadiation.  (325-376). 

r'oun,  —  Sur  les  variations  quotidiennes  de  la  movenne  force 
horizontale  du  magnétisme  terrestre  produites  par  la  rotation  du 
Soleil  et  les  révolutions  synodiques  et  tropiques  de  la  Lune. 

(387-404). 

^huster.  —  Sur  la  nature  des  forces  produisant  le  mouvement 
d'un  corps  exposé  aux  rayons  lumineux  et  calorifiques.  (71 5- 

7^4). 

Tome  CLXVII;  1877. 

^don.  —  Sur  la  détermination  de  la  constante  de  Verdet  en 
unités  absolues.  (i-34V 

^^die.  —  Le  calcul  des  opérations  chimiques.  (34-i  16). 

^zdwell  (C).  —  Contribution  au  magnétisme  terrestre.  (137- 
•48). 

^-9^win  (H.).  —  Influence  des  changements  géologiques  sur  Taxe 
le  rotation  de  la  Terre,  {-a"^  1-312). 

Les  changements  causés  dans  l'obliquité  de  l'écliptique  par  une  petite  défor- 
mation graduelle  de  la  figure  de  la  Terre  ne  peuvent  être  que  très  petits;  ainsi, 
codant  la  période  glaciaire  et  en  supposant  les  circonstances  les  plus  favora- 
les,  l'obliquité  de  l'écliptique  n'a  pas  dû  varier  de  plus  de  -nVô  ^^  seconde 
*arc;  par  suite,  Taxe  de  rotation  coïncide  sensiblement  avec  l'axe  principal  de 
«lire. 

L'auteur  discute  avec  détail  la  possibilité  du  changement  géographique  du 
<éïe  terrestre  dans  l'hypothèse  d'une  plasticité  plus  ou  moins  grande,  puis,  en 
upposant  la  densité  intérieure  constante,  examine  quelles  formes  doivent  pré- 
enter les  continents  et  le  fond  des  mers  pour  que  le  transport  d'une  quantité 
tonnée  de  matière  d'un  lieu  à  l'autre  produise  le  plus  grand  déplacement  pos- 

Butl.  des  Sciences  mnfhém.,  ->•  série,  l.  VU.  (Juin  iR8.'î.)  R.8 
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siblfî  des  pôles  terrestres  cl  calcule,  dans  différentes  suppositions  ou  d'après  lf« 
données  de  la  Géologie,  des  limites  supérieures  de  ce  déplacement. 

Spottisivoode  (  W.),  —  Sur  les  surfaces  et  les  courbes  hyperjaco- 
biennes.  (35 1 -365). 

Soient  U,  9,  4^,  ...  des  fonctions   homogènes   des  quatre  coordonnées  j,  v. 
z,  t;  si  Ton  considère  la  matrice 

U!p     U;     L'I     u;     AU     AU     ... 

?!r     ?r     ?z     9t     ^?     ^'?     ••• 
^'jc     *;     ^'z     ^'t     A*     ^'^     ••• 

où  U^,  u'.,  ...  sont  les^érivées  premières  de  la  fonction  U,  où  AU,  A'U. ... 
désignent  des  dérivées  d'ordre  supérieur  au  premier,  où  «p[p,  ...,  A9,  ^]p,  ...A'i' 
ont  un  sens  analogue,  où  Ton  suppose  enfin  que  le  nombre  des  colonnes  excède 
le  nombre  des  lignes  d'une  unité,  les  deux  déterminants  indépendants  que  l'on 
peut  tirer  de  cette  matrice,  égalés  à  zéro,  représentent  des  surface»  hyptrja- 
cobiennes,  l'intersection  de  ces  surfaces  est  une  courbe  hypcrjacobienne.  Les 
fonctions  9,  ^,  ...  étant  supposées  du  même  degré  n,  on  voit  clairement  com- 
ment la  théorie  de  ces  surfaces  et  de  ces  courbes  se  relie  à  l'étude  du  roolari 
(d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé)  de  la  surface  U  —  o  avec  les  surfaces  du 
système  linéaire  a^  -^  b*^  -^-..,=  o.  C'est  dans  ce  sens  que  M.  Spotliswoodf 
étudie  les  propriétés  des  surfaces  cl  des  courbes  hyperjacobiennes  :  ces  recher- 
ches se  relient  à  celles  de  M.  Brill  {Mathematische  Annaien,  t.  III,  p.  ^5o),  à 
celles  de  M.  Krey  {/d.,  t.  X,  p.  2.3 1),  enfin  à  celles  qu'il  a  publiées  lui-même 
dans  son  Mémoire  On  the  sextactic  point  0/  a  plane  curve  (Phil.  Traru., 
i8G5,  p.  Hj^). 

Casey  (/.).  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  Téquation  tangenlielle. 

(367-440). 

M.  Casey  montre  sur  un  grand  nonrbir  d'exemples,  d'une  nature  éléincotairr, 
tout  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  considération  de  l'équation  de  la  droile 

X  -\-  y  COt  cp  —  ;•::=  o, 

cm  /'désigne  une  fonction  de  9;  cette  équation  définit  une  courbe,  enveloppe  de 
la  droite  variable.  Les  dernières  pages  de  son  Mémoire,  relatives  aux  quartiqoc> 
hicirculaircs,  offrent  un  intérêt  particulier.  L'auteur  parvient  à  la  rectiiîcition 
de  ces  courbes  au  moyen  des  intégrales  elliptiques  et  généralise  ainsi  lesthé<v- 
rèmes  de  M.  \V.  Hoberts  et  de  M.  Genocchi  relatifs  aux  arcs  des  ovales  de 
Descaries. 

Cette  rectification  repose  sur  la  quadruple  génération  des  quartiques  bici^ 
rulaires  [Casey,  Bicircutars  quariics  {Transactions  of  tlie  Hoyal  Irith  Aca- 
ilemy,  t.  XXIV,  p.  4^0)].  l'ne  telle  courbe  peut  en  effet  être  regardée  comme 
l'enveloppe  d'un  cercle  qui  coupe  orthogonalement  un  cercle  fîxe  et  doot  le 
4*entre  décrit  une  conique  fixe,  iXiie  focal e,  et  cela  de  quatre  façons  différentes: 
les  quatre  coniques  focales  sont  homofocales;  les  quatre  cercles  correspoodanls, 
dont  chacun  peut  être  regardé  comme  un  cercle  d'inversion  de  la  quartique  sont 
orthogonaux  et  leurs  centres  sont,  par  conséquent,  disposés  comme  les  sommet* 
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«t  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d*un  triangle;  l'un  d'eux  est  évidcniiiicnt 
imaginaire;  à  cette  quadruple  génération  se  relie  cette  intéressante  proposition 
de  Géométrie  :  si  Ton  considère  quatre  cercles  tels  que  ceux  qui  viennent  d'être 
décrits  et  que  Ton  prenne  la  figure  inverse  d'une  figure  donnée  par  rapport  au 
premier  cercle,  puis  qu'on  transforme  de  la  même  façon  cette  figure  inverse  par 
rapport  au  second  cercle,  ...,  la  quatrième  inversion  reproduira  la  figure  pri- 
mitive; on  voit,  d'après  cela,  qu'il  existe  dans  une  quartique  bicirculaire  une 
infinité  de  quadrilatères  inscrits  dont  les  côtés  vont  passer  par  les  centres  des 
<|uatre  cercles  d'inversion,  chacun  des  côtés  pouvant  être  regardé  comme  la 
corde  de  contact  du  cercle  bitangent  à  la  quartique  dans  un  des  modes  de  gé- 
nération; en  combinant  cette  proposition  avec  le  théorème  suivant  : 

Si  la  sécante  OPP'  coupe  le  cercle  i  aux  points  P,  P',  la  différence  ou  la 
somme  des  diamètres  des  deux  cercles  qui  passpnt  par  le  point  O  et  qui 
touchent  le  cercle  i  aux  points  P,  P'  est  égale  au  diamètre  du  cercle  J, 

oo  parvient  à  la  rectification  de  la  quartique. 

Si,  en  effet,  on  fait  varier  infiniment  peu  le  quadrilatère  inscrit,  en  désignant 
par  dSf  ds'  les  arcs  décrits  par  deux  sommets,  par  p  le  rayon  du  cercle  généra- 
teur bitangent  à  la  quartique  aux  deux  sommets,  le  théorème  précédent  conduit 
immédiatement  à  la  formule 

ds'rhds  -  2.0^/0, 

8  étant  l'angle  du  côté  du  quadrilatère  avec  une  direction  fixe;  en  considérant 
ainsi  les  quatre  côtés,  (m  parvient  à  la  formule 

un  calcul  bien  facile  montre  ensuite  que  les  quatre  intégrales  qui  figurent  dans 
le  second  membre  dépendent  des  intégrales  elliptiques. 

Cayley,  —  Sur  les  qiiarliques  bicirciilaires  :  addition  au  Mémoire 
du  professeur  Casev  <(  Sur  une  nouvelle  forme  de  l'équation  tan- 
^entielle  ».  (44i-1^o)- 

Les  recherches  de  M.  Cayley  complètent  de  la  façon  la  plus  heureuse,  dans  le 
sens  analytique,  les  résultats  obtenus  géométriquement  par  M.  Casey  :  les  élé- 
gants calculs  de  l'éminent  géomètre  ont  naturellement  le  même  point  de  départ 
que  les  recherches  géométriques  de  M.  Casey,  la  considération  d'un  quadrilatère 
inscrit  ABCD  et  du  quadrilatère  infiniment  voisin  A'B'C'D';  la  position  de 
chaque  côté  (qui  passe  par  l'un  des  centres  des  cercles  d'inversion)  dépend  d'un 
paramètre  tu,  les  quatre  paramètres  u,  u,,  eu,,  u,  dépendant  d'ailleurs  d'un  seul. 
Chacun  des  arcs  infinitésimaux  A\',  BB',  CC,  DD'  est  susceptible  de  deux  ex- 
pressions différentes;  par  exemple,  AA'  peut  s'exprimer  sous  les  formes  Me/u  et 
M,</o>,  et  C,  ...;  les  identités  entre  ces  diverses  formes  résultent  des  relations 
entre  les  paramètres;  chacune  d'elles  est  d'ailleurs  compliquée  et  ne  dépend  pas 
simplement  des  fonctions  elliptiques;  ce  sont  les  expressions  BB'— AA', 
CC—  BB',  DD'-r  ce,  DD'—  AA'  que  M.  Casey  obtient  sous  forme  de  différen- 
tielles qui  dépendent  uniquement  des  fonctions  elliptiques  et  c'est  de  ces  ex- 
pressions qu'il  déduit  l'expression  de  AA'  comme  somme  de  quatre  telles  diffé- 
rentielles. 

M.   Cayley  se  propose  d'obtenir  direclemenl  les  expressions  monômes  telles 
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que  Me/(i>  Pt  dVn  rlt^diiire  Texpression  de  Tare  infinitésimal  dS  sous  la  fon^rse  '''' 
M.  Casey, 


Si  Ton  considère  en  particulier  l'un  des  quatre  modes  de  génération  de 
quartique,  en  désignant  par  (/-t-6)j:,  {g-^^)y  les  coordonnées  d*un  point 
de  la  conique  focale 

X'  Y' 


f-r^'       g 


—  1—0. 


par  b>  l'anomalie  excentrique  correspondante,  par  a,  ^,  y  les  coordonnées  et  \t 
rayon  du  cercle  d'inversion,  le  cercle  générateur  dont  la  quartique  est  l'enve- 
loppe ayant  pour  centre  le  point  M  et  pour  rayon  S,  l'un  des  c6tés  du  quadri- 
latère inscrit  ABCD  sera  la  perpendiculaire  ^abaissée  du  point  (ot,  ^)  sur  la  tangente 
PU  M  à  l'ellipse  focale  et  les  deux  points  où  cette  perpendiculaire  rencontre  le 
cercle  générateur  seront  deux  sommets  du  quadrilatère.  On  aura  les  quantité:^ 
analogues  relatives  aux  trois  autres  modes  de  génération  en  affectant  des  indices 
I,  2,  3  les  quantités  x,  y  y  6,  a,  p,  y»  S. 

M.  Caylcy  parvient  aux  formules  suivantes  qui  donnent  les  expressions  (sou<( 
une  double  formé)  des  arcs  infinitésimaux  AA',  BB',  CC\  DD'  décrits  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère 

cfs    -    -  e  R'  0  — ^ — =     -   e,  R,o, 


rfS,  t3R    0,  '  C3R3O,     --  \— > 


a.Sj    -      8j  R  5  ûj  — -  --  e  R  0  -^^r- 


.'  ?> 


les  quantités  e  représentent  l'unité  positive  ou  négative;  on  a  d'ailleur:» 

e  -.  (/-f-o)(^-+-e), 

12-   (1  — ax  — fi^)''  — vM-r'-î- v'), 

ri  ; — ; ; »       t\ ; « 

et  des  expressions  analogues  pour  les  quantités  affectées  d'indices;  on  déduit 
ces  formules 

r/S,  -  -  rfS   ---   ae,  Pjrfw,, 
r/S,  -    rfS,       --  afjPjrftOj, 

rfSj       </S     -  —  aejPjrfw,, 
en  faisant 

p  —  ? ,     p 

et  de  là  on  lin* 

JS  —  gVifta  -^    t^  P,  r/w,  -4-  «^  Pj^/w,  -f-  f^  Pjrfw^. 
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t  des  expressions  analogues  pour  r/S,,  dS^^  dS^i  enfin  chacune  des  intégrales 
ïlles  que    / ne   dépend   plus    que   des    intégrales   elliptiques  cl 

\.    Cavlev  effectue  la  réduction. 

bine  (/i,).  —  Contrihution  au  magnétisme  ten^estre.  (46i-5o8). 

t^Arin  (f*)-  —  Sur  le  frottement  entre  deux  surfaces  qui  se  dépla- 
:^iit  lentement.  (5o()-528). 

TomcCLXVIlI;  1879. 
Cle  Volume  ne  contient  aucun  travail  mathéinatiquc. 

Tome  (XXIX;  1878. 

^Ayer.  —  Rapport  sur  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  6  avril  i8;5. 
*  39-154). 

ockes,  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  la  radiation.  (  a43-3i8). 

'^ie{P.).  — Nouvelle  détermination  <le  l'équivalent  mécanique 
le  la  chaleur.  (365-384). 

\^'lej\  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  transformation  des  fonc- 

-ions  elliptiques.  (419-424)- 

L'auteur  complète  pour  le  cas  de  /t    :  7  les  résultats  de  son  Memoir  on  the 
^9^/ormation,  0/  elliptic  Functions  {Phil,  Trans.,  t.  CLXIV,  1874*.  p.  397-406). 

[yley,  —  Dixième  Mémoire  sur  les  quantics.  (6o3-(i62). 

Ce  Mémoire^  qui,  par  sa  nature  même,  échappe  à  l'analyse,  est  relatif  à  la 
»Tme  binaire  du  cinquième  ordre. 

fjford,  —  Sur  la  classiHcation  des  lieux.  (()63-68i). 

Courbes  uiiicursalcs  d'ordre  n  dans  un  espace  à  n  dimensions:  courbes  uui- 
Lirsales  d'ordre  n  dans  un  espace  à  /i  - 1,  à  /t  —  A*  dimensions;  courbes  ellip- 
ques  (ou  bicursales)  d'ordre  n  dans  un  espace  à  w — i  dimensions;  théorie 
«s  points  dérivés  sur  une  courbe  elliptique;  courbes  de  genre/?;  relation  entre 
ordre  et  le  genre  d'une  courbe. 

Tome  CLXX;  1879. 

^rs,vin.  —  Des  marées  de  la  Teire  re;^ardr<î  comme  un  sphéroïde 
^'ïsqueux  et  semi-élastique  :  des  marées  océaniennes  en  supposant 
'n  n{)\an  susceptible  de  céder.  (1-86). 
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Ce  travail  pcal  être  regardé  comme  faisant  suite  à  un  Méniuire  de  Sir  William 
Thomson  {Phil.  Trans.,  i863,  p.  673);  ses  conclusions  sont  nettemenl  con- 
traires à  la  supposition  d'une  masse  liquide  considérable  à  l'intérieur  de  la 
TeiTC. 

Crookes.  —  Sur  la  répulsion  résultant  de  la  radiation.  (8^-134). 

Crookes,  —  Sur  Tillumination  des  lignes  de  pression  moléculaire; 
sur  les  trajectoires  des  molécules,  (i  35- 164). 

Nhen  {D,),  —  Sur  une  certaine  intégrale  définie  qui  se  rencontre 
dans  Panalyse  sphérico-harmonique  et  sur  le  développement  en 
séries  des  potentiels  de  l'ellipsoïde  et  de  l'ellipse.  (379-416)- 

II  s'agit  de  l'intégrale  définie 

étendue  à  tous  les  éléments  ds  de  la  surfa.ce  S  d'une  sphère  de  rayon  R;  jr,v.- 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  de  l'élément  ds  :  on  trouve  im média temenl 
que  cette  intégrale  est  égale  à 

a  ir  R — 


va 
ou,  v\\  développant  en  série,  ù 


2  _i-  a»  j-  v2 


Si  maintenant  V  désigne  une  fonction  quelconque  de  x,  y^  z  développable  eo 
série  de  Taylor  pour  tous  les  points  de  la  sphère,  cette  série  pourra  s'exprimer 
symboliquement  par  la  formule 

(,\    ôjt        dy        àil 
et,  par  conséquent,  l'intégrale    /    \ds  étendue  à  tous  les  éléments  iU  de  la  ior- 
face  sphériquc  S  pourra  être  représentée  par  la  série 

•» " "  Jd  (5.---.)!  \di  ""  57  "^  55 j  ^•' 


0 


OÙ  le  facteur  élevé  à  la  puissance  1  a  une  signification  symbolique  qui  s'aper- 
çoit immédiatement.  II  est  à  peine  utile  de  dire  qu'il  y  a  un  théorème  aDalo^fc 
où  la  sphère  est  remplacée  par  un  cercle.  M.  Niven  fait  d'intéressantes  appHf"' 
lions  de  ce  théorème,  d'une  part  à  la  théorie  des  fonctions  sphériques,  «c 
l'autre  au  développement  en  série  des  potentiels  de  l'ellipsoïde  et  de  l'cllip*- 

Danvin,  —  Sur  la  précession  dans  un  ellipsoïde  visqueux  et  sur 
rhistoire  géologique  ancienne.  (447"'^'^8)* 
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nvin.  —  Problèmes  relatifs  aux  marées  d'un  ellipsoïde  visqueux. 
<' 539-094). 

^ookes.  —  Contribution  à  la  physique  moléculaire  dans  un  vide 
trême.  (64 1-682). 


Tj'nolds  (O.).  —  Sur  certaines  propriétés  relatives  aux  dimen- 
sions de  la  matière  dans  Tétat  gazeux.  (727-846). 

Tome  CLXXI;  1880. 

IV£%^'en  (C).  —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  ellipsoïde 
<Je  révolution,  (i  i^-iSa). 

ff^icks.   —  Sur  le  mouvement  de    deux  sphères  dans  un  fluide. 
(4î>5-492). 

-*!  ciney.  —  Sur  la  photographie  de  l'extrémité  la  moins  réfrangible 
du  spectre  solaire.  (653-668). 

^^ggif^s  {^V')*   —  Sur  la  photographie  du  spectre  des  étoiles. 
<669-69o). 

^^rwin,  —  Sur  les  perturbations  séculaires  des  éléments  de  Tor- 
l)ile  d^un  satellite  tournant  autour  d'une  planète,  causées  par  le 
phénomène  des  marées.  (713-892). 

lyley,  —  Mémoire  sur  les  fonctions  6,  simples  et  doubles. 

La  marche  suivie  par  l'illustre  géomètre  pour  établir  les  propriétés  des  fonc< 

ions  6,  simples  ou  doubles,  conviendrait  encore  évidemment  pour  les  fonctions 

inalogues  à  un  nombre  quelconque  de  variables;  toutefois,  en  se  bornant  à  ces 

relativement  simples,  il  a  pu  donner  aux  résultats  de  sa  théorie  une  forme 

plus  explicite.  —  Nous  allons  en  indicjuer  rapidement  les  principales  étapes. 

En  posant 

(m  \ 
)  =  \am'^  -r-  ^"îtiM, 
M  / 

/w,  n\ 

(  )  =  j{ani^  -r  2/tm/i  ■+-  bii^)  -\-  \T^i{niu  -H  /ii^), 

et  de  même 

/m  -f-  a\ 

/  /«  -1-  at,  /i  -f-  3  \  .      . 

(  ]--  \[a{m  -:-x)^--h...]-^  i-t[/"("-+-T)-^---]. 

\  ,4  -^^y  n  -\-^/ 
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Iff  fondions  Sr  à  une  ou  deux  variables  sont  définies  par  les  formules 


les  quantités  m^  /i  doivent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  paires;  les  con- 
stantes a,  hy  b  doivent  satisfaire  aux  conditions  exigées  pour  la  convergence  de» 
séries;  les  quantités  Uy  v  sont  les  variables.  Les  quantités  a,  p,  y,  8  sont  des  nombres 
entiers;  quand  on  ne  s'impose  pas  cette  restriction,  on  n'a  plus  affaire  aux  fonr 
tions  Sr  proprement  dites,  mais  à  des  fonctions  adjointes  (allied  /unctiont). 
L'équation  évidente 

/  a  -h  2  X,  3  -i-  2 y  \  /  «I  ?  \ 

\  7  -i-  2  2,  0  -h  2  a»  /  \  r»  ^  / 

où  Xj  y  y  Zf  w  désignent  des  entiers,  montre  qu'on  obtiendra  toutes  les  fonction» 
d  distinctes  en  donnant  aux  quantités  a,  p,  y,  6  les  valeurs  o  et  i  :  on  aon 
ainsi  quatre  fonctions  Sr  simples  et  seize  fonctions  d  doubles;  quand  on  ajoate 
aux  quantités  a,  p,  y,  6  des  entiers  impairs,  les  fonctions  s'échangent  entre  elles. 
Les  propriétés  relatives  à  la  périodicité  résultent  des  égalités 

où 


A   -  C 


X  tl  y  désignant  des  nombres  entiers. 

Les  propriétés  relatives  à  l'addition  { product-theorem)  dépendent  de  la  pro 
position  suivante  : 

Le  produit 


s(''J)(«^a',.'+V)xa(';-^,)(a-    «',. 


i'  ) 


est  égal  à  in  somme  de  quatre  produits  gui  se  déduisent  de  la  formula 


e(        2       "^^'         2       "^ ^    |(2„,  ,r, 

V',  6  -:-  0' 


j(2W, 


\        Y-  y',  0-6'        ' 


*»n  prenant  pour  />,  7  respectivement  les  systèmes  de  valeurs  n.  0:  i.  0:  "•  ' 
1,1;  quant  au  symbole  B,  i7  a  le  sens  du  symbole  3r  dant  lequel  on  rtmpl'^^ 
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a,  hy  b  par  2a,  a/i,  ah.  Cette  propositîoa  s'établit  directement  de  la  façon  la 
plus  simple. 

Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  les  propositions  qui  n'ont  été  mentionnées 
que  pour  les  fonctions  d  doubles  ont  leurs  analogues  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions Sr  simples  :  il  suffît,  pour  ces  dernières,  de  supprimer  les  lettres  qui  cor- 
respondent aux  secondes  variables.  Ainsi,  en  donnant  aux  nombres  a,  7  les 
quatre  groupes  de  valeurs  0,  o;  i,  o,  . . .,  le  théorème  précédent  fournit  seize 
équations  dont  les  premiers  membres  sont  des  produits  de  fonctions  Sr  simples 
à  systèmes  d'indices  pareils  ou  dissemblables,  et  dans  les  seconds  membres  des- 
quelles figurent  ou  des  fonctions  6  véritables,  ou  des  fonctions  adjointes;  dans 
le  cas  des  fonctions  âr  doubles,  on  obtient  2.36  équations  analogues;  M.  Cayley 
donne  le  tableau  complet  de  toutes  ces  équations.  Par  exemple,  pour  les  fonc- 
tions d  simples,  on  aura 


XX'  H   YY', 


YX'       XY', 


XX'       YY  , 


&(  J(a-:   M')2y(^)(«       u) 

a(     )(M   r-i/')2rr  )(w      m') 
\o/  \o/ 

Ss  (  ')(«/-«')&(  '   )(M      ~U')                YX'-:     XY', 
• • •• » 

les  quantités  X,  Y  désignant  B  |      \(2m),  H  f      |(jm),  et  les  quantités  X',  Y' 

les  mêmes  fonctions  de  j  u',  2 1^'. 

En  faisant  u'  nul  dans  ces  équations,  on  voit  que  les  carrés  des  quatre  fonc- 
tions 2r  s'expriment  linéairement  au  moyen  de  X  et  Y  et  que,  ainsi,  ces  carrés 
peuvent  être  regardés  comme  proportionnels  aux  quatre  quantités 

-V>,  Hî),  C,  00,  a,  bj  c,  d  désignant  des  constantes  et  x  une  variable  :  ce  résultat 
^interprète  géométriquement  si  l'on  regarde  les  quatre  fonctions  âr  comme  les 
c'oordonnées  homogènes  d'un  point  de  l'espace.  Arrivé  là,  M.  Cayley  abandonne 

la  notation  avec  deux  indices  2r  (      )  dont  l'usage  a  été  si  avantageux  pour  sys- 

r/ 

tématiser  les  résultats  essentiels  de  la  théorie  des  fonctions  âr,  mais  ne  va  pas 
sans  quelques  longueurs  :  les  notations 

*(Ij^">'  *(I.)<"''  *(",)<">•  *(!)"" 

sont  dorénavant  remplacées  par  les  suivantes  : 

\(M),       B(M),       <:(M),       I>(W). 

En  combinant  convenablement  les  douze  équations  qui  roniplèlent  les  quatre 
équations  que  l'on  a  précédemment  écrites  explicitement,  on  par\'ient  à  des  foi  - 
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Ulules  tellrs  que  la  suivante  : 

B(u  -i-  u')\(  u  -  u)  —  \(u  -i-  u')h{u  —  u') 


=  function  de  u  . 


=  const. 


I^  forme  de  la  fonction  qui  figure  dans  le  second  membre  s'obtient  iniméd/ .^^' 
ment  en  faisant  m  —  o  dans  le  premier  membre  :  cette  fonction  s'annolc  ^^^'^ 
demment  pour  u'  ■■-  o.  En  supposant  que  m'  tende  vers  zéro,  on  arrive  à  Ye^  ^* 

lité 

A(i/)B'(m)  — B(i/).V(gO 

C(M)D(ii) 

où  A',  B'  désignent  les  dérivées  de  A,  B. 

On  voit  ainsi  que  la  dérivée  de  la  fonction-quotient  -r-j — -  est  égale  à  u-- 

constante  multipliée  par  le  produit  des  deux  fonctions-quotient  -r-J — -  et  --- 

En  substituant  à  la  place  de  ces  dernières  valeurs  leurs  expressions  en  x, 
arrive  à  la  formule 

Mdx 


du  = 


^{a  —  x){b  —  x){c  —  x){d  —  x) 
et  l'on  voit  ainsi  apparaître  les  fonetions  elliptiques;  on  a  effectivemeut 


Une  autre  combinaison  facile  des  équations  relatives  au  produit  de  deux  fonr"» 
tions  d  donne  quatre  formules  du  type  suivant  : 

CVo)C(w -♦-«')  C(a  — w')  =  C  (m)  (?(!/')  — DMm)D»  (m'); 

on  tire  de  cette  dernière,  en  supposant  u'  infîniment  petit, 

C(u)C''{u)-lC'(u)Y 


-  ÇTo)  _  rD^[o)]«  lV{u) 
"   C(o)         Lg(o)J     C»(m) 


C»(i/) 
équation  qui  correspond  à  la  formule  de  Jacobi 


c'est  de  la  même  formule  que  M.  Cayley  déduit  encore  cette  autre  équation 
Jacobi 

e'(rt)      I ,     e(i/  — fl) 
II (m,  a)  ~u  ^;    '  -+-  -  log-^ J. 

La  théorie  des  fonctions  âr  doubles  est  faite  sur  le  même  plan.  Les  356  éq 
tions  auxquelles  conduit  le  théorème  relatif  au    produit  de  deux  fonction 
fournissent  d'une  part  i6  équations  où    figurent  linéairement  les  carrés 
i6  fonctions  d,  et  de  l'autre  des  relations  linéaires  entre  des  fonctions  ^  dk 
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'enles;  en  résumé,  on  se  trouve  avoir  un  système  de  relations  du  second  degré 
^ntre   les  seize  fonctions  d  qui  permettent  d'exprimer,  au  moyen  de  deux  va* 
'iables  x,  y^  les  rapports  mutuels  de  ces  fonctions. 
En  désignant  par  a,  b^  c,  d,  e,  f  des  constantes  et  en  posant  pour  abréger 


n:  - 


a  -  v^(a  — x)(a— .V), 


\^ ^  :;: — ;; v^(«  — ^)(*  — ^)(/— ^)(c— ^)(rf— ^)(c— ^) 


I 


^     -  v(«— .r)(*— .r)(/— r)(c  — x)(rf  — x)(e  — JT), 

>n  trouve  que  les  i6  fonctions  sont  proportionnelles  à  des  constantes  multipliées 
par 

y/a,  \Jh,  y/cy  s/'d,  \Je,  yff,  \/âb,  v/ac, 

^ady  ^âi,  ^/bc,  yfSà,  v^^,  v^crf,  y/ci,  sjdè  : 

telle  est  Torigine  de  la  notation  employée  par  M.  Cayley  et  qui  consiste  à  em- 
ployer une  des  six  lettres  A,  B,  C,  D,  E,  F,  ou  un  des  couples  AB,  AC,  AD,  AE, 
BCf  BD,  BE,  CD,  CE,  DE,  pour  désigner  les  i6  fonctions. 

Le  théorème  relatif  au  produit  de  deux  fondions  d  fournit  des  expressions 
pour  les  quantités  de  la  forme 

A    .    B     -     B        A    , 

iù  il  faut  entendre  que  \j  par  exemple,  est  mis  à  la  place  de 

A(a-h  m',  v-^v')j 

•  où ,  aussi,  les  symboles  A,  B  pourraient  être  remplacés  par  des  lettres  accou- 
des :  en  faisant  tendre  u'  et  v'  vers  zéro,  on  obtient  la  valeur  de 

un        u    u 

AôB-BSA, 

<«  est  encore  mis  à  la  place  de  {u,  v)  et  où  S  est  une  différentielle  totale, 
'S  la  forme  d'une  fonction  du  second  degré  des  fonctions  de  (u,  v)  :  en  divi- 
ns, par  A',  on  voit  qu'on  obtient  la  différentielle  totale  d'une  fonction-quotient 
^''■niée  au  moyen  des  fonctions-quotients;  en  substituant  aux  fonctions-quo- 
*^-s  leurs  valeurs  en  x,  ^,  on  obtient  des  relations  différentielles  entre  dr, 
'    ^u^  dVf  relations  qui  montrent  que,  en  posant 


^**«ntités 


\  =  ^\a--  x){b  —  x)  ...  (/— X), 
Y  =  V\a-y){b-y)  ...  (/-r). 


dx        dy       xdx       ydv 


V'X        vY         ^  VY 

tment  linéairement  au  moyen  de  du  et  dv  et  que,  ainsi,  les  i3  fonctions- 
*^»its  ne  sont  autre  chose  que  les  fonctions  hyperelliptiques  relatives  aux 


les 


/dx         /'£.^^ 
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Knliu,  M.  Cayley  indique  la  correspondance  entre  ses  propres  notations,  c^'^     ï^ 
de  Gôpel  et  celles  de  Weierstrass,  ainsi  que  les   liens  de  cette  théorie  avec 
surface  de  Kummer. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  ('  ). 

()•  série.  —  Tome  IV.  —  j*  semestre  1882. 

Allan  Cunninghani,  —  Expériences  hydrauliques  laites  à  Roor-       '^ 
kee.  (43-96,  3  Hg.). 

Compte  rendu  d'expériences  extrc^memcnt  intéressantes,  faites  de  187^  à 
1879,  sur  les  conditions  de  récoulcmcnt  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts, 
par  le  capitaine  Allan  Cunningham,  ingénieur  anglais  dans  l'Inde,  qui  les  a 
exposées  dans  un  Ouvrage  publié,  en  1881,  à  Roorkee. 

M.  Flamant  a  jugé  qu'un  résumé  de  ce  travail  méritait  d'être  signalé  aux 
lecteurs  des  Annales  des  Ponts  et  Chaussées.  Les  ingénieurs  y  trouvent,  en 
effet,  d'utiles  indications  sur  les  méthodes  d'observation  et  les  résultats  de  me* 
sures. 

/>e  PerrodiL    —  Arc  d'expérience  en   maçonnerie  de  brique  et  ^, 
ciment  de  Porlland.  (i  1  i-i 39,  i  pi.). 

L'auteur  avait  demandé  la  construction  d'un  arc  d'expérience  destiné  à  étr^-^ 
soumis  à  diverses  épreuves  dont  les  résultats  pussent  être  comparés  à  ceux  qm  ^. 
l'on  obtient  par  la  théorie  de  la  résistance  des  matériaux,  et  notamment  i>arW  ^^ 
nouvelles  méthodes  de  calcul  indiquées,  dans  un  Ouvrage  spécial,  publié  <^ 
1879.  Cet  arc  d'expérience  avait  une  portée  de  ao*  et  l'épaisseur  extrèroeme 
faible  de  c^yIdj;   les  déformations  devenaient  ainsi  considérables  et  facil 
observer.  Elles  ont  d'ailleurs  dépassé   de  beaucoup  toutes  celles  qui  se  p: 
duisent  dans  les  arcs  établis  suivant  les  données  ordinaires  de  la  pratique 
constructions. 

De  nombreux  Tableaux,  ajoutés  à  re  travail,  résument  les  comparaisons 
résultats  des  calculs  et  des  observations  ;  les  formules  employées  sont,  à  quelq 
changements  de  notations  près,  celles  du  Mémoire  de  l'auteur  inséré  aux  j 
nales  des  Ponts  et  Chaussées,  en  1880  (t.  XIX,  p.  aiS-aSa). 

JiesaL    —  Etude  sur   la  stabilité  des  ponts  métalliques    en  a 
(329-368,  .1  pi.). 

La  recherche  des   conditions  de   stabilité    à   réaliser  dans  l'exécution 
pont  en  fer  sur  la  Loire,  devant  servir  au  passage  du  chemin  de  fer  de  jonc 
des  deux  gares  de  Nantes,  a  conduit  l'auteur  à  différents  résultats  pouvant 
senter  quelque  intérêt  pour  les  ingénieurs  qui  auront  à  dresser  des  projets 
ponts  métalliques  en  arc. 


(')  Voir  Bulletin,  IV-,  i\\. 
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Il- 


/ 


Cette  étude  a  été  dirigée  vers  les  points  suivants  : 

I*  Détermination,  dans  chaque  section  d'un  arc  métallique  articulé  aux  nais- 
»ances,  du  maximum  absolu  du  travail  du  fer  à  la  compression  ainsi  qu'à  l'cx- 
ension,  sous  l'action  simultanée  de  la  charge  permanente,  des  variations  de  la 
empérature  et  d'une  surcharge  d'épreuve  immobile  répartie  de  la  manière  la 
dus  favorable; 

7"  Détermination  de  la  flèche  ou  de  l'abaissement  à  la  clef,  ainsi  que  du  tra- 
vail maximum  du  métal,  dus  à  Tefl'et  d'une  charge  volante  pour  un  pont  en  arr. 
»u  en  poutre  droite,  influence  de  la  viic-se  du  convoi  et  de  la  charge  perma- 
lente  de  l'ouvrage; 

3*  Détermination  des  elTorts  subis  par  les  tympans  rigides  d'un  pont  en  arc, 
»ar  suite  des  déformations  éprouvées  par  les  arcs  sous  l'influence  des  variations 
le  la  température  de  la  surcharge. 

impitié.  —  Appareil  orthogonal  dans  les  voiUes  biaises  dont  la 
section  droite  est  une  ellipse  surbaissée.  (5^8-599,  a  fig., 
I  pi.). 

Les  questions  concernant  les  appareils  biais  ont  été  résolues  d'une  façon 
'empiète  au  point  de  vue  pratique  aussi  bien  qu'au  point  de  vue  théorique, 
>our  les  arches  où  le  centre  est  la  courbe  de  section  droite  comme  pour  celles 
)ù  il  est  la  courbe  de  tête. 

Dans  son  remarquable  Ouvrage  De  l'appareil  et  de  la  construction  des 
wnts  biais,  M.  Graefl*  a,  de  plus,  généralisé  le  problème;  cependant  sa  méthode 
aissc  de  côté  le  cas,  beaucoup  plus  fréquent  dans  la  pratique,  où  la  section 
roite  est  une  ellipse  surbaissée. 

Quant  k  la  construction  donnée  par  M.  Collignon,  dans  le  Cours  de  Méca- 
içue  appliquée f  pour  la  trajectoire  orthogonale  parallèle  sur  le  développe- 
lenU  elle  ne  s'applique  pas  avec  toute  la  facilité  et  l'exactitude  désirables 
)rsque  la  section  droite  est  surbaissée  et  présente  une  grande  ouverture,  30" 
ar  exemple. 

Telles  sont  les  hypothèses  dans  lesquelles  s'est  placé  l'auteur.  • 

Après  avoir  étudié  l'appareil  orthogonal  parallèle,  il  montre  que  la  méthode 
mployée  conduisait  aussi  facilement  aux  équations  des  sinusoïdes  de  déve- 
>ppement  de  la  trajectoire,  dans  le  cas  de  l'appareil  orthogonal  convergent. 

H.  B. 
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Tome  IX;  i88i. 

iquière  (E.).  —  Note  sur  le  nombre  des  marches  rentrantes 
que  l'on  peut  obtenir  en  remplissant  successivement  les  deux 


)  Voir  Bulletin.  W,  i'». 


^^^'^''  .  S.-- t:'^^^^-^^^,„,dWe.ses-«^^^- 
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^       ..es.  (A9''-'"  '        ,v,e  a\séb"'^"^  ^  ,,  ^i„l» 
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el  les  directions  axiales  par  l'équalion 

9  =  cos  fi>  -: — r—  —  sin  w  t —  o  • 

a  jiin  u  o  cos  fi> 

11  y  a  une  infinité  de  directions  axiales  pour  les  courbes  de  degré  an +2, 
admettant  les  points  cycliques  à  Tinfini  pour  points  (n  -f-i)"P*^.  —  Dans  le  cas 
d'une  conique,  les  deux  directions  axiales  sont  perpendiculaires;  M.  Stéphanos 
montre  que,  en  général,  le  système  des  m  directions  axiales  d'une  courbe /=  o 
(de  degré  m)  n'est  assujetti  à  remplir  une  relation  métrique  que  dans  le  cas 
où  m  est  pair.  La  démonstration  de  ce  théorème  est  lice  à  la  solution  du  pro- 
blème suivant  :  Quelle  condition  doit  remplir  une  fonction  ^(cosu,  sin  w)  en- 
tière, homogène  et  de  degré  m  en  cosu,  sinu  pour  qu'elle  coïncide  avec  la 
dérivée  d'une  autre  fonction  F(cos(a,  sinto)  entière,  homogène  et  de  degré  m 
en  cosu,  sina>? 

^Jumbert.  —  Sur  la  fonction  {x  —  i)*.  (56-58). 

Déterminer  les  polynômes  P,  Q,  R  de  degrés  respectifs/?,  q^  r,  de  façon  que 
le  développement  d^ 

P(a:  — i)*-f-Q(x  — i)*-f-  K 

commence  par  un  terme  du  degré  le  plus  élevé  possible  en  Xy  savoir  de  degré 
/?  -1-  ^  4-  r  -4-  2. 

e  Polignac.  —  Sur  la  représentation  analytique  des  substitu- 
tions. (Sg-ô-). 

Forme  générale  des  fonctions  entières  qui  peuvent  servir  à  représenter  ana- 
lytiqucmcnt  une  substitution  de  k  lettres.  ^ 

•J^  Paige.   —  Sur  la  règle  de  multiplication  des  déterminants. 

(67-69). 

Démonstration  simple  de  cette  règle  en  s'élevant  du  cas  d'un  déterminant  de 
Tordre  n  au  cas  d'un  déterminant  de  l'orde  /t  + 1. 

X.aquière,  —  Démonstrations  élémentaires  des  lois  fondamentales 
des  probabilités  des  écarts  dans  les  méthodes  expérimentales. 

(69-88). 

Extraits  des  procès-verbaux.  (Sg-cj.")). 

Halphen.  —   Problème  concernant  les   courbes  planes  du  troi- 
sième degré,  (gti-i  1 2). 

M.  Cremona  a  montré  que  la  hcssienne  et  la  cayleyenne  d'un  même  réseau 
de  coniques  sont  tangentes  entre  elles  en  neuf  points.  Toute  courbe  du  troi- 
sième degré  étant  de  trois  manières  différentes  la  liessieniie  d'un  réseau  de  co- 
niques, il  lui  correspond  donc  trois  cayleyeniics  qui  la  touchent  en  neuf  points. 
Donc  ce  problème  : 

Étant  donnée  une  courbe  plane  du  troisième  degré,  trouver  une  courir  de 
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la  troisième  classe  qui  lui  soit  tangente  en  neuf  points,  admet  au  moins  trois 
solutions.  M.  Halphen  établit  la  proposition  suivaote  : 

I"  Si  la  cubique  donnée  est  équiharmonique,  le  problème  admet  une  inûoiié 
de  solutions;  les  courbes  de  troisième  classe,  touchant  la  cubique  en  neuf  poiols, 
forment  un  système  dont  ne  font  pas  partie  les  trois  cayleyennes  ;  celles-ci 
donnent  trois  solutions  isolées. 

20  Si  la  cubique  n'est  pas  équihârmonique,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  que 
les  trois  cayleyennes. 

Jordan.  —  Sur  les  conditions  de  convergence  de  certaines  séries 
multiples,  (i  i3-i  i5). 

Démonstration  simple  de  ce  théorème  d'Eisenstein  : 
La  série 


■  eo       _6o 


•'2(1^ 


Âà  Â^"'  À^  (i'î^-i'ÎH-... -l-i^J)ïx' 


où  i',,  Vj,  ...,  ^»  sont  des  fonctions  linéaires  des  variables  entières  x„  ...,^i« 
par  rapport  auxquelles  on  fait  la  sommation,  est  convergente  ou  divergente 
selon  que  Ton  a 

•1  {X  >  n    ou     2  |x  1  rt, 

pourvu,  toutefois,  que  le  déterminant  des  fonctions  v  ne  soit  pas  nul. 

Genty,  —  Étude  sur  les  courbes  gauches  unicursales.  (ii3-i6i  >  - 

Considérations  générales.  —   Du  nombre  des  conditions  nécessaires  pourd^ 

terminer  une  courbe  unicursalc  d'ordre  m.  —  Tangente.  —  Plan  osculateur. 

Plans  osculateifrs  stationnaires.  —  Points  d'inflexion  linéaire  et  tangentes  si  ^^ 
guliéres.  —  Plans  surosculateurs.  —  Développable  osculatrice. —  Nombre  mai^  '' 
raum  des  points  doubles  d'une  courbe  gauche.  —  Divisions  homographiqu^^ 
sur  une  courbe  gauche  unicursalc. 

Sonine,  —  Note  sur  une  formule  de  Gauss.  (162-166). 

De  la  formule 

T{x-^\)  =xT{x), 

Pauteur  déduit  la  formule  de  Gauss  relative  au  produit 


^œ-K,-"-.-> 


Ilumbert.  —   Sur  les  courbes  de  Clebsch  dont  les  coordonné    * 
s'expriment  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre.  (166-17*- 

L'auteur  montre  comment  on  peut  obtenir  l'équation  entre  a?,  y  de  la  roo^r^ 
de  Clebsch,  définie  par  les  équations 

H'  H' 
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rt,  -h . . .  -h  tfj  --  o,     A,  H- ...  -h  A^  —  o  ; 

itte  équation  est  du  cinquième  degré  et  la  courbe  considérée  peut  être  regar- 
^  comme  la  perspective  d'une  partie  de  Tintersection  de  deux  surfaces  du 
oisième  degré  tangentes  le  long  d'une  conique^  qui  contient  le  point  de  ren- 
»i3tre  des  génératrices  rectilignes  de  chaque  surface,  situées  dans  son  plan. 

r^/ll.  —  Théorème  d'Arithmétique.  (172). 

Si  un  nombre  N  est  décomposé  en  plusieurs  parties,  de  manière  que  Ton  ait 

N  =  «4-  ?,-^  ...  -^ pg  -f- ...  -4-/?,7i  -h...-+-  rstf 

*3iprcssion  I.Q.3...N  est  divisible  par  le  produit 

(i.'i...a)(i.2...3)...(i.2.../;)*(i.i...*^) 
(i  .2. .  ./;,)♦•(!  .'J. .  .7,  )..  .(1.2.  ../•)*' (1.2. .  ..«)'(i. y. . ./). 

K-RAiTS  des  procès- verbaux.  (1^9.-1 74)' 

Tome  X;  188.*. 

'^demann,  —   Sur  les  courbes  d'un  système  linéaire  trois  fois 
Tifini  qui  touchent  une  courbe  algébrique  donnée  par  un  con- 
:  act  de  troisième  ordre.  (21-40). 
Étant  donnés  une  courbe  de  degré  /i  /=  o  et  un  système  linéaire 

9  -h  x'^'  -h  Xx  4-  jxw  —  o, 

ont  les  éléments  9,  ^y  y^,  co  sont  du  degré  Sy  il  s'agit  de  déterminer  les  points 
lii  la  courbe  /=o  est  touchée  au  troisième  ordre  par  une  courbe  du  sys- 
^me  linéaire.  L'auteur  commence  par  traiter  les  problèmes  analogues  pour  le 
ontact  du  premier  ou  du  second  ordre  et  retrouve  ainsi  les  résultats  connus; 
*  procédé  suivi  est  systématique  :  par  exemple,  pour  le  second  ordre,  on  part 
e  réquation  de  la  courbe  appartenant  à  un  système  linéaire  de  trois  éléments 
S  ^/,  X  <!"*  touche  au  premier  ordre,  en  un  point  donné  x^  la  courbe  /=  0,  puis 
•n  écrit  que  celte  équation  est  vérifiée  quand  on  y  remplace  les  coordonnées 
4>urantes  x^  par  a:, -h  2rfj:, -f- irf^x^.  On  parvient  ainsi  à  l'équation  d'une 
•oiirbe  de  degré  3(/i4-*  —  3)  qui  coupe  la  courbe /=  o  aux  peints  cherchés  ; 
'auteur  montre  comment  le  résultat  coïncide  avec  celui  obtenu  par  M.  Brill 
Mathematische  Annalen,  l.  III).  La  mcthodo  omplovée  conduit  naturellement 
I  l'équation  de  la  courbe  du  réseau 

!p(x)  H-  %')^{x)  -r  y^'/^x)  -i-  ;xw(x)  =  o, 

:|ui  touche  la  courbe  /  =  o,  en  un  point  donné  o,  au  secoVid  ordre,  et,  par  des 
calculs  analogues,  on  parvient  à  déterminer  une  courbe  sur  laquelle  doit  se 
:rouver  le  point  x  pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre;  cette  couibeesc 
le  degré  f\s-\'Ç>{n  —  3);  la  même  marche  permettrait  de  traiter  ensuite  le 
problème  analogue  relatif  au  quatrième  ordre.  Au  surplus,  la  possibilité  de 
passer  du  problème  concernant  le  contact  (y  —  i)"p'«  d'un  système  linéaire  y —  i 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  VIL  (Juillet  i883.)  R.9 
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fois  infini  au  problème  concernant  le  y"P**  d'un  système  y  fois  infini,  tient  à  h 
proposition  générale  que  voici  : 

Soient  f^  (i  =  o,  i,  a,  . . .,  y)  /c*  éléments  <Vun  système  linéaire  y  fois  infini, 
et  soient  9^  =  0  les  courbes  qui  déterminent  pour  un  système  partiel  7  —  1 
/ois  infini  et  contenu  dans  le  précédent  les  points  où  la  courbe  /=o  at 
touchée  au  t^  —  i**"*  ordre  par  une  courbe  de  ce  système  partiel,  Céquatm 
de  la  courbe  du  système  f  /ois  infini  qui  touche  la  courbe  /  =  o  au  f  —  i"* 
ordre  au  point  x  sera  de  la  forme 

?.(r)+o(^)-+-«p,(r)+i('^)-^"--+-?T(r)+T(^)  =  0. 

les  coordonnées  courantes  étant  représentées  par  la  lettre  y.  Celte  équation 
donne  précisément  le  contenu  de  la  loi  de  réciprocité  de  M.  Brill.  {Malhema- 
tische  Annalen,  t.  IV,  p.  527.) 

Laisant.    —    Sur  certaines  propriétés   des   centres   de  gravité. 

(40-44). 

Si  plusieurs  corps  de  même  nature  tournent  dans  le  m^me  sens  autour  d'atfs 
parallèles  entre  eux  avec  la  même  vitesse  angulaire  et  dans  un  milieu  dont  la 
température  soit  variable,  leur  centre  de  gravité  se  meut  comme  s'il  appartenait 
à  un  corps  de  même  nature,  tournant  dans  le  même  milieu  autour  d'un  ase 
parallèle  aux  premiers  et  avec  la  même  vitesse  angulaire. 

Cet  axe  moyen  de  rotation  s'obtient  en  prenant  un  point  quelconque  sur  cha- 
cun  des  axes  individuels  et  en  déterminant  le  centre  de  gravité  de  ces  points, 
respectivement  aflfectés  des  masses  des  corps  correspondants.  Ce  centre  de  gra- . 
vile  appartient  à  Taxe  moyen. 

Goursat.  —  Sur  Téquation  linéaire  qui  relie  au  module  la  fonc- 
tion complète  de  première  espèce.  (45-52). 

Les  quantités  K  et  K'  étant  définies,  pour  des  valeurs  quelconques  de  7,  i>^^ 
l'équation  diflérentielle 

iK' 
la  fonction  u  =  -jr-  a  été  étudiée  en  particulier  par  M.  Picard  {Annales  scient 

fiques  de  V École  Normale^  t.  IX,  p.  1^9);  quand  on  fait  décrire  à  la  variable  x  u^ 
courbe  fermée  quelconque,  cette  fonction,  partie  de  la  valeur  u,  revient  au  poi   ^ 

initial  avec  la  valeur  — -.1  a.  b.  c,  d  étant  quatre  entiers  réels  satisfiisa   "* 

à  la  relation  ad  —  bc  =  i;  il  résulte  des  recherches  de  M.  Picard  que,  en  rcga^^ 
dant  comme  identiques  tous  les  chemins  qui  peuvent  être  réduits  à  l'un  d'ealC^ 
eux  sans  franchir  aucun   des  points  o  et  i,  il  n*y  a   qu'un  chemin  pour  la  1 — ' 

riable:rqui  conduise  de  la  valeur  w,  à  la  valeur  — :,;  c'est  cette  propositL  " 

que  M.  Goursat  établit  directement  en  s'appuyant  uniquement  sur  la  façon  dcrr^ 
se  permutent  les  solutions  de  Téquation  diiïérentielle  quand  on  tourne  ant^^* 
des  points  critiques. 

Laisant.  —  Remarques  sur  la  théorie  des  régions  et  des  aspec  • 

(52-55). 
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Heclierche  d'une  limite  supérieure  du  nombre  des  aspects  possibles  pour  un 
système  de  n  points.  D'après  M.  Halphen,  un  aspect  est  la  permutation  qui 
indique  l'ordre  dans  lequel  les  points  apparaissent  autour  de  l'observateur,  deux 
permutations  représentant  le  même  aspect  lorsqu'on  peut  les  déduire  circulai- 
T*einent  l'une  de  l'autre. 

<?///.  —  Sur  un  triangle  dont  les  côtés  sont  exprimés  par  des 
nombres  entiers,  premiers  entre  eux,  et  dans  lequel  le  rapport 
de  deux  angles  est  un  nombre  entier.  (55-58). 

r^J^peU,  —  Sur  des  cas  de  réduction  des  fonctions  B  de  plu- 
sieurs variables  à  des  fondions  ft  d'un  moindre  nombre  de  va- 
riables. (^9-^)7). 

1^  fonction 
^Tfcù  ç(wi m^)  est  la  forme  quadratique 

^  'exprime  au  moyen  de  fonctions  6  à  /?  —  i  variables  et  de  fonctions  &  d'une 
'^''ariablc  si  les  périodes  relatives  à  x^  sont  liées  par/?  —  i  relations  distinctes  à 
^Coefficients  entiers  de  la  forme 

i  —  I . :»  . ..-, p  —  I . 

Il  y  a  une  réduction  analogue  quand  les  p  groupes  de  périodes  simultanées 
des  (/>  —  1)  variables  ar,,  x,,...,  x^_^  se  réduisent  à  p  —  i  groupes  distincts. 
C^tte  circonstance  se  présente  lorsque,  entre  les  périodes  relatives  k  ces  va- 
Y*iables,  ont  lieu  des  relations  de  la  forme 

/ ,  «a  +  A-,^,,  -4- . . .  4-/^_,  a,,  p_,  •+-  k^a,,  p  =  ftiT,  \/-   i 

{i  —  \.:>  . . . p  —  i). 

'alphen.  —  Sur  une  série  d'Abel.  (67-87). 
Il  s'agit  de  la  série 

?(x)  =  9(0) +x?'(?)  +  ?^;pi2^  ?'(5?)  + ... 

ar(x  — /i3)"-'     ,.,,    „^ 

OÙ  p  désigne  une  quantité  arbitraire.  M.  Halphen  cherche  sous  quelles  condi- 
tions cette  série,  formée  avec  une  fonction  quelconque  et  indéfiniment  prolongée, 
représente  elTertivement  cette  fonction. 
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Il  commcDce  par  étudier  la  série 

^X^)  =  î^«  +  ^^-^----*-H-i.  — :ri ^ ^"-y 

OÙ  les  {X  sont  indépendants  de  x, 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  convergence  consiste  dans  la  cooTfr- 
gence  de  la  série  indépendante  de  Xy  qui  a  pour  terme  général 

Si  la  série  V{x)  satisfait  à  cette  condition,  elle  représente  une  fonction  symé- 
trique dans  tout  le  plan. 

Relativement  à  la  série  ^{x)  (d'Abcl),  M.  Halphen  établit  les  propositions 
suivantes  : 

Pour  que  la  série  d'Abel  puisse  être  applicable  à  une  /onction /{x)^  il 
faut  qu*il  existe  des  constantes  a  laissant  le  produit  a''/^{x)  fini  pour  m 
infini. 

Soit  a  le  plus  grand  des  modules  de  ces  quantités  a,  soit  u  la  racine  po- 
sitive de  V équation  ue^-^*  =  i;  la  série  d'Abel  représente /(x)  quand  le  mo- 
dule de  p  est  moindre  que  ua. 

En  particulier^  à  une  fonction  f(x)  pour  laquelle  la  constante,  désignée  para, 
dépasse  toute  limite,  la  série  d'Abel  s'applique,  quelle  que  soit  la  constante  ^. 

Le  produit  (e^ )"*/("* ^(m^)  reste  fini,  pour  m  infini,  tant  que  le  module  de  >s 
reste  inférieur  à  ua. 

Mais  si  z  conserve  un   même  argument  a>  et  que   son  module  croisse  d'uo^ 
manière  continue  au  delà  de  ua^  le  produit -s'"/("»)(m5)  reste  encore  finijui-^ 
qu'à  un  centre  limite  du  module  de  z.  Soit  ^{^)  cette  limite,  dont  la  furm^ 
dépend  de  la  fonction  f{x), 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  série  d'Abel  s'applique  ^ 
f{x)  consiste  en  ce  que  le  point  affi&e  de  ^  soit  situé  à  l'intérieur  de  la  cour: 
p  =  o  ((!)),  ou,  en  d'autres  termes,  que  si  l'on  donne  à  ^  l'argument  u,  le  mo^ 
dule  de  ^  soit  moindre  que  ?(<*>). 

La  série  d'Abel  peut  converger  sans  représenter  la  fonction  qui  sert  à  Iacon> 
struire.  M.  Halphen  en  cite  divers  exemples  intéressants  :  en  particulier,  en  par" 

tant  de  la  fonction »  il  parvient  à  la  transcendante 

X  —  z 

qui  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  uniforme  de  x  et  de  2,  symétrique  p  ^ 
rapport  ù  x^  fractionnaire  par  rapport  à  z.  Cette  fonction  jouit  de  la  propriéL  « 

ôG{XjZ)  _  _  <JG(a?  -t-i,  5  -hi) 
ôx  Oz 

Perolt,  —  Sur  un  théortîme  de  Gauss.  (87-88). 

Nouvelle  démonstration  de  cette  proposition  :  l'expression 

(1  —  x"»)  (1  —  a:^-'). .  .(1  —  af^-v-^^  ) 
(i  —  a:}(i  —  x'). .  .(i  —  x^) 

est  une  fonction  entière  de  x. 
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' tinlher  (5.)  —  Sur  révaliialion  de  certaines  iiiléj^rales  pseudo- 
cllipliques.  (88-97). 

Lorsque  l'on  cherche  si  rinlégrale 

dx 


-+-  e x-^d 

dans  laquelle  9(2:)  et  <j^(j:)  rcprésenlenl  deux  fonctions  algébriques  enlièrcs, 
respectivement  d'ordre  I*  et  N,  est  une  intégrale  elliptique  ou  si  elle  peut  s'ef- 
fectuer sous  forme  finie,  on  posera 

y  — — 

\'a  x'  -^-  bx^  -h  ex  ■+■  d 

et  l'on  formera  l'expression 

dv 

m  v'  -h  n 

En  posant  ensuite 

dy  ^z(x)dx 


L'I 


niy  -^  n      f:^{x)\'ax*-k- bx^-^-cx-i-d 

l  désignant  dn  facteur  arbitraire  constant,  on  obtiendra,  par  l'identification  des 
"©efficients  de  j:*,  jr*,  j:',  ...,  un  système  d'équations.   La   simultanéité  de  ces 
équations  est  une  condition  suffisante  pour  que  l'intégrale  S  appartienne  aux 
ntégrales  pseudo-elliptiques. 
!V].  S.  GUnlher  applique  la  méthode  qui  résulte  de  cet  énoncé  à  l'intégrale 


r — 

J     (X*'i' 


X  dx 


(a:'-i-8)  \jx*  —  \ 

raitéc  par  Legendre  et  par  Clausen;  il  retrouve,  par  cette  voie,  les  ingénieux 
aïeuls  de  ce  dernier. 


iTs  des  procès-verbaux.  (97-103). 

*^^in,  —  Sur  le  problème  des  aspects.  (103-127). 

^^l^  —  Sur  des  polygones  dont  les  côtés  sont  tangents  à  une 
*^irbe  et  dont  tous  les  sommets  sont  sur  la  courbe  (127-131). 

*  l^on  mène  en  un  point  t  d'une  courbe  unicursale  (dont  les  points  sont  dé- 
'^  à  nés  individuellement  par  la  valeur  du  paramètre  t)  la  tangente  qui  ren- 
^**^  la  courbe  en  des  points  T,  et  que  l'équation  qui  donne  T  en  fonction  de 
•^  homogène  en  T  et  /,  les  tangentes  aux  points  T  se  coupent  deux  à  deux 
-'^^s  points  B  de  la  courbe,  les  tangentes  aux  points  B  se  coupent  trois  à  trois 
"^^^s  points  C  de  la  courbe,  et  ainsi  de  suite.  Si  d'un  point  de  la  courbe  qui 
^  des  propriétés  indiquées,  on  mène  des  tangentes,  leurs  points  de  contact 
«deux  à  deux  sur  des  droites  tangentes  à  la  courbe;  les  points  de  contact 
'^5s  nouvelles  droites  sont  trois  à  tj'ois  sur  des  tangentes  à  la  courbe,  et  ainsi 
'•^-•^  ite. 

^       \Vcill  donne    un   théorènir    analogue    relalif  aux    plans    oscululeurs   des 
^*Vfces  gauches  unicursales. 
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Laquière,  —  Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relatif  à  cerLiines 
propriétés,  des  centres  de  gravité.  (i3i-i33). 

Démonstration  élémentaire  de  ce  théorème  que  M.  Laisant  avait  établi  ea  fai- 
sant usage  des  quaternions. 

Stephanos,  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  le  problème  de  la 
Trigonométrie  sphérique  et  la  théorie  du  système  de  trois  formes 
quadratiques.  (i34-i37). 

Les  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique  correspondent  aux 
relations  qui  lient  les  invariants  simultanés  du  système  de  formes  binaires 

a*      ft*      c' 
à  ceux  du  système  covariant 

WeilL  —  Sur  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d'une 
courbe  unicursale.  (137-139). 

Le  lieu  du  centre  des  moyennes  distances  des  points  communs  à  une  coorbe 
unicursale  fixe  d'ordre  /?  et  à  un  système  de  courbes  d'ordre  m,  dont  l'équa- 
tion contient  un  paramètre  variable  du  degré  k,  est  une  courbe  unicursale  d'ordre 
pAr,  ayant  pour  directions  asymptotiques  multiples  d'ordre  k  les  direciioos 
asymptotiques  de  la  courbe  unicursale. 

Le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances  des  sommets  d'un  polygone  in- 
scrit etcirconscrit  à  deux  coniques  fixes  est  une  conique  homothétique  à  celle  dans 
laquelle  le  polygone  est  inscrit. 

Perrin.  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution  de  Téquatiavi 
du  quatrième  degré  et  son  application  à  quelques  équations  i^ 
degrés  supérieurs.  (139-146)- 
Cette  méthode  repose  sur  l'identité  relative  aux  trois  quantités  a,  6,  c, 

(a -h  6 -^  c)*  —  2Sa*(a -+- ft -f- c)' —  8a^(a -f- ft  4- c) -4- (Sa»)»  —  4Sa'6' =  c^^ 

qui  pour  l'équation 
conduit  à  la  résolvante 

*^  2  "^  16  "^  64 

De  même,  l'identité 

(a  ■+-  b)'"  —  mab{a  -+-  ft)*"-'  4-  m  (^"7^^  a^b^a  4-  é»)""-* 

I  •  <i 

(m  —  ^\)( m  —  S)     ,,,,  ..      -  .    _       -_^ 

i.a.j  ^  '  .  ' 

permet  d'obtenir,  par  des  formules  analogues  à  celles  de  Cardan,  les  raci*""^^ 
d'une  équation  de  degré  impair  m,  ne  contenant  que  les  puissances  impairtv    ^^ 
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icoonue  el  dans  laquelle  les  coefficients  ne  dépendent  que  d'un  seul  paramètre, 
vertu  de »  relation  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

_  (m  --/,'--  ï)( m  —  A  —  !^^ . . .  (  /w  —  !i  A-  -f- 1  )     X- 
^"  1.2...  A.  m  ^»* 

/?j^  est  le  coefficient  de  a?"-**. 

/aatcur  e&amine  particuliéremcnl  le  cas  de  m  =  5. 

vano//.  —  Sur  les  intégrales  définies  unirormément  conver- 
^ntes. 

'intégrale 

^ix)=-.  I     f[x,z)dz 

*J  a 

dite  uniformément  convergente  si  pour  toutes  les  valeurs  de  x  contenues 
s  l'intérieur  d*un  certain  contour  on  peut  déterminer  un  nombre/?  tel  que, 
prenant  /n  >/?,  on  ait 

/     /[x,z)dz<k, 


mod 


4int  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra,  el  donnée  d^avancc. 
L    Tintégrale  est  uniformément  convergente,  clic  est  une  fonction  continue 
r  les  valeurs  du  paramètre  contenues  dans  le  contour  de  convergence  uni- 
fie. Si  l'intégrale 

/     f{x,  z)dzu 

uniformément  convergente  pour  (^)lr,  elle  est  développable  suivant  les 
ssances  positives,  entières  et  croissantes  de  x. 

n  peut  diflférentier  sous  le  signe  /une  intégrale  telle  que  les  précédentes  si, 
s  le  voisinage  du  point  âr,  l'intégrale  est  uniformément  convergente  et  si  la 
siion  /  se  comporte  régulièrement. 

c/.  —  Sur  les  résidus  cubiques  et  biquadratiques.  (157-162). 

•oient  0  une  racine  de  l'équation 


X  —  I 


—  0, 


itant  un  nombre  premier,  g  une  racine  primitive  de  /?  et  e  un  diviseur  de 
-I  ;  si  l'on  fait 


/>  — » 
e 


pression  ^^^*i  ne  prend  que  co  valeurs  distinctes  lorsque,  1  étant  constant,  on 

varier  /.  Soit 

/  =— 1 

rlmel  (o  valeup^  ili<tinrtC'(  qu'on  oblienl  rn  donnant  à   i  les  valeurs  o,  1, 
I. 
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Ces  quantités  sont  dites  les  périodes  des  racines  d'ordre  p  de  Tuaité  corre»-  i 

pondantes  au  diviseur  e  de /?  —  i.  Gauss  a  donné  Téquation  aux  périodes  pour  j 

e  égal  à  Tun  des  nombres  a,  3,  4- 

M.  PcUet  montre  comment  cette  équation  permet  de  reconnaître  si  un  nom- 
bre q  est  résidu  quadratique,  cubique  ou  biquadratique  suivant  le  module  pre- 
mier/?. 

Halphen,    —  Sur  les  courbçs  planes    du  sixième  degré  à  neuf 
points  doubles. 

Donner  neuf  points  doubles,  c'est  donner  vingt-sept  conditions  ;  vingt-sept 
conditions  sont  nécessaires  pour  déterminer  une  courbe  du  sixième  degré  :  tou- 
tefois il  n'y  a  pas  en  général  de  telle  courbe  qui  admette  neuf  points  double» 
assignés  arbitrairement. 

Si  une  courbe  du  sixième  degré  admet  neuf  points  doubles,  par  ces  oeuf 
points  passe  une  seule  courbe  du  troisième  degré. 

i*our  que  neuf  points  a,,  a,, . .  m^s'  ^t»  situés  sur  la  courbe  du  troisième de^ 
A,  soient  des  points  doubles  d'une  courbe  du  sixième  degré,  voici  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  : 

Choisissez  huit  de  ces  points  a,,  ...,a,  et  prenez  le   point  a\  conimon  aux 
courbes  du  troisième  degré  qui  passent  par  les  huit  premiers;  des  taogenteâde 
la  courbe  A  aux  points  a^  cta^  doivent  se  rencontrer  sur  celte  même  courbe  A; 
ou  encore,  par  cC^  menez  les  quatre  tangentes  à  A  ;  les  quatre  points  de  contact. 
donnent  lieu  à  trois  couples  de  cordes  conjuguées.  Le  point  a,  doit  être  l'inter- 
section des  deux  cordes  conjuguées. 

Étant  donnés  huit  points  doubles  d'une  courbe  de  sixième  degré  qui  doit  ava&< 
un  neuvième  point  double,  le  lieu  de  ce  dernier  est  une  courbe  du  neuviénn^ 
degré,  sur  laquelle  chacun  des  huit  points  donnés  est  triple. 

Ce  lieu  passe  par  les  douze  points  doubles  des  cubiques  du  faisceau  détennifv^' 
par   les  huit   points.   Quand   lea  huit   points  sont  les  points  d'inflexion  d'ur» 
courbe  du  troisième  degré,  le  lieu  se  réduit  à  une  droite. 

L'auteur  forme  l'équation  générale  des  courbes  du  sixième  degré  à  neuf  poin  * 
doubles  ;  il  indique  aussi  d'intéressantes  généralisations  des  propositions  préc 
dentés,   relatives  aux   courbes  d'ordre  3m   admettant  neuf  points  multipl 
d'ordre  m. 

S  ch  le  gel  (F.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie  à  n  dimer»  ^ 
sions.  (172-207). 

L'auteur,  en  employant  la  méthode  de  Grassmann,  étend  à  l'espace  à  n  dime  0' 
sions  divers  théorèmes  de  Géométrie  ordinaire  relatifs  au  triangle,  au  quadril  s*' 
tère,  au  tétraèdre,  à  l'hexaèdre,  à  l'octaèdre.  On  sait  d'ailleurs  que  les  anaB*^' 
gués  du  dodécaèdre  et  de  l'icosaèdre  n'existent  pas  dans  l'espace  à  plus  de  quaC^ 
dimensions. 

Gasclieau.   —   Etude   sur  un  cas  singulier  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  (20--219). 

Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale,  attrar- 
tive  et  inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  du  mobile  au  ceotrr         ; 
d'action. 
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Thoute,  —  Deux  théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  al- 
gébriques. (219-220). 
Généralisation  de  deux  ihéorèmes  de  Sleiner. 

rJilegeL  —  Sur  le  théorème  de  M.  Laisant,  relatif  aux  centres  de 
gravité.  (220-222). 
Démonstration  de  ce  théorème  parla  méthode  de  Grassmann. 

'irhoute.  —  Aperçu  d'une  solution  géométrique  du  problème  sui- 
A^ant  :  «  Trouver  le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilatères 
c[uî  ont  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  parabole  don- 
Jiée.  »  (222-223). 

rmonnier  {H.),   —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles  du   premier  ordre  à  n  variables  indépendantes.  (228- 

=*49)- 

I^e  travail  de  M.  Lemonnier  comprend  deux  Parties  : 

L.a  première  est  l'exposition  d'une  méthode  simple  pour  ramener  le  problème 
fiotégration  du  système  bien  connu  d'équations  difTérentielles  ordinaires  et 
s    la  formation  de  l'intégrale  complète. 

H>aDS  la  seconde,   Fauteur  montre  comment,  inversement,  on  peut  de  l'inté- 
le  complète  déduire  un  système  intégral  correspondant  au  système  d'équa- 
vis  différentielles. 

"ott.  —  Sur  les  recherches  des  diviseurs  des  fonctions  entières. 
:i5o-25i). 

traits  des  procès-verbaux.  (261 -255). 


'^^NAL  DE  MATHÉMATIQUES  élkmkntaires  et  spéciales,  publié  sous  la 
^ï*ection  de  MM.  Bourget,  Koeuler  et  de  Longchamps. 

Tome  V;  1881. 

^^idry,  —  Note  d'Algèbre.  iVocédé  nouveau  pour  déterini- 
•>er  les  valeurs  numériques  des  racines  réelles  de  l'équation 
•ï^Ta  -^px  -I-  y  =  o,  />  et  <7  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatifs.  (3-9). 

Exposé  d'une  méthode  de  calcul,  abrégeant  les  opérations  arithmétiques  à 
-Xécuter,  dans  le  cas  où  p  est  un  nombre  considérable,  et  consistant  à  détermi- 
'^er  successivement,  au  moyen  de  divisions  rapides,  les  chiffres  des  racines. 
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S.-B.  —  Note  de  Cosmographie.  Étant  données  la  déclinaison 
d'une  étoile  et  la  latitude  d'un  lieu,  calculer  la  durée  de  la  pré- 
sence de  Tétoile  au-dessous  de  Tliorizon  du  lieu,  en  temps  sidé- 
ral. (lO-I  i). 

Établissement,  par  les  procédés  de  la  Géométrie  descriptive,  de  la  formule 
cosB  =  tangX  tang6. 

Colombier  (P.-A.-G»).  —  Note  d'Arithmétique.  DélenniDa- 
lion  d'une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à  ef- 
fectuer dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres.  (i'i-i8). 

Désignant  par  A,  B,  I>  les  deux  nombres  et  leur  plus  grand  conimuo  divi- 
seur; par  M  le  plus  petit  commun   multiple  de  leurs  diviseurs  apparents;  par 

B',  B",  D*  les  quotients  r-i  —>  —  ;  enfin  par  n  le  nombre  des  divisions  i  eiCec- 

tuer,  l'auteur  démontre  les  limites  suivantes  : 

(I)  ^"'*"^U' 

(  a  )  .»"-'  <  B', 

(3)  2--'<B% 

(4)  2-'<B. 

Formule  Binet  :  I/exposant  entier  a  de  la  plus  petite  puissance  a*  df  i,  dod 
inférieure  à  B  est  une  limite  supérieure  du  nombre  n  des  divisions  i  effeclaer. 
Formule  Lamé  :  Si  A*  désigne  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  B  des  deni 

nombres  n  <  i  -f-  -7-  A-,  soit  a  fortiori  n  <  "i  A-, 

ô 

Formule  de  Fauteur  :  /i  <  i  h-  4  A*. 

Kœnigs,  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (fig-Si). 

Par  un  calcul  aussi  simple  qu'élégant,  fauteur  montre  que  l'on  peut,  d'un 
point  de  l'espace,  abaisser  six  normales  sur  une  surface  du  second  ordre:  que 
ces  six  normales  sont  situées  sur  un  piéme  cùne  du  second  degré;  la  cubique 
gauche  qui  passe  par  les  six  pieds  des  normales  contient  le  point  d'où  elles  sont 
issues  (centre  du  pinceau)  et  le  centre  de  la  surface;  elle  admet  les  axes  de  li 
surface  pour  ses  directions  asymptotiques.  Il  aborde  ensuite  la  question  de  tra- 
cer sur  la  surface,  par  son  intersection  avec  une  seconde  surface  du  deuxième 
ordre,  une  courbe  du  quatrième  degré  telle  qu'il  existe  sur  cette  courbe  un 
groupe  de  six  points  dont  les  normales  soient  concourantes;  il  conclut  :  pour 
que  sur  une  courbe  du  quatrième  ordre,  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre, 
on  puisse  trouver  un  groupe  de  six  points,  pieds  de  normales  concourantes,  i' 
faut  et  il  suffit  que  par  cette  courbe  on  puisse  faire  passer  une  surface  du 
second  ordre,  circonscrite  au  tétraètlre  principal  de  la  surface  première. 

Kœliler,  —  Sur  les  permutations  de  n  lettres.  (3'>.-33). 

Démonstration  cléiiicnlaire  de  la  formule   donnant  le  nombre   des  permuU* 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i3i 

i3ns  pour  lesquelles  aucune  lettre  n'occupe  le  rang  indiqué  par  son  indice 


L        I        a!       3!  '*'     J 


^zigues  {E,).  —  Note  sur  les  racines  multiples  de  réqualion  en  5. 
;  33-36). 

La  condition  nécessaire  et  suffîsante  pour  qu'une  valeur  soit  racine  double  ou 
*iple,  de  l'équation  en  S  servant  à  déterminer  les  plans  principaux  est  d'an- 
uler  tous  les  mineurs  du  premier  ou  du  second  ordre  de  l'équation. 

de Longchamps.  —  Note  de  Géométrie  analytique.  (Sô-Sg). 

Conditions  nécessaires  pour  que  l'équation  du  second  degré  à  deux  variables 
'Présente  deux  cercles.  Recherche  simple  des  deux  facteurs. 

quel  {E.-J,),  —  Etude  sur  les  coordonnées  tangentielles  et 
5urs  applications.  (/fo-^G). 

^^cfinitions.  —  L'équation  ux  -{-  vy  ~  t^  suivant  que  l'on  considérera  comme 
allées  les  valeurs  u  et  v,  inverses  de  coordonnées  à  l'origine  de  la  droite  D,et 
nme  variables  les  coordonnées  a:  et  j^  du  point  P,  ou  inversement,  exprimera  : 
^  que  le  point  P,  variable,  est  situé  sur  la  droite  l) ,  soit  que  la  droite  D, 
l>ile,  passe  par  le  point  P.  u  et  1^  sont  les  coordonnées- lignes  (Clebsch), 
Bidonnées  de  la  droite  D,  tandis  que  x  tl  y  sont  les  coordonnées-points 
cl)sch),  coordonnées  du  point  P. 

^  relation /( II,  w)  =  o  définit  une  courbe  comme  l'enveloppe  de  la  droite 
t^,ç).  Les  quantités  k,  i>  sont  les  coordonnées  tangentielles  de  la  courbe, 
ovation  du  premier  ordre  est  l'équation  du  point,  enveloppe  des  droites  mo- 

^9  qu'elle  représente.  Coordonnées  tangentielles  homogènes  —  *  ~i  analogues 

X      Y 

•     coordonnées  homogènes  -  >  'y  • 

^isceau  de  droites,  rayons  mobiles  autour  d'un  centre.  Les  coordonnées  d'un 
c>n  quelconque  du  faisceau,  déterminé  par  deux  rayons  ({/,,  i',  ),  (li,,  i',),  ont 
^'V  expression  générale 

t.ant  un  paramètre  variable.  Le  rapport  rr  est  le  rapport  anharmonique  des 

A 

Mrc  rayons  (0,  1,  X,  X').  Il  est  projectif. 

jffroy  {L.),  —  Nouvelle  méthode  pour  le  calcul  du  rapport  de 

circonférence  au  diamètre.  (49-55). 
Venant  pour  i>oint  de  départ  l'expression  géomélri(|uc  de  l'égalilé 

-  Cltù 

atangbi  — > 

COS''  w 

uteur  cherche  la  valeur  de  l'arc  -,-»  décompose  en  une  infinité  ifarcî»  clémen- 

I 
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la  ires  dont  les  rayons  dêlcrmiDcnt  des  divisions  égales  sur  la  tangente 
giuc  des  arcs  sur  la  circonférence.  L'expression  ci-dessus  donne  la  va  le 
arcs  élémenlaircs  successifs  donl  la  somme  esl  le  résultat  cherché 

T       ,.        /'  I  I  I 

avec  une  erreur  inférieure  à  — • 

Tréoeêhe.  —  S^  étant  la  somme  des  puissances  p'*"^  des  (»  —  1)  pr^fi 
membres^  on  a 

lim  --TT  =  • 

/i^«       p  4- 1 

De  là 

r  _  Il         I 

1  -^        ^        7 

Marin  [Eug.).  —  Note  d'AritIiniéli((iic.  (56-58). 

Minine  (^.).  —  Sur  la  somme  des  nombres  premiers  à  un  noi* 
donné  /*,  inférieurs  kp.  (58-6'a). 

Posanty?  —  mn-f-A-,  et  désignant  par  [£«(/? )]q  la  somme  cherchée,  par[ç  ' 
le  nombre  qui  exprime  combien  de  nombres  premiers  à  n  sont  compris  en 
et /?,  l'auteur  recherchant  la  somme  des  nombres  en  question  compris 
et  mn,  puis  entre  mn  et  nm  +  A,  établit  la  formule  générale 

[S.(;>)]ï''*-^^-^'?(n«)-^mnr?(/i)]i  +  [£.(/i)]J-. 

GinO'Loria.  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (62-66). 

1*  Relations  entre  les  éléments  de  figures  déduites  d'un  triangle  SyC,r,r^ 
surfaces  du  triangle  et  des  cercles  circonscrit,  inscrit  et  exinscrits.  On  a 

—  —  —  sinA  sinK  sinC,      —  =  —  cot  —  cot  —  eut  —  » 
(.       i:  \        T,         1  1  1 

S         1  A  .        H  C 

— -  —  -  cot  —  tang  —  tanc  — • 
I  -n  'XI  -x 

/•,,  Tj,  H,,  llj,  . . .  étant  les  rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits 
triangles  en  lesquels  la  médiane  divise  un  triangle,  on  a 

3 

-  (rt  -f-  ^  -4-c)  -h  (m_-}-  m^-»- 

(1)  servant  d'indices  aux  éléments  du  triangle  T,   formé  avec  le 
ments  inégaux  détachés  sur  T  par  le  cercle  inscrit 

S* 
/?r,=  iS„     /iyîS.R.rrr  Sj,     2  R,  r,  =r  ^  = /•>. 

(a)  indice  du  triangle  T^,  formé  avec  les   éiénienls   déterminé; 

cxinscril  a 

S" 
•»  Il   I*    —  — — — ^^—    —  #■ 
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!e  Longchamps,  —  Sur  la  série  de  Ta\lor.  (76-80). 

uel  (E.-J.).  —  Étude  sur  les  coordonnées  tangentîelles  et  leurs 
»plications.  (8o-85). 

qualion  générale  (ir  4-  pt/  =  o)  des  points  de  la  droite  unissant  les  points 

t  Tt  —  oel)r=o  sont  les  équations.  Le  rapport  -=-7  des  deux  paramètres  cor- 

tondant  à  deux  points  de  la  droite  est  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
Ils,  y  compris  ceux  qui  définissent  la  droite,  ou  les  «  points  de  base  » 
ïbsch).  Celui  de  quatre  points  ({i,,  {i,,  {x,,  jx,)  est  égal  à 

:h  —  \*-i  ÎVuJi». 
î^j  — î*3  \»-s  —  1^a' 

î  point  M,  (M, -f-îiM,)  de  la  droite  M, M,  est  dit  le  correspondant  de  la 
te  P,  (P, -f-XP,  )  du  faisceau  P,  P,,  si  l'on  a  jx  ~  X.  Si  trois  droites  d'un 
:eau  sont  en  correspondance  avec  trois  points  d'une  droite,  la  condition  ca- 
éristique  de  la  correspondance  d'une  quatrième  droite  quelconque  du  fais- 
Ly  avec  un  point  de  la  droite,  est  l'existence,  entre  les  paramètres  {x  etX, 
c  relation  du  premier  ordre  séparément  entre  les  deux  paramétres,  c'cst- 
rc  telle  que  aXjx  h-  6X  4-  c  {x  4-  rf  =  o. 

serait  plus  simple  et  plus  net  de  dire  :  deux  figures  sont  dites  en  cor- 
«Dndance  lorsqu'à  une  droite,  ou  à  un  point,  de  la  première  correspond 
>oint  et  un  seul,  ou  une  droite  et  une  seule  de  la  seconde.  Les  figures  pré- 
ant  la  correspondance  ainsi  définie  sont  dites  projectwes.  Deux  figures 
actives  par  rapport  à  une  troisième  le  sont  également  entre  elles. 

Wroy  {L,),  —  Nouvelle  méthode  pour  le  calcul  du  rapport  de 

circonférence  au  diamètre.  (9--103). 

» 
'expression  géométrique  de  la  valeur  dtù  =  — ;^— — »  appliquée  à  la  série  des 

%  élémentaires  détachés  par  des  parallèles  équidistantes,  en  nombre  infini, 
ne  le  développement  en  série  suivant  : 

T  II        I . 3   1        I . 3 . 5   I        1.3.5.71 

1  ai  2.^D  3.4.^7  3. 4.0. 89 

ne  autre  expression  de  r  résulte  de  la  surface  du  quart  de  cercle,  considérée 
ime  la  somme  des  aires  des  trapèzes  élémentaires  en  lesquels  se  décom- 
ent   une    infinité  (/i)    d'ordonnées  équidistantes.   La    valeur   de  l'ordonnée 

=  —  ^n*  — p\  développée  en  série,  fournit  l'expression  suivante: 


n 


1 


I    3  I    3   5  1357 


•  > 


TC  II  ai23l  2221  22231 

3  I     3  1.2     5    1.2.3     7  1.2.3.4     9  1.2.3.4.5      II 

nule  qui  n'avait  point  été  remarquée  jusqu'ici. 

n    peut   reprocher  à  cette  dernière  d'être   peu  convergente,  et,   par  suite, 
1  calcul  laborieux  ;  niais  c'est  un  bon  exercice  d'élève. 
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GinO'Loria,  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (104-109). 

Éléments  du  triangle  formé  par  les  intersections  des  bissectrices  d'un  triangle 
donné  avec  le  cercle  circonscrit. —  Du  triangle  formé  par  les  tangentes  au  ccrcif 

circonscrit,  en  ses  sommets  S,  =  — - — r- »  aux  cercles  ex  inscrits  S-=  —7—^ — r\ 

'       2  p. abc  '     7(p—a}abc 

d'où  le  théorème  —  —  S  ^  du  triangle  formé  par  les  points  d'intcrsectioo  dfs 
hauteurs  du  premier  avec  son  cercle  circonscrit 

a^  =  2R  sinaAi    S,  =  sR'  sinaA  sin2Bsin3C. 

Note  DE  Géométrie.  — (i  09-1 11). 

Soient  a,  bj  c  les  arêtes  d'un  parallélépipède;  a,  ^,  y  les  faces  on  angles  plan» 
opposés   dans  l'un  des   sommets    trièdres  ;  a»  la   somme  a -h  ^ -^  7;  Jc  v»»lunip 

V  =  a  abc  y/sin»  sin(ff  —  a)  sin(9 —  ?)  sin(a'  —  7). 

Questions  d'examen.  —  (i  i  i-i  1 5). 

Parmi  les  questions  d'examens,  dont  l'étude  est  des  plus  inimédiatrmfnt 
profitables  aux  «  candidats  »  sinon  aux  «  mathématiciens  de  l'a^eoir  »,  nous 
ne  pouvons,  faute  de  place,  signaler  que  celles,  rares  d'ailleurs,  dont  le  sujet 
lui-même  ou  la  solution  ordinaire  nécessitent  une  observation  critique.  A  re 
point  de  vue,  ingrat  sans  doute,  mais  essentiel  de  notre  tâche,  nous  ne  saurions 
laisser  passer  la  solution  du  n**  4,  dont  le  type  est  malheureusement  du  plu^ 
fâcheux  exemple.  On  y  résout  en  effet,  au  moyen  de  l'Algèbre  mise  au  seniff 
d'un  artifice  des  plus  détournés  (la  médiane  du  triangle  n'a^'ant  rien  à  faire  dan> 
la  question),  le  problème  suivant  : 

4.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  P,  sur  la  base  BC;  on  demande 
de  mener  une  parallèle  MN  «  BC,  qui  rencontre  les  côtés  AB  et  BC  auxpointi 
M  et  N,  de  telle  sorte  que  l'angle  MPN  soit  droit. 

La  solution  qui  nous  parait  la  seule  rationnelle  est  la  suivante  :  La  base  RC 
du  triangle  et  la  droite  MN  ont  le  sommet  A  pour  centre  de  similitude.  U 
point  I,  correspondant  à  P,  dans  le  triangle  semblable  à  MNP  construit  surBC, 
sera  donc  à  l'intersection  du  rayon  AP  avec  le  cercle  lieu  des  points  H'oi'i  CB 
est  vu  sous  un  angle  droit. 

C^tte  démonstration,  qui  a  l'avantage  de  simplifier  à  la  fois  la  figure  et  1^ 
raisonnement,  de  supprimer  un  calcul  sans  intérêt,  ne  serait-elle  pas  celle  dn 
Mathematical  Visitor,  dont  parle  l'article?  En  ce  cas,  nous  ne  sanrioos  trop 
répéter  que,  «  principalement  dans  un  Journal  d'élèves  »,  les  solutions  on  dé- 
monstrations déjà  connues  ne  doivent  jamais  être  compliquées  à  plaisir,  nai^ 
au  contraire  rendues  plus  simples  et  plus  claires,  toutes  les  fois  que  la  fho<e 
sera  possible. 

Question  241.  —  (1  i5-i  17). 

Bonne  solution  géométrique,  par  M.  Callon  (élève),  du  problème  :  •  Do" 
terminer  le  lieu  des  points  dont  les  tangentes  à  deux  cercles  sont  dans  on 
rapport  donné  ».  Mais  pourquoi  la  rédaction  ajoute-t-elle  la  remarque  naK? 
d'un  autre  solutionniste  ,  que  les  lieux  géométriques  des  points  dont  l<* 
puissances  par  rapport  aux   cercles  O  et  O',  d'une  part,  aux  cercles  0  et  0. 
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itre  part,  sont  dans  uu  môme  rapport  donné,  se  coupent  sur  l'axe  radiral  de 
tO'? 

'rigs,  —  Sur  les  maxima  et  miniina.  (ii>.3-i25). 

inne.  —  \ole  de  Géoinélrie  analytique.  —  (laS-iag). 

5T10N  DR  Géométrie  analytique.  —  (129-1 34). 

ormcr  l'équation  du  second  deji^ré  qui  admet  pour  racines  les  demi-axes  de 
onique  représentée  par  l'équation  générale,  en  coordonnées  obliques,  du  se- 
d  degré  à  deux  variables. 

eprésentant  par  A  le  discriminant  de  l'équation  rendue  homogène,  et  par  0 
\  de  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre,  l'équalion  en  z  est 

Vz'  -^  Ao(  A  +  C  —  aB  cosO)  s  -f-  A''  sin»6  =  o; 

racines  en  sont,  grandeur  et  signe,  les  carn's  des  demi-axes. 

4        *        û 

pplications,  —   Aire  de   l'ellipse  :  S  —  r  — ^ — ---    On    voit    de   suite    que 

6  V  0 

A 

:  A'  — 9  k  étant  une  constante.  Appliquant  à  l'équation  générale  du  cercle,  on 

valeur  A*  =  r  sinB  de  la  constante  (cette  dernière  remarque  non  faite  dans 
licle). 

uel  (  E.-J.),  —  Etude  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  leurs 
plîcations.  (iSj-i/îO* 

iterprétalion  géométrique  de  la  projectivité.  Quatre  éléments  de  l'une  des 
K  figures  projectives  ont  même  rapport  anliarmonique  que  les  quatre  élé- 
,ts  correspondants  de  l'autre.  Homographie,  définie  par  la  relation 

rtXji.  -f-  6X  -h  cjji  -t-  (l  —  o, 

l-à-dire  la  correspondance  d*un  seul  élément  (point  ou  rayon  d'une  base,  ou 
1  faisceau)  à  un  élément  (point  ou  rayon)  de  la  première  figure.  Deux  sé- 
de  points  en  projectivité  sont  homographiques.  Figures  perspectives,  ou 
sion  d'une  base  et  faisceau,  tels  que  les  rayons  du  second  passent  par  les 
its  correspondants  de  la  première.  Deux  divisions  sont  perspectives  si  les 
ites  joignant  les  points  homologues  concourent  en  un  centre  de  perspec- 
,  ou  si  les  intersections  des  rayons  homologues  sont  en  ligne  droite,  axe  de 
jpective. 

quation  tangentielle  d'une  courbe.  La  relation /(  11,  (*)  entre  les  coordonnées 
çentielles  d'une  droite  mobile  est  l'équation  tangentielle  <le  la  courbe  enve- 
ye  de  cette  droite. 

el{A.),  —  Note  sur  la  décomposition,  en  facteurs  premiers, 
1  produit  I  .•>. .3. .  .m.  (i45-i48). 

mî 

AFsque  m  ^  a  -f-  p  -f-  Y  -4-  6,  la  fraction  — rpi — Pm  ^^^  ""  no^r^hre  entier. 

j'Ijoria,  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (SuileV  (i48- 
)5). 
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Surface  du  quadrilatère,  en  fonction  des  deux  côtés  opposes,  a,  d,  el  dr!t 
angles;  de  trois  cùlés  et  des  angles.  Autres  expressions  relatives  au  quadriUlèrf. 

Note  de  la  Hédaction.  —  Nous  ne  donnons  point  ces  formules,  d'aillpurs 
faciles  à  trouver;  le  défaut  de  symétrie  de  la  notation  demanderait  des  lon- 
gueurs d'explication.  On  pourrait  corriger  ce  défaut,  capital  dans  des  formules 
classiques,  en  assimilant  pour  la  notation  le  quadrilatère  à  un  triangle,  tronqué 
par  une  transversale. 

Andrieux.  —  Solution  de  la  question  277  :  *<  Une  circonférence 0 
roule  sur  deux  autres  de  rayon  égal  au  sien,  roulant  elles-mêmes 
sur  une  droite.  Quelle  est  la  position  respective  qui  rend  maxi- 
mum le  pentaj^one  formé  par  les  trois  centres  et  les  points  de 
contact  de  la  droite?  (iSS-iSp).  » 

Bonne  solution  algébrique;  mais  combien  plus  élégante  eût  été  (comme  tou- 
jours dans  les  questions  de  ce  genre)  la  solution  géométrique  fondée  surlamé- 
tliodc  de  Fermât,  montrant  immédiatement  que  la  projection  du  cenlre  0  »ur 
la  droite  doit  être  sur  les  tangentes  communes  au  cercle  O  et  à  chacun  des  deux 
autres. 

Ibacli.  —  Surface  du  triangle  polaire  d'un  triangle  donné.  (i()f 
i68). 

D  étant  le  déterminant  des  équations  des  côtés,  P  le  produit  des  mincars cor- 
respondant à  la  colonne  des  constantes,  on  a 

De  même,  pour  le  tétraèdre, 

S  surface  du    triangle  polaire   du   premier  par  rapport  à  la  conique  1'='». 

A  discriminant  de  U.  On  a 

^       aS»A» 

cl  pour  le  volume  B  du  tétraèdre  polaire  de  V 

«-  — jr-- 
Ilaure.  —  Problème  de  Géométrie  analytique.  (iCS-iy-^). 

Lieu  des  intersections  P  des  polaires,  relatives  à  deux  coniques  C,  el  C,.  ^^ 
points /7  d'une  courbe  a  d'ordre  m.  Cette  courbe  L  est  d'ordre  2m.  SoilS,S,N 
le  triangle  autopolaire  à  toutes  les  coniques  du  faisceau  (C,Cj).  Il  esta  lui- 
même  son  conjugué,  sommet  à  côté  opposé  (en  disant  que  P  et  />  sont  con- 
jugués). 

Ce  iliéorcmc  est  le  point  de  départ  d'une  méthode  de  transformation  fort 
intércssanie,  et  le  travail  de  M.  Ilaure,  d'une  valeur  réelle,  est  de  ceux  do"* 
l'iuserlion   dan»  le  Journal  est  ù    recommander.   Nous  crovons   toutefois  àt- 


RKVUE  DES  PUBLICATIONS.  iS; 

voir  relever  au  début  une  remarque  iiicomplèlc  qui,  prise  au  pied  de  la  lettre, 
conduirait  à  des  erreurs.  Toute  droite  /  a  pour  correspijndante  une  conique  L, 
circonscrite  au  triangle  autopolaire;  mais  elle  ne  constitue  pas  toute  la  conju- 
guée de  la  conique,  à  laquelle  correspondent  en  outre  les  trois  côtés  dudit 
triangle.  Soient  a,  et  a,  les  intersections  de  /  avec  les  ccHés  Sj  S,  et  S^S,  ;  le 
point  S,  de  la  conique  L  a  pour  correspondants  tous  les  points  de  SjS^;  l'arc 
S,  Sj  a  pour  correspondante  la  partie  ff,  ^^  de  la  droite  /;  le  point  Sj  pour  corres- 
pondants les  points  de  SjS,,  et  ainsi  de  suite,  c'est-à-dire  un  quadrilatère  for- 
mant un  circuit  continu. 

Jioquel  (^E,-J.),  —  Ktude  sur  les   coordonnées    tangenliclles  et 
leurs  applications.  (Suite).  —  (i-4"'79)* 

Méthode  générale  pour  passer  de  l'équation  d'une  ligne  en  coordonnées  car- 
tésiennes à  son  équation  en  coordonnées  tangentielles,  et  réciproquement. 

4jino-Loria.  —  Applications  de  la  Trigonométrie.  (Suite).  (199- 

31  1). 

Noie  de  la  Rédaction.  —  L'auteur  extrait  du  Recueil  allemand  de  M.  Reidt 
une  série  d'exemples  de  maxima  et  minima,  absolument  dépourvus  d'élégance, 
et  qui  ne  peuvent  servir  qu'à  maintenir  les  élè%'es  dans  la  voie  fâcheuse,  déjà 
trop  suivie,  qui  consiste  à  appliquer  automatiquement  des  formules  algébriques, 
sans  chercher  à  se  rendre  compte  de  l'essence  même  du  problème,  un  résultat  à 
obtenir  étant  le  seul  point  qui  les  intéresse  dans  la  solution  cherchée. 

Dans  la  patrie  de  Fermât,  on  ne  saurait  donner,  à  notre  avis,  à  de  tels  pro- 
blèmes que  des  solutions  de  la  nature  de  celles  que  nous  allons  substituer  à 
celles  de  l'auteur,  pour  montrer,  une  fois  pour  toutes,  la  supériorité  de  la  mé- 
thode géométrique  des  «  valeurs  voisines  égales  »,  non  seulement  comme  élé- 
gance et  comme  simplicité,  mais  aussi  comme  fécondité  généralisatrice. 

I*  Entre  tous  les  rectangles  qui  ont  la  même  diagonale,  déterminer  ceux 
de  périmètre  maximum  a  et  de  plus  grande  sur/ace  b. 

Soient  AB,  A'B'  deux  positions  voisines  de  la  droite,  égale  à  la  diagonale 
donnée,  glissant  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  YO\.  Soit  C  le  point  du  plan 
dont  A  et  B  sont  les  projections  sur  les  côtés  do  l'angle  droit.  Soient  encore 
1  l'intersection  des  deux  droites  AB,  A'B',  que  l'on  sait  ètrr  la  projection  du 
point  C  sur  la  droite  mobile  AB.  Les  triangles  infinitésimaux   lAA'  et  IBB'  ont 

leurs  surfaces  proportionnelles  aux  carrés  ÏA  et  IB  des  segments  de  AB;  les  rec- 
tangles élémentaires  construits,  d'une  part,  sur  AA'  et  AC,  d'autre  part  surBB' 
et  BC,  sont  donc  entre  eux  dans  les  rapports  de  AI  à  Bl.  Le  maximum  de  la 
surface  ayant  lieu  lors  de  l'égalité  de  ces  deux  éléments,  parties  excédante  et 
déficiente  des  deux  rectangles  voisins,  correspondra  à  la  valeur  AI  =  IB,  pour 
laquelle  le  rectangle  est  le  carré  construit  sur  AB.  Soient  de  plus  S  et  H  les 
projections  réciproques  de  A'  sur  AB,  et  de  B  sur  A'B':  les  longueurs  AS  et  RB' 
seront  égales,  puisque  AB  =  A'B'  et  SB  =  A'R.  Mais,  le  maximum  du  péri- 
mètre correspondant  à  BB'=  AA',  les  triangles  rectangles  infinitésimaux  BRB' 
et  ASA'' seront  égaux  et  isoscèles,  et,  par  suite,  aussi  le  rectangle  AOBC  sera 
encore  le  carré  construit  sur  AB. 

a*  Un  quadrilatère  a  deux  côtés  parallèles^  «  et  les  deux  autres  égaux  »: 
on  en  donne  une  diagonale  et  la  somme  des  côtés  parallèles,  et  Von  demande 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIL  (Août  iî^83.)  R.io 
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de  trouver,  entre  tous  les  quadrilatères  qui  satisfont  à  ces  conditions,  celui 
dont  l'aire  est  maximum. 

Supprimant  la  condition  des  «  côtés  égaux  »  qui  fait  de  la  figure  un  parallé- 
logramme, il  est  géométriquement  évident  que  le  maximum  correspond  i  la 
figure  dans  laquelle  la  diagonale  est  hauteur  commune  des  deux  triangles,  en 
lesquels  elle  partage  le  trapèze,  dont  les  bases  ont  une  somme  constante. 

3"  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  un  parallélogramme  ayant  un  angle 
commun  avec  le  secteur,  un  sommet  sur  l'arc  du  secteur,  et  dont  la  sur/ace 
soit  maxima. 

Soient  OXYZ  le  parallélogramme  ayant  l'angle  O  commun  avec  le  secteur  AOB, 
et  le  sommet  Y  sur  le  secteur.  Soit  U  le  point  de  l'arc  voisin  de  Y.  Le  maxi- 
mum correspond  à  l'égalité  des  surfaces  du  triangle  OYU  et  du  parallélo- 
gramme YU.YX.  La  hauteur  du  triangle  doit  donc  être  double  de  celle  du 
parallélogramme,  eu  égard  à  la  base  commune  YU.  Donc,  si  Z  est  l'intersertion 
de  OY  par  XZ  parallèle  à  YU,  c'est-à-dire,  si  Z  est  la  projection  de  X  sur  OV, 
ce  point  doit  tomber  sur  le  milieu  du  rayon  OY.  Le  parallélogramme  à  surface 
maxima  est  donc  le  losange  ayant  son  sommet  au  milieu  de  l'arc  AB. 

4*  Du  centre  C  d 'un  cercle  donné  on  tire  un  rayon  quelconque  CA,  iur 
lequel  on  prend  un  segment  arbitraire  CB  =  a  ;  trouver  le  plus  grand  des 
jangles  dont  le  sommet  est  sur  la  courbe,  et  dont  les  côtés  passent  par  \^  et  L 

Géométriquement,  et  remplaçant  le  cercle  par  une  courbe  quelconque,  on 
voit  que  les  angles,  maxima  et  ininima,  dont  les  côtés  passent  par  A  etB,  ont 
leurs  sommets  aux  points  de  contact,  sur  la  courbe,  des  cercles  tangents  qoe 
l'on  peut  lui  mener  passant  par  A  et  B. 

')•  Entre  tous  les  triangles  ayant  la  même  base,  et  pour  lesquels  la  somme 
des  deux  autres  côtés  est  constante,  quel  est  celui  qui  a  le  plus  grand  angle 
au  sommet. 

Isoscèle  (contact  d'une  ellipse  et  d'un  cercle  passant  aux  deux  foyers). 

6"  Partager  un  arc  en  deux  parties  telles  que  a  la  somme,  b  le  produit, 
r  la  somme  des  carrés  des  cordes,  soient  maximum. 

Quelle  que  soit  la  courbe,  la  solution  géométrique  est  immédiate;  a,  la  varia- 
liou  des  deux  cordes  étant  égale,  leur  inclinaison  sur  l'élément  doit  élrc  la 
même;  d'où  points  de  contacts  entre  la  courbe  et  les  ellipses  dont  les  deux 
extrémités  de  l'arc  sont  les  foyers;  b,  le  produit  xyy  étant  proportionnel  au  quo- 
tient de  la  surface  du  triangle  par  sinM,  son  maximum  correspondra,  pourl*' 
cercle,  à  la  position  de  M  sur  le  point  de  contact  de  la  tangente  parallèle  àU 
corde  AB;   pour  toute  autre  courbe,  au  point  pour  lequel  la  variation  du  rap- 

pon  îilË  sera  nulle;  c  la  somme  des  carrés  des  cordes  (.,y),  étant  égale  » 
H 

can*é  (AB)'  augmenté  du  produit  xy  cosM,  sera  maximum  avec  ce  dernier  pro- 
duit. 

Le  maximum  b  est  obtenu,  dans  le  cas  le  plus  général,  par  le  contact  de  la 
courbe  avec  les  Icmniscates  ayant  pour  foyers  les  extrémités  A  et  B  de  l'arc. 
Les  diverses  constructions  géométriques  de  la  tangente,  ou  la  normale,  à  la 
Icmniscale  «lonnent  d'élégantes  conditions  géométriques  du  maximum,  entre 
autres  celle-ci  :  «  Le  produit  des  deux  cordes  AM.BM  est  maximum  au  point  M 
de  la  courbe  pour  lequel  la  noriiialo  est  conjuguée  harmonique  de  la  bissectrice 
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Prieure  de  l'angle  M,  par  rapport  aux  direclions  des  bissectrices  intérieures 
angles  A  et  B  du  triangle  AMB.  » 

"^"^  Entre  tous  les  triangles  isoscèles  inscrits  dans  un  cercle  donné,  quel  est 
^  ui  dont  a  le  périmètre  y  b  la  sur/ace  est  un  maximum. 

^oit  A  le  sommet;  le  diamètre  du  point  A  sera  la  médiane,  axe  de  symétrie; 
*leot  B  Tune  des  extrémités  de  la  base,  et  P  son  milieu. Soit  B',  projeté  en  P'  sur 
médiane,  le  point  voisin  du  cercle.  Le  sommet  A  restant  fixe,  le  maximum  a 
lieu  lors  de  l'égalité  des  variations  de  BP  et  de  AP,  projections  de  l'élé- 
eDt  BB'  sur  la  base  BP  et  la  médiane  AP.  Donc,  pour  une  courbe  quelconque 
>nt  AP  serait  axe  de  symétrie,  le  maximum  a  lieu  lorsque  le  point  B  est  le 
>iiit  de  contact  d'une  tangente,  à  40"  sur  AP. 

Maximum  b.  Soit  b  l'intersection  de  AB'  avec  la  parallèle  B6  à  AP.  Le  maxi- 
um  b  aura  lieu  avec  B6  =  aPP';  donc,  lorsque  BP  sera  bissectrice  de  l'angle 
*  la  tangente  en  M  avec  la  corde  BA  (même  généralité  que  pour  a). 

8*  JLa  hauteur  d'une  tour  est  a;  sur  son  sommet  est  fixé  un  étendard  BC, 
B  hauteur  b\  trouver  le  point  du  terrain  Iwrizontal  d'où  l* étendard  est 
■d.  sous  l'angle  maximum. 

L'application  du  principe  général  donne  le  point  X  cherché  comme  contact  de 
horizontale  AX  avec  un  cercle  passant  par  A  et  B.  D'une  manière  générale, 
est-à-dire  sur  un  sol  varié  quelconque,  elle  le  présenterait  comme  intersection 
es  deux  courbes  tracées  sur  le  sol  de  la  manière  suivante  :  i'*  courbe,  dans 
baque  méridien  passant  par  AB,  construire  les  points  K  de  contact,  de  la  sec- 
on  du  sol  par  le  plan  méridien,  avec  les  cercles  tangents  de  corde  AB; 
'  courbe,  dans  chaque  méridien  construire  les  points  V  où  la  normale  à  la  sur- 
tce  du  terrain  est  située  dans  le  plan  méridien.  Les  points  X  d'intersection  des 
>urbe5  K  et  V  sont  ceux  où  le  maximum  cherché  est  obtenu. 

^uel  (E.-J,).  —  Elude  sur  les    coordonnées  tangentielles  et 
curs  applications.  (Suite.).  (232-237). 

Classe  d'une  courbe,  égale  au  degré  de  son  équation  tangcntielle,  en  général 
^al  à  m{m — i);  m,  degré  de  la  courbe.  —  Le  premier  membre  de  l'équation 
Aogentielle  des  coniques  est  la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique  ternaire 
instituant  le  premier  membre  de  son  équation  cartésienne  homogène,  et  réci- 
roquement.  —  Corrélation  de  dualité  entre  les  principes  relatifs  aux  points  des 
iDaiqucs  et  ceux  relatifs  à  leurs  tangentes. 

"  Ipit.  —  Note  sur  le  quadrilatère  inscrit  à  diagonales  orthogo- 
nales. (241-249). 

La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  côté  est  égale  à  la  moitié  du  cùlé 
pposé.  —  Les  quatre  quadrilatères,  en  lesquels  ces  droites  partagent  le  qua- 
rilatcre  primitif,  sont  équivalents.  —  Le  centre  de  gravité  est  au  tiers  de  la 
^  istancc  du  centre  au  point  d'intersection  I  des  diagonales.  Ce  point  I  est 
paiement  distant  des  projections  des  quatre  sommets  sur  deux  côtés  opposés. 
.^e  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  ellipse  dont  le  point  I  et  le  centre  sont 
es  foyers,  et  dont  les  tangentes  issues  des  milieux  des  côtés  sont  parallèles  aux 
^tés  opposés.  —  Si  les  diagonales  tournent  autour  de  I,  le  cercle  principal  et 
^s  cercles  directeurs  de  cette  ellipse  resteront  fixes. 
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Junck.  — Théorème  d'Arithmétique.  (aSo-aoi). 

Les  fractions  irréductibles  de  même  dénominateur  ont  des  quotients  pério- 
diques dont  le  nombre  de  chiffres  ne  dépend  que  du  dénominateur. 

Bourgei.  —  Note  sur  le  crépuscule.  (254-a56). 

La  longueur  ^  de  la  moitié  de  la  nuit,  en  fonction  de  la  déclinaison  S  du  So- 
leil, de  la  latitude  X  du  lieu,  et  de  la  distance  angulaire  ca  =  i8%  de  l'arc  cré- 
pusculaire au-dessous  de  l'horizon,  est  donnée  par  la  formule 

^           -            sinu)            sin  8  sinX -f- sin»o 
rosp  =  tangÂ  tangS  H ;j ^  =  x ^^ 

COSACOSO  COSO  COSA 

Problème  de  Géométrie.  —  (Concours  d'agrégation  1879).  (209- 
îî6i). 

Un  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  S,  on  considère  deux  points  P 
et  P'  de  la  circonférence  et  le  point  M  d'intersection  de  leurs  droites  de  Simp- 
son. Démontrer  que  le  point  M  décrit  un  cercle  S',  quand  le  point  C,  seul  mo- 
bile, décrit  le  cercle  S;  2«'  trouver  le  lieu  des  centres  w  du  cercle  S',  lorsque  la 
corde  PP',  mobile  à  son  tour,  conserve  une  longueur  constante. 

Note  de  la  Rédaction.  —  La  première  Partie  est  bien  démontrée  ;  mais  la  se- 
conde donne  lieu  à  des  longueurs;  il  valait  mieux  déduire  delà  première  partie 
1?  construction  de  eo  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  D  de  QQ'»  par  l'intersec- 
tion des  rayons  Qw  et  Q'co,  tels  que  l'angle  Q«i)Q'  =  POP'  (O  centredeS). 
Donc  a  étant  le  milieu  de  AB  et  Û  celui  de  PP',  le  rapport  de  uD  à  Où 
est  égal  à  celui  de  QQ'  à  PP'.  La  distance  ao)  est  donc  égale  à  Oû,  et  par  suite 
constante. 

Ihach,  —  Note  sur  les  déterminants.  (269-9.77). 

Boquel  (E.-J.).   —  Étude   sur  les   coordonnées   tangenlielirs  et 
leurs  applications.  (Suite).  (277-281). 

Transformation  de  l'équation  tangentielle  au  moyen  de  la  substitution  de  la 
forme  adjointe  de  la  substitution  linéaire  en  coordonnées  cartésiennes.  Appli- 
cations géométriques.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  dont  on  donne  les  points 
de  contact  sur  deux  droites  est  une  cubique  à  point  double  au  point  d'inter- 
section des  deux  droites. 

Catalan  {E.).  —  Deux  problèmes  d'Arithmétique.  (296-299). 

I*  De  1  à  71,  combien  y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  pre- 
miers donnes  '.  a,  by  c^  .. .,  k,  tf 

/<„.„-v(=).2:(â)-2:(i)— 

!•  La  somnte  S(w)  des  nombres  précédents  est  donnée  par 

..s(„)=«(„-..)->;«(^)[(^)-..]-.v„.(±)[(A)..]_.... 
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lions  d'examens.  (299-308). 

^équation  des  surfaces  du  second  ordre.  (3i5-3i9). 

tel  (E.'J,).  —  Élude  sur  les  coordonnées  langenlielles  el 
irs  applicalions.  (Suite).  (3i9-3a5). 

[nation  (i//m  "^  ^/p  -^^/'w  —  o)  ^cs  points  de  contact  des  tangentes 
v„  fVt)  à  la  courbe  /(m,  ç,  w)  =  o.  Les  coordonnées  des  tangentes  à  la 
be  en  ses  points  de  rencontre  avec  la  droite  (i/«,  i>,,  w^)  sont  les  solutions 
munes  des  deux  équations  ci-dessus.  Une  courbe  de  la  /i>***  classe  est  en 
ral  du  /i(/i  —  I )>*'"*  ordre,  sauf  les  singularités.  La  condition  analytique 
•  qu'un  point  {mu  -^  nv-h pw  —  o),  soit  sur  une  courbe  [/(m,  f,  w)]  est 
lation  obtenue  en  éliminant  u^y  v,,  w^  entre  l'équation  du  point  et  les  équa- 

/         Il        fw 
\  -^  =  -î-i  =  -^  ;  déterminant  facile  d'après  la  méthode  dialytique  Syl- 
m         n         p 

ïr.  Tangentes  communes  à  deux  coniques. 

it.  —  Propriétés  du  tétraèdre  a  arêtes  (opposées)  orlhogo- 
es.  (337-343). 

quatre  des  six  arêtes  d'un  quadrilatère  sont  perpendiculaires  deux  à  deux, 
eux  autres  le  sont  également.  Centre  ou  point  de  concours  des  hauteurs, 
t  qui  est  aussi  point  de  concours  des  plus  courtes  distances  des  arêtes  ortho- 
les.  Le  volume  est  égal  au  produit  de  deux  arêtes  orthogonales  par  leur  plus 
te  distance.  Les  milieux  des  arêtes  et  les  pieds  des  distances  sont  douze  points 
e  sphère.  Le  centre  de  gravité  est  milieu  de  la  distance  du  centre  des  hau- 
i  à  celui  de  la  sphère  circonscrite.  Le  centre  de  gravité  des  faces  forme  un 
édre  horoothétique  inverse,  dont  le  centre  de  gravité  est  le  même.  Ellip- 
;  de  révolution  inscrit,  ayant  pour  foyers  le  centre  des  hauteurs  et  son  sy- 
Ique  au  centre  d'une  deuxième  sphère  des  douze  points,  passant  par  les 
res  de  gravité  des  faces,  le  centre  des  hauteurs  et  divisant  dans  le  rapport 
1  ses  distances  aux  sommets.  Sphère  polaire,  par  rapport  à  laquelle  chaque 
net  est  pôle  de  la  face  opposée,  et  les  arêtes  opposées  conjuguées  entre 
.  Relation  entre  les  rayons  p,  p',  R  des  sphères  polaires,  première  des  douze 

ts,  et  circonscrite  p'  =  -  v^R'  —  p'. 

ioin  {F.).  —  Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  du  péri- 
Ire  aux  diamètres  des  cercles  exinscrits  sont  exprimables  en 
mbres  entiers  est  rectangle.  (347-348). 

auteur  fait  un  élégant  usage  de  quantités  et  relations  auxiliaires,  x,  y,  z 
t  les  distances  des  sommets  A,  B,  C  aux  points  de  contact  du  cercle  inscrit 
.  le  rayon  est  pris  pour  unité,  d'où  j[>  =  (j[>  —  o,){p  —  b){p  —  c)  et  par 
;  xyz  =  X  -\-y  -r-  z.  Solution  a?  =  i,  ^  =  2,  5  =  3:  a  =  5,  ^  =  4»  c  =  3. 
omplet.) 

az  (Ch,).  —  Conditions  de  divisibilité  d'un  polynôme  entier 
r  le  trinôme  du  second  degré.  (357-36o). 
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Boquel  {E,-J.).   —  Etude  sur  les  coordonnées  langenlielles  el 
leurs  applications.  (Suite).  (36o-365). 

Equation  générale  en  coordonnées  tangcntielles  homogènes,  ou  trilatères,  des 
coniques  inscrilcs  dans  le  même  quadrilatère  que  deux  coniques /((/,(>)  ei 
çp(w,  ç)  données, /-h  \^  =  o.  Équation  (/+  XMN  =  o)  des  coniques  qui  lou- 
chent les  tangentes  menées  à  (/ =  o)  par  les  points  M  =  o,  N  =  o.  Équation 
(MN  +  XPQ)  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  de  sommets  M,  N,  P, 
Q.(XPQ  -h  H-QR  -h  vRP  =  o)  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle.  Des  co- 
niques circonscrites  au   triangle   SX'P'  —  2LX{iPQ-=o.   Des  coniques  circoo- 

scrites  à  un  quadrilatère  — ^ h  -^ — r  —  M'  =  o;  M,  N,  P  étant  les  équations 

des  points  de  concours  des  côtés  opposés  et  des  diagonales.  Des  coniques  dou- 
blement tangentes  à  deux  coniques /et  9  dont  P  et  Q  sont  les  deux  points  om- 
bilicaux jx'P'  -h  2[i(/-f-  Xcp)  -h  Q*  =  o.  Les  pôles  des  deux  droites  de  conUrl 
sont  conjugués  harmoniques  des  points  ombilicaux.  Des  coniques  conjuguées 
par  rapport  à  un  triangle  X  M'  -f-  [i N*  -+- v  P*  =.  o.  Des  coniques  homofocales  de 
foyers  PQ.  PQ  -f-  X(a»  4-  i^)  =  o. 

Pravaz  {Ch,),  —  Somme  des  puissances  semblables  des  n  pre- 
miers nombres  entiers.  (385-388). 

{n  —  p)\^m=\      /7i!(/?4-i  — m)!(/i  — m)' 

Morel  {A,).  —  Sur  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction  du 
second  degré.  (388-392). 

Ibach  (L.).   —  Recherches  sur  une  famille  de  coniques.  (4o8- 

4i4). 

Le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  deux  c«> 
niques,  U  et  V,  se  coupent  sous  l'angle  donné  ot,  est  une  conique  P,  de  l,  ^• 

Son  équation  peut  s'écrire  Pa  =  Pc  -+-  tangaP  —  =  o.  Les  coniques  P,  de  U,  ^ 
sont  circonscrites  à  un  même  quadrilatère;  le  lieu  de  leurs  centres  est  la  co- 
nique P'^j  des  deux  coniques  P.  et  P— •  L'enveloppe  des  droites  dont  les  pôl*» 
sont  à  une  distance  angulaire  fixe  a  d'un  point  donné  est  une  conique  dont 
l'équation  tangentielle  a  la  forme  Qo-4-XQ  —  =  Q^^  =  o.  Le  lieu  des  coniques  Q 

est  une  ligne  droite.  Les  coniques  P  de  deux  coniques  concentriques  passent 
par  le  centre  de  celles-ci. 

Systèmes  de  trois  coniques  directrices  :  Les  coniques  P^  de  (U,  V),  Pjde 
(V,  W)  et  P,_(«^.B)  de  (W,  U)   sont  circonscrites  au  même  quadrilatère.  Le* 

—  2  conditions  de  tangence  en  un  même  point  de  n  coniques  résultent 

de  l'élimination  de  Xy  y  entre  les  n  équations  Uj^  =  o  et  les  — ^ équatiot* 

Po  de  {X^ky  U**)  =0.   Le  lieu  des   points  du  plan,  tels  que   leurs  polaires  |«f 
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apport  à  trois  coniques  forniont  un  triangle  de  surface  constante  1,  est  lu 
jurhe  du  sixième  degré  ayant  pour  équation  2 .  P</,i/ .  I V.u- .  I*u',</  ~  S*,  où  Pj/,». 
ésignc  p0  de  U,  V,  et  S  symbolise  le  déterminant  aux  dérivées  partielles,  sur- 
icc  des  polaires  de  {Xf  y).  Le  lieu  des  points,  dont  les  polaires  relatives  à 
coniques  forment  un  polygone  de  surface  donnée,  est  une  courbe  de  degré 
(/i  —  1).  Conditions  de  Tcxistencc  d'un  point  de  plan  dont  les  polaires  relatives 
n  coniques  forment  un  polygtme  régulier  (?).   L'inclinaison   constante  d'un 

ilé  sur  le  précédent  donne —  3  conditions,  le  point  devant  se  trouver 

ir  les  courbes  Pr ~  relatives  à  lou«^  les  groupes  de  deux  des  coniques. 

quel  (E.'J.).  —  Etude  sur  les  coordonnées  tan(>;entielles  et 
eurs  applications.  (Suite  et  fin).  (4i4"1^-3). 

Les  tangentes  menées  d'un  point  fixe  du  plan,  à  toutes  les  coni({ues  inscrites 
laâ  un  quadrilatère,  sont  en  involution.  Les  sommets  de  deux  angles  circon- 
;rits  à  une  conique,  et  les  quatre  points  de  contact,  sont  sur  une  même  conique; 
s  quatre  côtés  et  les  deux  cordes  de  contact  enveloppent  une  autre  conique, 
es  six  sommets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  situés  sur  une 
léme  conique,  et  leurs  six  c6tés  en  enveloppent  également  une  autre.  Ana- 
»gic  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques  et  celle  des  coordonnées  tangcn- 
elles. 

La  classe  d'une  courbe  est  abaissée  de  p(p  —  i)  unités  par  l'existence  do 
tiaque  point  multiple  d'ordre  p;  de  2  -h  q  unités  parcelle  de  chaque  point  de 
;broussement,  en  lequel  la  courbe  et  sa  première  polaire  ont  un  contact  d'or- 
rc  g. 

fie  Longcliamps,  —  Résolution  géométrique  de  deux  pro- 
blèmes du  quatrième  degré  sur  la  parabole.  (433-43^). 

Le  segment  intercepté  sur  une  droite,  entre  un  diamètre  de  la  parabole  et  lu 
ingente  au  point  où  il  rencontre  la  courbe,  est  moyen  proportionnel  entre  les 
eux  segments  interceptés  entre  la  tangente  et  la  courbe.  On  construit  d'après 
;  principe  les  deux  points  C  et  C,  où  la  corde  AB,  unissant  deux  points  donnés 

une  parabole,  coupe  deux  tangentes  T  et  T'  également  données;  le  milieu  de 
C  et  l'intersection  O  de  T  et  T'  donnent  la  direction  des  diamètres.  Après 
voir  déterminé  les  points  de  contact,  D  et  D',  de  T  et  T',  sur  les  diamètres 
assant  en  C  et  C,  les  tangentes  en  A  et  B  s'obtiennent  par  leurs  sous-tan- 
;ntcs.  Donc  la  construction  d'une  parabole,  dont  on  donne  deux  points  et  deux 
ingentes,  est  ramenée  à  celle  d'une  parabole  dont  on  connaît  quatre  tangentes, 
u  bien  deux  tangentes  et  leurs  points  de  contact.  Quatre  solutions,  en  associant 
e  toutes  les  manières  possibles  les  deux  points  C  et  les  deux  points  C,  donnés 
ar  la  relation  segmentaire. 

De  même  la  construction  des  quatre  paraboles  passant  par  trois  points  A,  H, 

et  tangentes  à  une  droite  T  st;  ramène  également  à  quatre  problènio  du 
rcmier  degré.  On  détermine  le  point  de  contact  de  T  par  les  points,  sur  le> 
^tés  du  triangle  ABC,  du  diamètre  de  contact. 

iirgol  (./.).  —  Varialion  de  la  fraction  du  second  degré.  (  ^{38- 
i4a)- 
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Ocagfie  {M,  t/').  —  Remarques  sur  les  figures  homolhétiques  el 
les  figures  inverses.  (449-45 1). 

Geoffroy  (A.).  —  Construction  graphique  directe  de  deux  sur — : 

faces  de  révolution  du  second  degré  dont  les  axes  ne  se  rencon — 
trent  pas.  (452-454)- 

Le  plan  verlical  sera  rhoisi  parallèle  aux  axes,  et  le  plan  horizontal  perpeo— 
rliculaire  à  l'un  d'eux.  On  inscrit  dans  l'une  des  surfaces  une  sphère  fixe,  dan=- 
l'autre  une  sphère  variable,  et  Ton  considère  l'un  des  cônes  circonscrits  ausci 
deux  sphères.  Il  coupe  chacune  des  surfaces  suivant  deux  courbes  planes,  don 
les  plans  s'obtiendront  par  la   rotation  de  la   figure  autour  de  l'axe  vertical  d 
manière  à  ramener  le  second  axe  à  être  parallèle  au  plan  vertical.  Les  intcrsecr:^ 
lions  des  plans  des  sections  de  Tune  et  Tautre   surface  avec  le  cône  sont  d 
droites  qui  percent  le  cône  en  des  points  communs  aux  deux  surfaces. 

Bourget  (/.).  —  Maxima  et  minima  de  la  fraction  rationnelle  d 
second  degré.  (48 1-486). 

Chrétien.  —  Problème  de  Géométrie.  (49i-49^)* 

Étant   donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  en  A,  mener  un  cercle,  de  cenL 


B,  dont  deux  des  intersections  C  et  D  avec  l'un  et  l'autre  cercle  O  et  O'  soie 
en  ligne  droite  avec   le  point  A.  Joignant  B  au  point  A',  symétrique  de  A 
rapport  au  milieu  II  de  la  ligne  des  centres  00',  la  droite  BA'  est  un  peu 
tournée;  la  construction  est  évidente,  H  étant  sur  la  perpendiculaire  au  mil 
de  AI;  car  Ql  =  AQ',  Q  et  Q'  étant  les  projections  de  O  et  O'  sur  CD.  Lo 
le  point  B  se  meut  sur  la  circonférence  O,  la  parallèle  menée  de  ce  point  mo 
à  la  corde  CD  enveloppe  une  conique,  dont  les  foyers  sont  A'  et  son  symétri 
L  par  rapport  à  O,  et  doublement  tangente  au  cercle  O. 

TineL   —  Solution  géométrique  de  la  question  :  Construire 
triangle  connaissant  les  sommets  des  trois  triangles  équi 
téraiix  construits  sur  les  côtés.  (497-498). 

Les  sommets  cherches  sont  les  milieux  des  droites  joignant  respectivenm  ^c*'^ 
Tun  des  sommets  donnés  au  sommet  opposé  dans  le  triangle  équilatéral  constiK — ■>  '^ 
sur  la  base  formée  par  les  deux  autres  sommets  donnés. 

Braun  {J.).  —  Concours  de  1879  à  TÉcole  Normale  supérieiit:»*^' 

(5o3-5ii). 

Un  tétraèdre  OAIK^D  est  défini  par  l'angle  solide  O  et  les  longueurs  ^a,  4  ^' 
'|C  des  arêtes.  Les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  se  c^o*** 
pent  en  un  point  w.  L'ellipsoïde  dont  ces  droites  sont  des  diamètres  conjugf»*^* 
est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre.  Chercher  son  intersection  avec  Vhyf>^^' 
boloYde  engendré  par  la  droite  qui  s'appuie  constamment  sur  les  dircctï"»*^*^' 
parallèles  aux  arêtes  du  tétraèdre  menées  parallèlement  à  Tarétc  suivante.  V*  ^^ 
^'énératrice  HK  de  cet  hyperboloïde  perce  l'ellipsoïde  en  deux  points  !>*'" 
rhacun  desquels  on   mène  le  plan   parallèle  au  plan    tangent  à    rellipsoTci^    ^^ 
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l'«iul.re  point.  Trouver  le  lieu  d'intersection  de  ces  plans,  qui  passent   par  le 
cent^re   de  Tellipsoïde. 

1  •  Soient  a,  p,  y  les  milieux  de  OA,  OB,  OC,  et  a',  P',  Y  Je^rs  symétriques 
par  rapporta  lo.  L'arête  BC,  parallèle  à  ^y,  est  contenue,  dans  le  plan  tangent 
en    ot'y  lequel  est  parallèle  au  plan  pyti). 

3*  L.e  plan  ABC  coupe  l'ellipsoïde  suivant  une  ellipse  Z  passant  en  a'^'Y  et 
tangeote  à  BC,  CA,  AB.  La  conique  £',  suivant  laquelle  il  coupe  l'hyperboloïde, 
passe  aux  mêmes  points.  Sa  tangente  en  a'  est  dans  le  plan  tangent  conduit  par 
les  çéoératrices  B'  et  A',  c'est-à-dire  le  plan  OBC.  La  tangente  est  donc  BC,  et 
S'  coTncide  avec  S.  L'intersection  se  compose  donc  de  S  et  de  sa  symétrique  par 
rapport  à  (o. 

3**  I^e  lieu  est  le  cône  de  sommet  o,  ayant  L  pour  base. 

Morel  (^.).  —  Maxîma  et  minlma  de  la  fraction  du  second  degré. 

(5a9-537). 

BouF'^et^J,).  —  Sur  la  classification  des  permutations  de  n  ob- 
jets. (541-547). 

l^s  P^  arrangements  de  n  objets  (chiiTres)  sont  d'abord  classés  en  n  groupes, 
spécifiés  par  le  chiffre  inscrit  le  premier.  Dans  chaque  groupe  on  distingue 
(**  - —  «)  groupes  secondaires  par  la  valeur  du  second  chiffre,  et  ainsi  de  suite; 
on  claisse  tous  ces  groupes  en  inscrivant  d'abord  les  chiffres  moindres,  et  ensuite 
•c*  chiffres  croissants. 

*•  Trouver  la  permutation  de  rang  donné  p.  Chaque  groupe  contenant  P,_, 
arrangements,  le  premier  chiffre  de  la  permutation  cherchée  (7-4-1)  s*ob- 
tiendra  par  la  division  de  p  par  F,.».  Soit  p  =  ^-Pm-i-h-  Le  second  chiffre  {q*-¥  1) 
"■^su Itéra  de  même  de  r  =  ^'P^.j,  et  ainsi  de  suite. 

^**    I^ang  d'une  permutation  donnée 

p  =  I  -t-  q{*-^)  P,  -♦-  «/(--ï)  P,  4-. .  .4-  7P,_,  ; 
^**    Nombre  de  dérangements  d'une  permutation  donnée  A  =  £7. 

'^^ine.  —  Couper  un  triangle  par  une  transversale  de  manière 
^^e  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux.  (548). 

,,   ^^ît  H  l'intersection  de  la  médiane  de  AC  et  de  la  bissectrice  intérieure  de 
^Sle  A;  K  celle  de  la  médiane  de  CB  et  de  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle 

*    ^^  et  N  les  intersections  de  AC  par  le  segment  capable  de  —  >  décrit  sur  HK; 

ils  ^ 

I        ^l^partiennent  chacun  à  deux  des  droites  cherchées,  au  nombre  de  douze. 

.         'içne  KC  coupant  le  segment  en  J,  et  KJ  rencontrant  AC  en  I,  on  a  CI  =  CB. 

^^rcle  passant  en  H,  K  et  au  centre  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  BC 

^  *^  symétrique,  par  rapport  à  AK,  du  cercle  HKMN. 

-*^on/(/r.).  —  Sur  les  courbes  jk"*  =  m/? j;".  (555-557). 

.      ■-'^^s  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  M  sont  sur  une  hypcr- 
*^    passant  à  Torigine  et  au  point  M;  cette  hyperbole,  indépendante  du  para- 
^^^€  /?,  enveloppe  une  courbe  semblable  à  celle  du  point  M,  lorsque  celui-ci 
■^^placc  en  décrivant  une  courbe  du  genre  considéré.   Si   M  reste  fixe,  ainsi 
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que  la  différence  (m  —  /i),  le  lieu  du  «entre  de  l'hyperbole  est  une  droite.  L'en- 
veloppe de  cette  droite,  quand  M  décrit  une  courbe  étudiée,  est  une  cuurbe 
semblable. 

Surfaces  (— )    -t-f"^)   -+-(-)    =o.  Si  par  un  point  P  on  mène  les  normales 

aux  cônes  du  second  degré  de  même  sommet  et  d'axes  de  même  direction,  leurs 
pieds  seront  sur  la  sphère  de  diamètre  OP.  Si  par  P  on  mène  les  normales  aux 
paraboloïdes  de  sommet  O  et  d'axe  OH,  leurs  pieds  sont  sur  un  ellipsoïde  de 
révolution,  dont  l'axe  de  révolution  est  parallèle  à  OH,  ayant  OP  pour  un  de 
ses  diamètres. 


NIEUW  ARCHIEF  voor  Wiskunde  (')• 

Tome  VII;  1880. 

Hcringa  (D**  P.-M.),  —  Considérations  sur  Fapplicalion  de  l'Ana- 
lyse aux  sciences  physiques.  (i-Sa). 

Van  Heulen  (/.).  —  Étude  mécanique  de  quelques  courbes. 
(33-58). 

L'auteur  étudie  d'un  point  de  vue  mécanique  la  cycloTde,  l'épicycloîde,  Thypo- 
cycloïde,  la  spirale  d'Archimède,  la  développante  du  cercle,  l'ellipse,  la  parabole 
et  quelques  courbes  remarquables  situées  sur  un  cylindre  de  révolution;  il  en- 
gendre ces  courbes  par  la  composition  de  deux  mouvements  simples,  par 
exemple  l'ellipse  par  la  composition  de  deux  vibrations  rectangulaires  de  niém^ 
durée  et  de  même  amplitude.  \\  termine  par  des  considérations  théoriques  sur 
les  rayures  des  armes  à  feu. 

Hollman  (P.-J,).  —  Quelques  applications  géométriques  de  la 
théorie  des  solutions  singulières  des  équations  diflereoticllcs 
du  premier  ordre.  (59-77). 

Déduction  de  la  solution  singulière  de  Tintégrale  générale  et  de  réquation 
différentielle;  cinq  problèmes  où  il  s'agit  de  trouver  des  courbes,  dont  les  nor- 
males satisfont  à  des  conditions  données.  {A  suivre.) 

Van  den  Berg  (F,-J,),  —  Sur  deux  systèmes  de  trois  cercles  si- 
tués symétriquement  par  rapport  à  un  triangle  et  sur  deux  sys- 
tèmes de  trois  droites  qui  jouissent  de  la  même  propriété.  (7^- 

La   solution   d'une  question   d'équilibre  (*),  l'équilibre   d'un  triangle  donne 


(')  Voir  Bulteti/iy  IVj,  171Ï. 
(M  Voir  Bulletiriy  IV,.  172. 
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rioot  les  sommets  s'appuient  sur  les  faces  d'un  angle  tricdre  donné,  engage  Fau- 
teur à  étudier  deux  cas  particuliers  de  la  transformation  birationnclle  par  l'ana- 
lyse en  se  servant  des  coordonnées  trilinéaires.  (Comparez  Bulletirij  t.  VI, 
p.  i53). 

arise  (L.-Bx.),  —  La  navigation  suivant  un  arc  de  grand  cercle. 
(91-101). 

A  Taide  d*une  nouvelle  Table  des  différences  en  azimut  de  la  loxodromie  et 
du  grand  cercle,  l'auteur  développe  une  neuvième  méthode  approximative  de  la 
navigation  suivant  un  arc  de  grand  cercle;  après  avoir  donné  les  déviations 
journalières  pour  la  route  de  cap  Clear  à  Saint-John's  New-Foundland,  il  étudie 
quelques  formules  trigonométriques,  qui  lui  ont  servi  de  base  dans  le  calcul  de 
h  Table  en  question. 

^Schâfer  (/.-//.).   —  Réduction  des   formules  qui  déterminent, 

dans  la  question  des  inondations,  la  quantité  d'eau  qui  entre,  à 

d'autres  qui  font  connaître  en  peu  de  temps  le  temps  nécessaire 

À  l'Inondation  totale  pour  le  cas  où  l'eau  est  affectée  par  le  flux 

et  le  reflux  (5wiVe)  (*).  (102-109). 

III.  Formules  pour  le  cas  où  la)  hauteur  d'entrée  est  divisée  en  cinq  ou  dix 
f>Sirties.  —  IV.  Application  des  formules  au  cas  de  l'inondation  d'un  polder  dé- 
t^^rminé.  —  V.  Examen  comparatif  de  deux  séries  de  formules. 

^<3e^ch  [J.-W.).  —  La  cubature  d'un  cylindre,  (i  17-149). 

L'auteur  cherche,  au  point  de  vue  de  l'étalonnage,  la  méthode  la  plus  exacte 
f>our  la  détermination  de  la  capacité  d'un  corps  dont  la  forme  est  sensiblement 
<^^lle  d'un  cylindre  droit.  Il  s'occupe  successivement  de  la  mensuration  d'une 
S'^^tion  perpendiculaire  à  Taxe,  d'une  section  par  l'axe  en  mesurant  un  nombre 
f><air  ou  un  nombre  impair  d'ordonnées,  de  la  détermination  de  la  hauteur 
loyenne,  du  rapport  rationnel  des  diamètres  et  des  hauteurs  mesurées,  etc. 


'^^z^llman  {P.-J.).  —  Quelques  applications  géométriques  de  la 
théorie  des  solutions  singulières  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  [suite).  (i5o-i63). 

Solution  de  quelques  problèmes  qui,   pour  la  plupart,  se  rapportent  à  la  re- 
^^  lierche  de  la  première  podaire  positive  ou  négative  d'une  courbe  donnée. 

^   <:^n  Geer  {P.).  —  Sur  le  mouvement  de  systèmes  liés  à  des  con- 
ditions qui  dépendent  du  temps.  (164-206). 

I.  Littérature  (Bemoulli,  174^;  Clairaut,  Euler,  1746;  Ampère,  i83o;  Vieille, 
«^^9;  Resal,  1872;  Mischer,  1876).  —  IL  Le  théorème  du  mouvement  du  centre 
*=*€  gravité  et  le  théorème  des  aires  restent  intacts,  tandis  que  le  théorème  des 

>rces  vives  et  le  principe  de  la  moindre  action  dans  sa  forme  originale  ne  sont 

<  ")  Voir  Bulletin,  IV3,  173. 
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plus  applicables.  —  111.  Cependant,  le  dernier  principe  reste  de  rigueur  dans  s 
forme  amplifiée  donnée  par  Hamilton;  déduction  des  équations  diiférentiell 
du  mouvement  dans  la  forme  donnée  par  Hamilton  pour  ce  cas  exclu  par  h 
déduction  de   la  fonction  caractéristique  d'Hamilton  au  moyen  de  la  secon» 
forme  des  équations  du  mouvement  donnée  par  Lagrange.  —  IV.  Critique  dV 
travail  de  M.  Grinwis,  Sur  une  détermination  simple  de  la/onction  ccltoc. 
ristique  {^).  —    V.  Quelques  exemples  élémentaires.  —  VI.  Mouvement  d' 
point  sur  une  droite  qui  se  meut  d'une  manière  quelconque  dans  Tespace. 
suivre.  ) 

Krantz  [H.-J.),  —  Evaluation  d'une  intégrale  définie.  (207-21 

En  suivant  la  route  connue  frayée  par  Poisson  pour  l'évaluation  de  l'i 
gralc 

er*  dxi 


f 


l'auteur  trouve 


ri       , r\  . 


COS'J 


ensuite  il  détermine  la  même  intégrale  au  moyen  de  la  théorie  des  inlégral^^^^^  ^y 
liptiques  et  encore  au  moyen  d'une  formule  de  réduction  donnée  par  Euler^.^ 


Van   Leemven    {J.-IL).  —  Division   de   Tangle  en  un  norMcnl);^ 
quelconque  de  parties  égales.  (21 3). 


L'auteur  donne  une  solution  de  cette  question  à  l'aide  d'une  épicycloTcM^?   dé- 
terminée. 

Landré  (C-L.).  —  Sur  la  fonction 4>  de  la  méthode  des nioirm cires 
carrés.  (214-219). 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  journaux,  ma- 
thématiques,  (l  lO-I  16  et  220-23o). 

Torae  YIII;  1881. 

Van  Geer  (P.)*  —  Sur  le  mouvement  de  .s^^stèmes  liés  à  des  con- 
ditions qui  dépendent  du  temps  (suite)  (^).  (1-22). 

Vil.  Mouvement  d'un  point  sur  la  surface  d'une  sphère  dont  le  cent**  *** 
fixe,  tandis  que  le  rayon  varie  avec  le  temps.  —  VIII.  Considération  de  q»^*' 
ques  cas  spéciaux  du  mouvement  d'un  système. 

Hollman  (P.-/.).  —  Quelques  applications  géométriques    d^  *^ 


(')  Comptes  rendus  de  V Académie  royale  d'Amsterdam^  section  de    *  • 
sique,  2' série,  t.  XUl. 

(')   Voir  le  Tome  prccédcnl. 
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théorie  des  solutions  singulières  des  équations  difTérentielles  du 
second  ordre.  (23-56). 

Définition  des  solutions  simplement  singulières  et  des  solutions  doublement 
singulières;  trois  méthodes  pour  la  déduction  des  solutions  singulières  des 
équations  difTérentielles  du  second  ordre;  quelques  problèmes  où  il  s'agit  de 
trouver  une  courbe  dont  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  satisfont  à  une 
relation  donnée;  recherche  de  la  développante  ;  étude  sur  le  problème  indéter- 
miné de  la  détermination. de  l'équation  diiïérentielle  du  second  ordre,  la  solu- 
tion simplement  singulière  étant  donnée. 

Michaëlis  (D""  G.-J.).   —   Du  mouvement  des  liquides  sous  l'in- 
fluence du  frottement.  (5^). 

L'auteur  étudie  l'influence  du  frottement  sur  des  tourbillons  de  liquide  dans 
la  supposition  qu'ils  se  trouvent  sous  l'action  de  forces  qui  admettent  un  po- 
tentiel. Il  termine  par  le  mouvement  stationnaire  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion qui  se  meut  dans  la  direction  de  son  axe  de  révolution. 

^cgebekc  (D**  G.-J.).   —    Sur  une  propriété  des  racines  d'une 
équation  dérivée.  (^S-So). 

Extension  du  théorème  de  Rolle  sur  le  plan  ('). 

founier   {G,-J»'D,).  —  Une  propriété  particulière  des  quater- 
nions.  (81-88). 

^ chois  (Ch.-M.),   —  Etude   des  projections  des  Cartes  géogra- 
phiques, (l  l3-2'2^^)  (^). 

«  Parmi  les  paraboles  de  même  foyer  et  de  même  axe  dans  un  plan,  celles  qui 
tournent  leur  sommet  vers  le  même  côté  sont  coupées  à  angle  droit  par  les 
autres  qui  tournent  leur  sommet  vers  l'autre  côté.  On  demande  si  cette  pro- 
priété peut  servir  de  base  à  la  composition  de  Cartes  géographiques  où  les  mé- 
ridiens et  les  parallèles  sont  des  arcs  de  parabole.  » 

L'auteur  résout  de  la  manière  la  plus  satisfaisante  cette  question,  posée  par  la 
Société  de  Mathématiques  hollandaise.  Il  montre  que  la  propriété  énoncée 
peut  servir  de  base  ù  la  représentation  plane  d'une  petite  partie  de  la  surface 
terrestre,  mais  cju'il  y  a  d'autres  méthodes  plus  excellentes  sous  plus  d'un 
point  de  vue.  Posant  les  conditions  :  i**  qu'il  y  a  conformité  absolue  des  parties 
infinitésimales  ;  s**  que  les  variations  de  l'échelle  sont  aussi  peu  considérables 
que  possible,  et  3**  que  les  formules  pour  le  calcul  des  coordonnées  rectangulaires 
des  points  donnés  par  la  longitude  et  la  latitude  sont  simples  et  ne  s'opposent 
pas  à  une  évaluation  exacte,  il  étudie,  dans  la  supposition  générale  d'une  Terre 
de  révolution  à  méridien  quelconque,  encore  quatre  autres  manières  de  représen- 
tation, la  projection  circulaire  de  Lagrange,   une  projection  où    les  méridiens 


(  '  )  Une  traduction  française  de  cette  étude  est  insérée  dans  les  Archives  néerlan- 
iaiseSf  t.  XVI. 

(')  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Société  (1880,  n"  3). 
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et  les  parallèles  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales,  une  projectiui* 
déduite  de  la  projection  parabolique  à  l'aide  de  l'introduction  d'un  paramétra-] 
nouveau  dans  les  formules,  qui  permet  d'adapter  d'avantage  la  carte  au  terrai^ 
et  une  projection  non  symétrique  à  déviation  minimum.  De  plus,  l'auteur  s'e^ 
donné  la  peine  d'appliquer  ses  théories  k  la  composition  d'une  carte  des  Pay^ 
Bas  au  moyen  de  nombreuses  Tables. 

Liste  par  ordre  de  matières  des  articles  de  quelques  joumai 
mathématiques.  (89-112). 

Tome  IX;  1882. 

Van  den  Berg  (F.-J.).  —  Sur  la  relation  entre  les  racines  d'i:^^  ^-j^ 
équation  et  celles  de  Téquation  dérivée.  (i-i4)« 


Démonstration  géométrique  et  statique  du  théorème  de  Rolle  étendu  si^^  j^  u 
plan  ('). 

l'an  den  Berff  (F.-/.).    —  Sur  la  différence  azimutale  ewr^  ire 
l'arc  du  grand  cercle  et  la  loxodromie  entre  deux  lieux  vois  1115 
de  la  Terre  sphérique  au  point  de  départ.  (i5-3i). 

Critique  du  travail  de  M.  Janse  {'),  La  navigation  suivant  un  arc  de  grarmi 
cerclCf  par  rapport  à  quelques  formules  approximatives. 

Van  den  Berg  (F.-J,).  —  Sur  un  problème  géométrique  de    la 
théorie  des  probabilités.  (Sa-Sg). 

L'auteur  s'occupe  du  problème  :   «  Quelle  est  la   probabilité  qu'une  dr»0>^ 
qui  coupe  un  cercle  donné  coupe  encore  un  autre  cercle  donné  dans  le 
plan?  »  posé  et  résolu  par  M.  Schoute  (').  Il  démontre   que  ce  problème  — 
même    qu'une  quantité   considérable   de  problèmes   analogues  —  admet 
points  de  vue  différents  par  rapport  à  la  distribution  des  droites  dans  le  plai 
ou  bien  cette  distribution  ne  dépend  nullement  dé  la  première  courbe,  oo  bii 
il  y  a  un  rapport  intime  entre  la  distribution  des  droites  dans  le  plan  et  cet 
première   courbe.  11   fait  voir  qu'il   n'est  pas  permis   d'égaliser  deux  résulta 
obtenus  dans  ces  suppositions  différentes,  comme  l'a  fait  M.  Schoute.  En  diT 
sant  de  trois  manières  différentes  le  nombre  doublement   infini  des  droites  <f 
plan  dans  un  nombre  infini  de  systèmes  simplement  infini  —  manières  qu'il  ( 
ractérisc   par  les  noms  radiale,  parallèle  et  concentrique  —  l'auteur  obtic 
dans  la  dernière  des  deux  suppositions,    trois  intégrales  définies  dont  il 
montre  l'égalité  au  moyen  de  leurs  dérivées. 

Van  den  Berg  {F.-J.),  —   Remarque  par  rapport  a  la  relf 


♦'^nrie  précédent, 


-.  ♦ 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i5i 

Ere  les  racines  d'une  équation  et  celle  de  Téquation  dérivée. 

«lestion  de  priorité. 

*€  (L.-Bx.).  —  Sur  le  système  de  distribution  de  la  vapeur  des 
iV*^res  Sulzer  deWinterthur.  (61-86). 

'MÈl  tude  de  la  courbe  cordiforme  décrite  par  le  point  régulateur  de  Taction  des 
so«ja  papes. 

^cM^^^ra  {Yy^  M.-C).  —  Sur  la  figure  qu'on  obtient  par  la  des- 
ciription    de    parallélogrammes    sur    les    côtés    d'un    triangle. 

(  8  7-9«)- 

l^cz^^^ira  {ïy^  M,'C.).  —  Théorème  de  Stéréométrie  analogue  au 
t.li.éorème  de  Pappus.  (97). 

S tf^:^ Itjes  {F.-J,"Jr,),  —  Quelques  théorèmes  sur  les  séries.  (98- 
I  06). 

H^ 'auteur  généralise  un  théorème  de  M.  Frobcnius  {Journal  de  Borchardt, 
^-    H^XXXIX,  p.  2^2-244)  et  en  démontre  l'utilité  dans  les  applications. 

'^f^^'ltjes  (F.-J.-J/\).  —  Remarques  sur  les  dérivées  d'une  fonction 
ai    une  seule  variable.  (107-1 1 1). 

^^^^ltjes{F,'J.'Jr.)  —  Sur  la  transformation  de  la  fonction  pérîo- 
clîque  Ao  -f- A|  cos^  -j-  B|  sin'^  -t-. .  .-h  A,i  cos  n'^  -f-  B;,  sin/if . 
<i  11-116). 

^^^è^oute  (P,-!!.),  —  Sur  deux  cas  particuliers  de  la  transforma- 
tion birationnelle.  (i  i^-i^o). 

Une  traduction  de  ce  travail  a  paru  dans  le  Bulletin  ('). 

^^^^se  (L.'Bx.).  —  Sur  la  partie  de  la  surface  sphérique  du  Soleil 
Ci  couverte  par  la  Lune  à  l'occasion  d'une  éclipse.  (A  suivre)  (*). 

(ï  41-179)- 

^^^^Itjes  (F.-J,'Jr.),  —  Sur  le  caractère  du  nombre  2  envisagé 
^^CDmme  reste  quadratique.  (kjS-iqS). 

^^^^dtj'es  (F.-J.'Jr,).  —  Démonstration  du  théorème  que  chaque 
"onction  rationnelle  entière  a  une  racine.  (196-197). 

^  *  y  Voir  Bulletin,  t.  Vf,  p.  1 53. 

^       ^  Sujet  de  prix  proposé  par  la  Sociclc. 
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Simplificalion  de  la  troisième  déinonstralion  du  ihéorèine  par  Gauss. 

Stieltjes  {F.-J,'Jt\).  —  Sur  un  algorithme  pour  le  moyen  géo- 
métrique. (198-21 1). 

DémonstratioQ  de  quelques  théorèmes  donnés  par  l'auteur  dans  une  annou- 
tion  qui  se  trouve  dans  un  Mémoire  inséré  par  lui  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt.  (T.  LXXXIX,  p.  343). 

Liste  par  ordre  de   matières  des  articles  de  quelques  journaux 
mathématiques.  (212-228). 

Communications  faites  aux  jours  de  séances  de  la  Société.  (189- 
192.) 


JORNAL  DE  SCIENOAS  MATHEMATICAS  E  ASTRONOMICAS,  publicado  pelo 
Dr.  F.  GoMES  Teixeira,  professor  de  Mathematica  na  Universidade  de  Coim- 
bra,  Socio  correspondante  da  Academia  real  des  Sciencias  de  LisboaedaSo- 
ciedade  de  Sciencias  physicas  naturaes  de  Bordeaux  (^).  Volume  IV.  - 
Coimbra,  imprenza  da  Universidade,  1882-1 883. 

Martins  da  Silva  (J.~A,),  —  Sur  quelques  formules  nouvelles 
relatives  aux  racines  des  équations  algébriques.  (3-38). 

Le  savant  mathématicien  portugais  a  écrit  en  français  l'important  Mémoire 
indiqué  dans  les  deux  lignes  qui  précédent.  Il  Ta  divisé  en  quatre  parties.  Dans 
la  première^  il  donne  «  une  formule  intégrale  relative  à  une  des  racines  ima- 
ginaires des  équations  algébriques  ».  Dans  la  seconde,  il  donne  d'autres  «  for- 
mules intégrales  relatives  à  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines  rt 
au  logarithme  de  la  racine  imaginaire  d'une  équation  algébrique  ».  Dans  la  troi- 
sième, il  traite  de  la  «  formule  qui  donne  une  des  racines  imaginaires  de  l'équa- 
tion algébrique  ».  Enfin,  dans  la  quatrième,  il  fait  voir  «  comment  on  àélfv- 
mine  les  autres  racines  imaginaires  de  Téquation  algébrique  proposée  ». 

L'auteur  a  fait  précéder  son  travail  d'un  rapide  aperçu  historique  delà  ré<^ 
lution  des  équations  de  degrés  supérieurs  au  quatrième,  dans  lequel  il  nt^ 
Newton,  Waring,  Tschirnhaus,  Euler,  Lagrangc,  Bézout,  Vandermonde,  Gau«, 
Abel,  Wantzel,  E.  Galois,  Steiner,  Hesse,  Kronecker  et  Hermitc. 

Schiappa  Monlelro  {A.).  —  Sur  la  division  en  parties  égales  de 
la  distance  entre  deux  points  et  de  la  circonférence,  à  l'aide  du 
compas  ordinaire.  (39-52). 

De  la  question  ainsi  énoncée  :  «  Étant  donnés  deux  points  a  et  b,  détenniDer 
avec  le   compas  ordinaire  le  point  milieu  m  de  la  distance  qui  les  sépare  ». 


(•)  Voir  Biil/etin,  V,,  iio. 
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VI.  Schiappa  Monteiro  a'a  pas  donné  moins  de  quatre  solutions  distinctes.  Puis 
1  a  résolu  la  question  plus  générale  qui  suit  :  «  Étant  donnés  deux  points  a  et 
!ft  diviser  en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales  la  distance  qui  les  sépare, 
ïQ  employant  le  compas  ordinaire  ».  Enfin,  passant  à  la  circonférence  du  cercle, 
I  a  résolu  ce  problème  :  •  Élant  donnée  une  circonférence  de  cercle,  la  divi- 
ier  en  quatre,  cinq,  huit,  dix,  douze,  etc.,  parties  égales,  en  employant  simple- 
iient  le  compas  ordinaire  ». 

irger  Hansted  (M,).  —  Généralisation  de  la  fonclion  X«  de 
Legendre.  (53-()i). 

jnies  Teixeira  {F,),  —  Bibliographie.  —  Mélanges  de  Calcul 
intégral,  par  Joaquim  Gonies  da  Silva;  Leipzig,  1882.  (62-64)- 

■>nte  Horta  (F.  da).  —  Quelques  propriétés  des  coniques.  (65- 
86). 

Ce  travail  contient  l'exposé  et  la  démonstration  de  douze  théorèmes,  avec 
igurcs  dans  le  texte  et  planches;  il  se  termine  par  une  Note  étendue  rela- 
ive  au  sixième  de  ces  théorèmes.  Il  a  pour  but  de  donner  une  idée  géné- 
ale  d'une  étude  publiée  précédemment  dans  le  Journal  des  Sciences  ma- 
hématiques,  physiques  et  naturelles  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de 
Jsbonne,  sous  le  titre  «  Quelques  propriétés  des  coniques,  déduites  de  leur 
[énération  parallélogrammique  ». 

*ite  Pereira  da  Silva  [Duarle).  —  Sur  quelques  intégrales  in- 
définies. (87-90). 

Les  intégrales  «lont  M.  Edouard  Leite  Pereira  da  Silva  s'occupe  dans  ce  Mé- 
loire  sont  celles  qui  sont  indiquées  à  la  p.  260  du  Cours  d* Analyse  de  M.  Her- 
lite,  dont  les  Ouvrages  sont  fort  goûtés  en  Portugal. 

}mes  Teixeira  [F.),  —  Bibliographie.  —  1^  E,-N,  I^gnazzi  : 
Commcmorazione  del  conte  Giusto  Bellavitis.  —  2"  E.-N.  Le^ 
gnazzi  :  Aggiunte  illustralive  alla  coinmemorazione  del  prof*, 
conte  G.  Bellavitis;  Padova.  —  3"  A  sommadora  Mesnier\ 
Porto,  1881. — 4**  ^-  3/i?5/'/^r,0  Arithraotechnico;  Porto,  1882. 
—  5**  C.  StephanoSj  Sur  quelques  propriétés  du  système  de 
trois  figures  égales  situées  dans  un  même  plan.  (91-94). 

!•  L'Éloge  du  comte  Juste  Bellavitis  contient  le  discours  que  le  professeur 
legnazzi,  de  Padoue,  prononça,  le  6  décembre  1880,  pour  célébrer  les  éminentes 
ualités  de  Bellavitis.  Ce  discours  éloquent  est  suivi  de  cinquante-deux  notes 
em'plies  de  particularités  intéressantes  sur  la  vie  d'un  homme  qui  fut,  comme 
î  dit  Gomes  Teixeira,  tout  à  la  fois  grand  mathématicien,  ^rand  physicien, 
rand  professeur  et  grand  citoyen.  Dans  les  dernières  années  de  sa  vie,  Bellavi- 
Is  entretint  une  correspondance  scientifique  avec  le  directeur  du  Journal  dts 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques  de  Goïmbre,  et  celui-ci,  tout  natu- 
ellement,  fut  des  premiers  à  lire  l'Eloge  prononcé  par  Legnazzi.  Il  l'a  lu  et  relu 

Bull,  des  Sciences mathém.,  >."  série,  t.  VII.  (Août  i883.)  R.ii 
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plus  d'une  fois,  toujours  avec    le  plus   vif  inlérét,  et  iJ  engage   à  suivre  sor 
cxeniple  tous  ceux  qui  ne  l'ont  pas  encore  fait. 

2"  Legnazzi  a  donné  un  Supplément  à  son  Éloge  du  professeur  comte  Bellavili^  ^ 
Dans  ce  Livre  important,  publié  à  Padoueen  1881,  Legnazzi  expose,  d'une  m^^ 
niére  tout  à  fait  simple  et  élémentaire,  les  principales  découvertes  de  Bellavil 
et  les  range  méthodiquement  sous  cinq  Chapitres,  savoir  :  Chap.  I, 
lences.  —   Chap.  Il,  Imaginaires.   —  Chap.   III,   Résolution  des   équations. 
Chap.  lY,  Quateruions.  —  Chap.  V,  Logismographie  (ou  Calculographie)  ('). 

3*»  L'additionneuse  Afesnier;  Porto,  1881.  Comme  son  litre  Tindique,  cette  bi 
churc  de  M.  Raoul  Mesnier  donne  la  description  d'un  appareil  ingénieux  de 
invention,  pour  additionner  ou  sommer  les  nombres.  M.GomesTeixeira  recono. 
que  l'emploi  de  cet  instrument  est  simple  et  commode,  et  qu'ainsi  il  peut  é 
très  utile  dans  les  maisons  de  commerce  où  l'on  a  souvent  à  faire  de  grani 
additions  de  nombre. 

4°  Baoul  Mesnier  :  l'Arithmofechnicien ;  Porto,   1882.  Dans   cette  secoi 
brochure,  M.  Raoul  Mesnier  décrit  l'instrument  qu'il  a  imaginé  pour  faire» 
plus  seulement  l'addition,   mais  toutes  les  opérations  arithmétiques.  M.  Goi 
Teixeira  fait  des  vœux  pour  que  cette  machine  soit  promptcment  réalisée  dai 
pratique. 

5**  Stephanos,  Sur  quelques  propriétés  du  système  de  trois  figures  égale ■ ^ si- 

tuées  dans  un  même  plan.   Cette^Note  importante  de  Géométrie  a  été  prl — ^Iji'r 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  de  Paris, 

Schiappa  Monfeiro  (À.).  —  Noie  sur  la  génération  d'une  ccr^ni- 
que  au  moyen  du  cercle  ou  d'une  autre  conique,  et  sur  d'au  Itères 
éludes  géométriques.  (9J-108), 

M.  Schiappa  Monteiro  a  écrit  son  Mémoire  en  français  et  Ta  divisé  en  cJeoi 
parties.  Après  s'être  occupé  de  la  génération  des  coniques,  il  revient,  vers  la  Sa 
(le  la  seconde  partie,  sur  un  problème  qui  avait  été  proposé  (t. I,  p.  80  du  Jcur- 
nal  de  M.  Gomes  Teixeira  )   dans  les  termes  suivants  :  «  Mener  par  un  point  0, 
donné  dans  le  plan  d'un  cercle,  une  transversale  Om/i,  telle  que  les  distaoces 
de  ce  point  à  ceux  d'intersection  m  ci  n  avec  le  cercle  soient  dans  un  rapport 

donné   —    ».    M.  Zeferino  Candido  en  a  donné  une  solution  qui  a  été  pub/iéf, 

t.  I,  p.  8^1,  du  Journal  de  M.  Gomcs  Teixeira,  mais  M.   Schiappa  Monteiroeo 
donne,  à  son  tour,  une  autre  solution  qui  est  très  élégante. 

Leite  Perdra  da  Silva  {Duarte).   —  Dérivées  d'ordre  quel- 
conque de  j' par  rapport  àx,  quand  on  a/(j:,j>*)  =  o.  (109-118). 

Etant  donnée  une  fonction  implicite  à  deux  variables /(x,  ^)  =  0,  les  for- 
mules déduites  par  Gomes  Teixeira  ont  fait  connaître  la  valeur  de  ^(")  en  fonc- 
tion de  j^'("-'),  ...  (*),  M.  Edouard  Leite  Pcreira  da  Silva  en  déduit,  à  son  \ovXf 

èf 
une  formule  qui  nous  donne  la  valeur  de  r<")  directement  en  fonction  de  ^' 

à/ 

ÔP 

(')  En  portugais,  logismo  signifie  :  calcul,  supputation. 

(^)  Voir  Giornale  di  Matematiche  de  Battaglini,  vol.  XVIII. 
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.^ips  Teixeira   (F.).    —    Bibliographie  :    i*'   IL-F.    Barrosn 
lementos  de  Trigononietria  reclilinea;  Lisboa,  1882.  9.*^ F. -A. 
lie  Brito  Limpo,  Algunias  palavras  sobre  a  necessidade  da  de- 
Lerminaçâo  directa  da  longitude  geographîca  de  um  dos  nossos 
bservatorios  pelos  processos  electricos  ;  Lisboa,  1882.  Z^  Mar- 
^^//^Z?aA"^r,  Alhazen's  problem. 

I**  Les  Éléments  de  Trigonométrie  rectiligne,  par  Barres,  sont,  au  jugement 
ct«  M.  Gomes  Teixeira,  qui  les  recommande  à  tous  les  professeurs  de  Mathéma- 
%-mques  élémentaires,  un  excellent  livre,  écrit  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  clarté 
^n  faveur  des  jeunes  gens  qui  fréquentent  les  établissements  d'instruction  secon- 
daire. 

a*  M.  de  Brito  Limpo,  bien  connu  en  Portugal  par  ses  travaux  sur  la  Géodésie, 
a  publié  récemment  un  opuscule  qu'il  a  intitulé  :  Quelques  mots  sur  la  néces- 
sité de  déterminer  directement ,  par  les  procédés  électriques^  la  longitude 
géographique  de  l'un  de  nos  observatoires.  Le  savant  géodésien  montre  que 
la  longitude  des  observatoires  portugais  relativement  aux  principaux  observa- 
toires de  l'Europe  n'est  pas  encore  connue  avec  toute  la  rigueur  que  la  Science 
moderne  exige;  il  expose  les  tentatives  faites  pour  résoudre  cet  important  pro- 
blème, et  insiste  pour  que  les  astronomes  portugais  le  résolvent,  en  déterminant 
par  les  procédés  électriques  la  différence  de  longitude  entre  l'observatoire  de 
Tapada  d'Ajuda  et  celui  de  Madrid. 

3*>  M.  Marcus  Baker  a  publié,  dans  le  quatrième  volume  de  V American  Jour- 
nal 0/ Mathematics,  un  article  qu'il  a  intitulé: Alhazen'sproblem  (le Problème 
d'Aï  Hazen),  du  nom  du  célèbre  mathématicien  arabe,  auteur  d'un  Traité  d'op- 
tique bien  connu. 

Dans  cet  article,  M.  Baker  expose  d'abord  la  liste  des  travaux  qui  ont  été 
publiés  sur  cet  important  problème  d'Aï  Hazen,  dont  voici  l'énoncé  : 

De  deux  points  placés  dans  le  plan  d'un  cercle,  tirer  des  lignes  droites 
€fui  se  rencontrent  en  un  même  point  de  la  circonférence  et  fassent  des  angles 
égaux  avec  la  tangente  qui  passe  en  ce  point. 

Ensuite  il  étend  ce  problème  au  cas  où  le  cercle  est  placé  sur  une  sphère,  et 
<^\x  il  s'agit,  par  deux  points  de  la  sphère,  de  tracer  des  arcs  de  grand  cercle  qui 
fiassent  des  angles  égaux  avec  le  cercle  donné. 

^odrigues  (J.-M.).  —  Sur  la  formule  de  Lagrange.  (1 21-176). 

Après  avoir  exposé  rapidement  les  travaux  les  plus  importants  de  Laplace,  Bur- 
ann,  Wronski,   Cauchy,    Gomes  Teixeira,   Bouché  sur   cette  formule  de  La- 
raoge  qui  constitue  un  théorème  fondamental  de  la  théorie  générale  des  fonc- 
ions, le  jeune  sous-lieutenant  d'artillerie  expose  son  Mémoire  dont  l'objet  est 
e  généraliser  la  formule  de  Lagrange,  en  donnant  le  développement  en  série 
^H'une   fonction  Fx  d'une  variable  Xj  défmie  par  l'équation /x  rr  a. 9 x  ^  o,  et, 
•^omme  conséquence  immédiate,  d'exprimer  par   des  intégrales  définies  la  gé- 
■^ération  des  racines  des  équations  algébriques  ou  transcendantes. 

^^  Neil  de  Medeiros  (J.-C.).  —  Sur  un  problème  d'Algèbre  élé- 
mentaire. (1 77-184)- 
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Ktanl  donnée  entre  j:  et  5  la  relalion  s  =  x*  -4-  x'*,  il  s'agit  d'en  déduire 
développement  de  x**  H-  x"". 

Gomes  Teixeira{J,).  —  Bibliographie  :   i"  M.  da   Terra  f^ 
reira  Vianna,  Influence  des  charges   en   mouvement  sur  j^ 

poutres  droites.  —  a**  Cli,  Herwilc,  Cours  professé  à  la  Facu^t_«i/( 
des  Sciences  de  Paris  pendant  le  2"  semestre  de  1881  à  i^r-^fe^  g^ 
rédigé   par  M.  Andoyer;  librairie  A.  Hermann,  1882.  —  3**  // 

Brocardj   Élude  d'un  nouveau  cercle  du   plan  du  triangle.  ^ 

4"  J'  Frenety  Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  infini tésinn^iirrïa/ 
4*  édition;  Paris,  1882.  —  5°  P.  Mansion^  Introduction  ^^  /^ 
théorie  des  déterminants,  2*  édition;  Gand,  1882.  (i85-i89"[^, 

I*  La  question  traitée  par  M.  da  Terra  Pereira  Vianna  est  importante  àc^^^^ 
des  applications  qu'elle  a   dans  la  construction   des  ponts  métalliques;  ell  ^f„i 
écrite  par  l'auteur  lors  du  concours  pour  l'obtention  d'une  chaire  à  l'Écofe   p^ 
lytechnique  de  Porto,  chaire  qu'il  occupe  aujourd'hui.  Notons  en  passanL   que, 
dans  le  cours  de  son  Mémoire,  M.  da  Terra  Pereira  Vianna  a  relevé  une  erreor 
commise  par  MM.  Philipps  et  Renaudot,  deux  de  nos  ingénieurs  les  plus  dist/o. 
gués. 

X*  Dés  le  début  de  son  article  biblio;;raphique,  l'éminent  professeur  df 
rUuiversité  de  Cuïmbre  rend  un  éclatant  et  légitime  hommage  au  travail  du 
professeur  de  la  Sorbonne  :  «  M.  Andoyer  »,  dit-il,  «  rend  un  grand  service  è  /a 
Science  en  recueillant  les  savantes  leçons  de  M.  Hermite  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris.  Ceux  qui  n'ont  pas  le  bonheur  d'entendre  ce  grand  mathématiciea 
pourront  du  moins,  par  la  lecture  de  cet  Ouvrage,  se  faire  une  idée  de  la  hau- 
teur de  l'enseignement  de  l'illustre  professeur.  » 

Z"  \J Etude  cTun  nouveau  cercle  du  plan  d^un  triangle^  par  M.  H.  Brocard, 
est  une  étude  intéressante  qui  a  été  publiée  dans  les  Actes  de  fAssociatm 
française  pour  Vavancement  des  Sciences,  congrès  d'Alger. 

4"  Le  Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal  de  M.  J.  Frcneieston 
livre  très  recoiiimandable,  dit  Gouies  Teixeira,  non  seulement  par  l'élégaoce 
de  la  majeure  partie  des  solutions,  mais  encore  par  les  renseignements  précieoi 
qu'il  fournit  à  propos  de  certaines  questions  demeurées  fameuses. 

5**  V Introduction  à  la  théorie  des  déterminants  a  été  écrite  par  M.  Paul 
Mansion  pour  servir  aux  établissements  d'instruction  secondaire  de  la  Belgiqvt 
et  pour  préparer  les  élèves  à  comprendre  la  théorie  générale  des  détermioants. 
Ce  livre  est  divisé  en  trois  Chapitres  :  Chap.  I,  Définitions  et  propriétés;  Chap.U, 
Calcul  des  déterminants;  Chap.  III,  Applications.  M.  Paul  Mansion,  professeur 
de  Mathématiques  à  l'Université  royale   de  Gand,  vient  d'être  élu  membre  cor- 
respondant  de  l'Académie  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Arts  de  Belgique. 

Martins  da   Silva,  —  Solution   de  la  question  proposée  n^ai. 
(190-191). 

L'énoncé  de  cette  question  n"  ai  est  le  suivant  :  «  Trouver  les  solutions  en- 
lières  de  ré(|uation  o?^  -.i-'sans  avoir  recours  aux  logarithmes. 

lJ|t'ESTiOAS  PKOI'OSÉES,    U*"  22,    xW,    9. ^ .   fl()l). 
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Ces  trois  questions^  n**  32,33,  34»  sont  proposées  :  la  première,  par  M.  Schiappa 
MoDteiro;  la  seconde,  par  M.  Gomes  Teixeira;  la  troisième,  par  M.  Birger  Hans- 
ted,  de  Copenhague.  Voici  les  énoncés  de  ces  trois  questions  : 

!•  Prouver  syntliétiquement  que  les  surfaces  courbes,  engendrées  par  une 
droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  trois  directrices  rectiligncs,  sont  du  se- 
cond ordre,  et  déduire  les  propriétés  principales  de  ces  surfaces,  spécialement 
au  point  de  vue  de  ce  mode  de  génération. 

j*  Sommer  la  série 

V  -'^— . 

^^  é'j'.x  +  i 
0 

3*  Prouver  qu'il  y  a  un  nombre  infini  de  manières  de  développer  une  fraction 
périodique  simple  en  une  série  de  la  forme 

aïo"**  -4-  ma  lo"-**  -h  m^a  io~**  -4-  m^a  10"**  -h 

Ar.  m. 


OURNAL  FÎJR  DIB  REINE  UND  ANGEWANDTB  Mathbmatik,  herausgegcben  von 
L.  Kronegker  und  K.  Weikrstrass  (  <  ). 

Tome  XCï;  1881. 

^ t:ahl  (IVilheim).  —  Le  svstème  de  rayons  de  troisième  ordre 
et  de  deuxième  classe.  (1-22). 

Dans  son  5fémoire  fondamental  Sur  les  systèmes  algébriques  de  rayons 
i^  Mémoires  de  VAcad,  de  Berlin,  1866),  M.  Kummer  a  le  premier  démontré 
Tcxistence  de  sept  systèmes  essentiellement  différents  de  rayons  du  second 
ordre  sans  courbes  focales,  et  en  même  temps  il  y  a  développé  les  plus  impor- 
tantes des  relations  qu'ils  ont  avec  leurs  surfaces  focales.  Plus  tard  {Journal, 
t.  LXXXVI;  Bulletin^  a*  série,  IVj,  p.  40»  ^'  Bcye  a  enseigné  à  construire,  par 
an  procédé  de  la  Géométrie  synthétique,  les  systèmes  de  la  seconde  classe,  réci- 
proques de  ceux  qu'a  étudiés  M.  Kummer.  Actuellement  M.  W.  Stahl  donne  une 
nouvelle  construction  simple  d'un  des  systèmes  de  rayons  établis  par  la  re- 
cherche de  M.  Kummer,  et  sa  méthode  fait  ressortir  aussi  bien  la  relation  où 
sont  entre  eux  les  systèmes  de  rayons  du  troisième  ordre  et  de  deuxième  classe 
qui  touchent  une  surface  focale  commune,  que  la  construction  des  points  et 
plans  de  la  surface  focale.  Voici  cette  construction  : 

Soient  donnés  dans  un  plan  (01)  deux  systèmes  plans  réciproques  (o)  et  (1), 
tels  qu'une  droite  /,  corresponde  à  un  point  quelconque  L,  et  réciproquement; 
de  plus  soient  donnés  dans  les  plans  a  et  p  deux  faisceaux  projectifs  de  rayons 
A  et  B  qui  ont  un  rayon  commun  (partant  la  droite  qui  joint  leurs  centres 
coïncide  avec  la  droite,  intersection  de  leurs  plans).  Kh  bien,  une  droile  quel- 
conque /,  du  plan  (01)  percera  les  deux  plans  a  et  p,  et  rencontrera  donc  un 
rayon  de  chacun  des  deux  faisceaux  (Aot)  et  (B^)  :  construisons  le  rayon  /^**' 
qui  passe  par  le  point  L,,  élément  de  (01)  et  réciproque  de  /(o),  et  qui  rencontre 
les  mêmes  deux  rayons  de   (A a)   et   de  (Bp)    que   /,o^:  rcn;*cnil)lc  de   tous   les 
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rayons  /(**)  forme   un  système  S,  de   rayons  de  troisième  ordre  et  de  deuxième 
«•lasse. 

§  1.  Construction  du  système  de  rayons.  —  §  'î.  Les  points  et  plans  singu- 
liers de  S,.  —  §  3.  Le  système  de  rayons  S,.  —  §  4.  Les  quatre  systèmes  de 
rayons  £,,  S^,  Sj,  £,.  —  §  5.  La  surface  focale  des  systèmes  de  rayons.  - 
§  6.  La  construction  de  M.  Reye.  (Les  théorèmes  de  M.  Reyc  sont  complétés). 
—  §  7.  Cas  particuliers.  (  Un  système  particulier  qui  est  d'importance  dans  la 
théorie  des  polaires  des  complexes  du  second  ordre). 

Mangoldt  {Hans  non),  —  Sur  les  points  situés  sur  des  surfaces 
à  courbure  positive,  et  tels  que  les  lignes  géodésiques  partant 
de  ces  points  ne  cessent  jamais  d'être  des  lignes  de  longueur 
minimum.  ('.>.3-j'i). 

Le  Mémoire  prend  pour  point  de  départ  ce  passage  des  Leçont  de  Dyna- 
mique de  Jacobi  : 

«  Si,  à  partir  d'un  point  d'une  surface,  on  trace  des  lignes  de  longueur  mi- 
nimum, il  peut  se  présenter  ces  deux  cas: ou  <leux  plus  courtes  lignes,  infiaiment 
voisines,  continuent  à  marcher  l'une  à  côté  de  l'autre  sans  se  couper,  ou  elles 
se  rencontrent  de  nouveau,  et  alors  la  continuité  de  tous  les  points  d'intersec- 
tion en  forme  l'enveloppe.  Dans  le  premier  cas,  les  plus  courtes  lignes  ne  cessent 
jamais  d'être  de  longueur  minimum  ;  dans  le  second,  elles  ne  le  sont  que  jusqu'au 
point  de  contact  avec  l'enveloppe. 

»  Le  premier  se  présente,  comme  cela  s'entend,  sur  toutes  les  surfaces  déve- 
loppables;  car  dans  le  plan  les  droites  issues  d'un  point  ne  se  coupent  point 
une  seconde  fois;  de  plus,  j'ai  trouvé  qu'il  a  lieu  sur  toutes  les  surfaces  concaro- 
convexes,  c'est-à-dire  sur  celles  où  deux  sections  normales,  perpendiculaire* 
l'une  à  l'autre,  ont  leurs  rayons  de  courbure  de  deux  côtés  opposés,  par  exemple, 
sur  l'hyperbole  à  une  nappe  et  sur  le  paraboloïde  hyperbolique.  Cependant  cela 
ne  veut  pas  dire  qu'il  ne  puisse  pas  y  avoir  de  surfaces  concavo-concaves  qui 
appartiennent  à  cette  catégorie;  du  moins  l'impossibilité  n'en  a-t-ellc  pas  été 
démontrée.  Un  exemple  de  la  seconde  espèce  est  fourni  par  l'ellipsoïde  de  rota- 
tion. » 

La  question  que  Jacobi  a  laissée  indécise  a  donné  lieu  à  plusieurs  recherches: 
nous  n'en  citerons  ici  que  la  dissertation  inaugurale  de  M.  A.  von  BraunmOhl. 
Ueber  geodàtische  Liiiien  au/  Botatioiisjldchen  und  j'ene  Einhùllenden  der- 
selben,  welche  von  allen  durch  einen  Punkt  gehenden  kiirzesten  Linien  ge- 
bildet  werden;  MUnchen,  1878.  Un  extrait  de  cette  thèse  se  trouve  dans  les 
Mathematische  Annalen,  t.  XIV  {Bulletin,  2*  série,  IV^j,  p.  îaa). 

M.  von  Mangoldt  s'occupe  surtout  des  surfaces  à  courbure  positive  pour  les- 
quelles la  question  n'a  pas  encore  été  étudi«?e  assez  complètement.  D'après  ce 
géomètre  il  faut  distinguer  deux  sortes  de  points  :  i*  des  points  tels  que,  parmi 
toutes  les  lignes  géodésiques  partant  d'eux,  il  n'y  ait  pas  deux  lignes  infiniment 
voisines  qui  se  coupent;  et  2"  des  points  tels  que,  parmi  les  lignes  géodésiques 
partant  d'eux,  il  y  en  ait  du  moins  quelques-unes  qui  soient  coupées  parleslifnes 
infiniment  voisines.  Ces  points  sont  nommés  points  de  première  et  de  $econde 
espèce. 

Si  l'on  borne  l'étude  aux  surfaces  qui  sont  dépourvues  de  singularités,  on 
trouve  d'abord  qu'une  surface  à  curvatura  intégra  ne  peut  contenir  des  points 
de  première  espère  (jue  lorsque  sa  curvatura  intégra  n'est  pas  supérieure  à  la 
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moitié  de  la  sphère  servant  d'unité,  c'est-à-dire,  lorsque  la  surface  est  ouverte, 
comme,  par  exemple,  un  paraboloïde  elliptique  ou  Tune  des  nappes  d'un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes.  Mais,  quand  même  cette  condition  serait  remplie,  il  est 
impossible  que  tous  les  points  soient  de  la  première  espèce;  tout  au  rebours, 
les  points  de  première  espèce  ne  remplissent  qu'une  partie  finie  de  la  surface 
qui  peut  se  composer  d'une  ou  de  plusieurs  parties  contiguës,  tandis  que  le  reste 
oe  contient  que  des  points  de  seconde  espèce.  Enfin  l'auteur  étudie  en  par- 
ticulier, pour  les  surfaces  respectives  du  second  ordre,  la  figure  de  la  courbe 
qui  sépare  le  domaine  des  points  de  première  et  de  seconde  espèce. 

1.  Démonstration  du  théorème  de  Jacobi  pour  les  surfaces  à  courbure  néga- 
tive. —  II.  Étude  des  surfaces  à  courbure  positive.  —  III.  Domaine  des  .points 
de  première  espèce  sur  l'hyperboloïde  de  rotation  à  deux  nappes.  —  IV.  Points 
de  première  espèce  sur  le  paraboloïde  de  rotation.  (Dans  ce  paragraphe,  M.  v.  Man- 
goldt  signale  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  les  publications  de  M.  v.  Braun- 
mOhl.)  —  V.  Points  de  première  espèce  sur  l'hyperboloïde  à  trois  axes  inégaux. 

f ermite  [Ch,),  —   Sur  t]uelques  points  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. (Extrait  d'une  lettre  à  M.  Mittag-Leiïler.).  (04-78). 

Ce  Mémoire,  qui  a  été  publié  d'abord  à  Helsingfors  dans  les  Acta  SocietatU 
Scientiarum  Fennicae,  et  que  M.  Hermite  a  enrichi,  à  l'occasion  de  la  réim- 
pression, de  quelques  additions  importantes,  se  trouve  analysé  dans  le  Bulletin, 

V„    p.    3 12-320. 

r'homé  (L,'W.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations  diflV^- 
rentielles  linéaires.  (Suite,  voir  t.  LXXXVII  de  ce  Journal.), 

(79- '98). 

La  recherche  des  équations  différentielles  linéaires  homogènes,  où  l'expression 
différentielle  est  représentée  par  un  système  d'expressions  différentielles  nor- 
males (voir  le  Mémoire,  t.  LXXXIII  de  ce  Journal,  Bulletin,  2*  sér.,  II,,  p.  224), 
est  continuée  dans  ce  travail,  et  l'intégration  de  la  plupart  des  équations  diffé- 
rentielles de  cette  sorte  se  trouve  maintenant  effectuée.  En  reprenant  le  fil  des 
idées  du  ^Mémoire,  t.  LXXXVII  {Bull.y  IV,,  p.  245),  M.  Thomé  gagne  la  repré- 
sentation des  intégrales  de  ces  équations  différentielles  dans  le  domaine  d'un 
point  singulier  par  l'expédient  suivant  :  l'intégrale  indéfinie 

f{x  —  aY^{x  —  a)  dx, 

où  r  est  non  entier,  4'(^  — «)  une   série   procédant  suivant  des   puissances  à 
exposants  entiers  posititifs  et  négatifs,  se   prête  à  être  représentée   par  l'inlé- 

grale  définie  ^     —    /    <^\{x  —  a) a] a'"  da,  où  le  chemin  d'intégration  de  la 

variable  a.  est  fourni  par  la  circonférence  qui  a  l'origine  pour  centre  et  l'unité 
pour  rayon. 

L'intégrale  définie  renferme  la  même  fonction  ^  que  rintégralc  indéfinie,  cl 
cette  fonction  peut  être  représentée  là  dedans  sous  une  autre  forme  que  sous 
celle  d'un  développement  en  série.  La  chose  en  est  semblable  avec  les  intégrales 
multiples.  La  fonction  4^  est  de  la  forme  cwQ(j:  —  a),  où  w  =  2^  c(j;  — a)"' : 
ainsi  ^  se  met  rous  la  forme  PQ,  où  P  et  Q  sont  des  séries  procédant  suivant 
des  puissances  de  x  —  a,  la  première  à  exposants  entiers  négatifs,  la   «icrondp  à 
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exposaiils  enti«Ts  positifs.  Maintenant  M.  Thonié  fait  P  —  I*'-f-  I*",  Q  =Q'-r  ^»'' 
V  et  i^'  contenant   un   nombre   fini   de   termes  :  donc   il  s*agit  seulement  •4'* 
rendre  le  module  du  reste  P'Q'h-  P'Q'-f-  VQ"  plus  petit  qu'une  quantité  <\^^^' 
conque  donnée.  Celte  recherche  met  à  profit  les  théorèmes  sur  les  séries  procé- 
dant suivant  des  puissances  et  qui  satisfont  à  une  équation  différentielle  à   <^^^' 
licients  rationnels;    en  particulier,  l'auteur  utilise  les  équations  diiïérent-ic^^c^ 
linéaires  à  coefficients  rationnels  qu'il  a  construites  (t.  LXXWII,  n*7)po»*rïe* 
fonctions  qui  sont  les  facteurs  des  logarithmes  dans  la  représentation  gérftCraW 
des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  singuliers.  En  même  temps,  il  a    sim- 
plifié dans  ce  Mémoire  le  procédé  qui  tend  à   représenter  l'expression  dilF^ren- 
tielle   primitive  par  un  système  d'expressions  dilTérentielles  normales,  pr«i>cédê 
qu'il  a  développé  amplement  dans  le  tome  LXWIII.  On  voit   maintenant    qoc 
cette  représentation   dépend  principalement  de   la  résolution    d'équations      algr 
briques  dont  les  coefficients  sont  liés  algébriquement  avec   les  coefficiei^  tj$  de 
l'équation  dilTérentielle  et  dont  les  racines  déterminent  les  exposants  dans  le 
développement  des  intégrales  dans  le  voisinage  des  points  singuliers. 

Kbnigsberger  (/^.).  —  Sur  des  relations  algébriques  entre  dts> 
intégrales  de  différentes  équations  différentielles  et  leurs  quo- 
tients différentiels.  (199-214). 

Dans  un  Mémoire  du  tome  XG  {Remarques  générales  sur  le  théorème 
crAbel),  M.  Kônigsberger  a  développé  un  théorème  très  général  sur  les  relations 
mentionnées  dans  le  titre  de  ce  nouveau  travail.  Bornons-nous  à  citer  le  cas  de 
deux  é<iuations  différentielles  :  une  relation  algébrique  entre  une  intégrale  par- 
ticulière d'une  équation  différentielle  quelconque  et  une  intégrale  particulière 
d'une  autre  équation  différentielle,  mais  qui  est  irréductible,  subsiste  cncoiv 
quand  on  substitue  dans  elle  une  autre  intégrale  particulière  quelconque  de 
l'équation  différentielle  irréductible  et  une  autre  intégrale  correspondante  de 
la  première  équation  différentielle.  Dans  le  travail  du  tome  XC,  l'auteur  a  fait 
l'application  de  ce  théorème  à  l'établissement  du  théorème  d'Abel  pour  des  inté- 
grales d'équations  différentielles,  à  la  recherche  de  l'irréductibilité  d'équatioDS 
différentielles  et  à  la  détermination  de  la  forme  des  intégrales  algébriques  et 
logarithmiques  d'équations  différentielles  linéaires. 

C'est  une  recherche  concernant  l'expressibilité  algébrique  de  l'intégrale  g«^- 
nérale  d'une  équation  différentielle  par  des  intégrales  particulières  qui  a  por^^ 
M.  Kônigsberger  à  généraliser  le  théorème  cité;  cette  généralisation  se  rapporta 
à  la  conservation  de  la  forme  d'une  relation  algébrique  qui  a  lieu  entre  des  in- 
tégrales particulières  de  différentes  équations  différentielles  et  de  leurs  quo- 
tients différentiels.  L'extension  de  la  proposition  dans  ce  sens  et  quelques  appli- 
cations du  théorème  démontré  antérieurement  font  le  sujet  du  nouveau  Mé- 
moire. Voici  le  théorème  dans  sa  nouvelle  forme  : 

S'il  existe  une  relation  algébrique  entre  une  intégrale  particulière  dtune 
équation  différentielle  quelconque  et  d*une  suite  des  dérivées  de  l'intégrale 
et  entre  une  intégrale  particulière  d'une  équation  différentielle  irréductible 
et  d'un  nombre  de  ses  dérivées,  cette  relation  subsistera  encore  quand  Vu^té- 
grale  de  l'équation  irréductible  est  remplacée  par  une  autre  intégrcdt  p(^' 
ticulière  quelconque,  pourvu  que  l'intégrale  de  l'autre  équation  différentielle 
soit  remplacée  par  une  certaine  autre. 
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lJinger{S.).  —  Sur  des  intégrales  multiples  qui  ne  changent 
le  forme  par  une  transformation  des  variables.  (:>.  i5-'2'2o). 

osons  qu'il  existe  entre  m  variables  Xy,  x^y  ,,  .,x^  une  équation    homo- 
1  second  degré  et  m  —  3  équations  homogènes  linéaires 

f  ^  a„x}  -h  2a„  JT.Xj  +. .  .4-  a^^^J,  =  o, 
V  ^.  v^x^  +  v,j:,  -T-. .  .4-  v^x„  =  o, 


iV  =^-  W^X^-\-  WjX^ 


t,X,    4-/jX,  -+-...-h/^X^  r-.  o; 


15 171  —  3  quelconques  de  ces  relations  les  coefficients  a^,  s^^^  •  •  •>  'a  ^0*^"^ 
étions  homogènes  de  premier  degré,  dans  la  (m  —  i)'*"^  des  fonctions 
^nes  de  second  degré,  de  m  autres  variables ^,,^j,  .•.,^',„;  ainsi  que  les 
ns  (i)  et  (i*),  arrangées  convenablement  et  ordonnées  suivant  les  puis- 
dès  y^^,  puissent  être  mises  sous  celle  forme 


a„rl  -^  «wri^a  -+-•••+  »««.^?/i  =  o- 


1  introduise,  en   outre,  entre  les  variables  ar^x,,  ...,x^  de  même  que 


i>^«>  •••»^«>  deux  relations  arbitraires 


p(j?„j?5,  ...,x^)  =  0,  p(ri,ri»  •••»r«)  =  <>, 

ue  ijlP  -+- 1  (respectivement  vp  -h  1)  représente  une  fonction  homogène  de 
îsp. v'**')  degré  des  >',,>'„  -"jy^i^^^P-^v^v  •••»^«)-  Enfin  posons, 
bréger , 
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étant,  pour  une  fonction  quelconque  U  des  variables  d'intégration,  limé 


P'0'^)v/v 
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sera  traiisfunnée  par  les  relalioos  (i)  &  (3),  en 

(',*)  j .  rr...  r]idf,dx,.^x^ 

^'^  JJ         J  P'(^«)v'A 

Gundeljingcr  (S.).  —  Sur  la  transformation,  en  somme  de 
rés,  d'une  forme  quadratique.  (vî2i-'>.37). 

La  réduction  en  somme  de  rarrés,  d'une  forme  quadratique,  nécessaire  » 
presque  toutes  les  disciplines  dos  Mathématiques,  a  été  étudiée  depuis  Lagn 
par  bien  des  géomètres,  et  la  transformation  de  Lagrange  a  encore  suggi! 
Jacobi  l'idée  d'une  investigation  profonde  théorique.  M.  Gundelânger 
qu'une  autre  représentation  de  la  réduction  en  question,  indiquée  par  PU 
(t.  WIV  du  Journal,  p.  .197)  n'est  guère  connue,  quoiqu'elle  remporte,dai 
sieurs  points  essentiels,  sur  celle  de  Jacobî,  qu'elle  ait  la  même 
rclle-ri  et  qu'elle  enseigne  à  exprimer  d'une  manière  directe  les  variables 
mitivcs  x^  par  les  transformées.  Tout  en  poursuivant  l'idée  fondamental 
PlUcker,  l'auteur  entre  dans  une  recherche  qui  s'étend  à  toutes  les  pas — Ucu- 
larités  du  sujet,  et  il  discute  notamment  le  cas  où  il  subsiste  des  rel^^  tjooo 
linéaires  entre  les  variables  x^. 

Ilazzidakis  (J.-A.),  —  Sur  une  propriété  des  déterminant»    mi- 
neurs d'un  déterminant  symétrique.  (238-247). 

Soit  A  =  I  a^^a^^..  .a^^  \  un  déterminant  symétrique  où  a^^  ■r=  a^^;  sappo5oo« 
que   les  a^^  soient  des  fonctions  entières  d'une  variable  (i>  à  coefficients   réf|.<: 
désignons  par  A,,  le   coefficient  de  a^^  dans  A,  par  A,,.,,  celui   de  a^^  dans  i„. 
par  A,,  22,33  celui  de  a^  dans  A„  22»  clc.  :  alors  la  suite  des  déterminants    symé- 
triques 

sera  une  suite  de  Sturm  pour  l'équation  A  —  o  et  pour  Fintervalle  de  «=« 
à  b>  =  6  sous  ces  conditions  :  i"  aucune  des  fonctions  (1)  ne  doit  s'évaoouir 
identiquement,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  de  o>;  3*  la  somme 


V^    ,  ,  /uL  =  I,  2,  3,  . . ., /i\ 


ne  doit  pas  s'évanouir  dans  l'intervalle  a. .  .à.  Les  fonctions  (1)  conservent  leu 
propriété  quand  on  remplace  la  seconde  condition  par  celle-ci  :  I-a  forme  qu 
dralique 

a^^x^x^         <|x  -  I,  j.  . . ., /i,    V  —  I,  a,  . . ., /i), 

dont  les  coefficients  dépendent  do  <•>,  doit  être  définie  pour  toutes  les  va 
de  u>  situées  dans  l'intervalle  a.  ..6,  et  ne  dï»it  s'évanouir  que  lorsque  touf 
variables  deviennent  égales  à  zéro. 


1 


Jlunyady  {Eugen).  —  Sur  un  critère  de  Steiner  dans  la  Û 
des  sections  coniques.  (248-253). 

Démonstration  analytique  d'une  proposition  de  Sleincr. 
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^atlhiessen  (Ludivig),  —  Sur  le  soi-disant  problème  des  restes 
dans  les  Ouvrages  chinois  Swan-king  de  Sun-tsze  et  Tayenlci- 
schu  de  Yih-hing.  (254-261). 

Dans  les  Ouvrages  cités  des  Chinois  on  trouve  une  méthode  servant  à  résoudre 
certains  problèmes  de  la  théorie  des  nombres.  L'auteur  a  déjà  démontré,  en 
187),  que  cette  méthode  Tayen  (grande  extension)  des  Chinois  est  identique  à 
la  méthode  des  congruences  de  Gauss. 

La  méthode  généralisée  Tayen  de  Yih-hing  ne  se  trouve,  sous  sa  forme  parti- 
culière, dans  aucun  Ouvrage  moderne.  L'explication  de  cette  méthode  généra- 
lisée et  l'établissement  du  théorème  qui  lui  sert  de  base  font  le  sujet  de  cette 
Note. 

râ/e. —  Intégrales  de  quelques  équations  différentielles  linéaires. 
(262-264). 

onigsberger  (L.).  —  Sur  la  liaison  entre  l'intégrale  générale 
et  les  intégrales  particulières  des  équations  différentielles. 
(a65-3oo). 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires 
iomogénes  en  fournit  l'intégrale  générale  comme  aggrégat  additif  d'intégrales 
larticulières  multipliées  par  des  constantes  arbitraires,  et  c'est  sur  ce  théorème 
ue  s*appuie  la  possibilité  de  la  discussion  des  intégrales  d'équations  différen- 
telles  linéaires.  Demander  la  relation  qui  lie  l'intégrale  générale  aux  intégrales 
tarticulières  pour  des  équations  différentielles  algébriques  quelconques,  ou  plu- 
&t  demander  les  conditions  pour  l'existence  d'une  telle  relation,  voilà  en  effet 
ne  question  importante  et  inévitable  pour  le  développement  de  la  théorie  des 
quations  différentielles  générales,  question  dont  la  réponse  pouvait  être  abordée 
u  moyen  des  recherches  et  propositions  que  M.  Kônigsberger  avait  récemment 
•abliées  sur  l'extension  du  théorème  d'Abel  à  des  équations  différentielles  quel- 
onques  et  sur  les  intégrales  algébriquement  logarithmiques  d'équations  diffé- 
rentielles linéaires  non  homogènes. 

Le  problème  général  peut  s'énoncer  sous  cette  forme  :  . 

Caractériser  toutes  les  équations  différentielles  algébriques  d*ordre  m  qui 
tnt  la  propriété  que  leur  intégrale  générale  puisse  être  exprimée  comme 
fonction  algébrique  de  la  variable  indépendante,  d'un  nombre  déterminé 
d'intégrales  particulières  et  de  m  constantes  arbitraires ,  et  préciser  la 
forme  de  cette  /onction  algébrique  elle-même. 

Après  avoir  résumé  quelques  propositions  tirées  de  ses  études  antérieures  sur 
les  équations  différentielles,  M.  Kônigsberger  applique  ces  principes  généraux 
à  la  discussion  des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre,  et 
déjà  dans  cette  étude  spéciale  il  utilise  les  différentes  méthodes  dont  il  se  sert 
pour  les  équations  différentielles  d'ordres  supérieurs.  Cependant  il  n'est  pas  pos- 
sible d'ébaucher  une  esquisse  légère  des  propositions  intéressantes  qu'il  fait  res- 
sortir de  son  analyse  détaillée.  Bornons-nous  à  signaler  ce  théorème  général^  qui 
fait  conclusion  à  son  travail  : 

La  condition  nécessaire  et   suffisante  pour  quune  équation  différentielle 


i6î  SECONDE  PARTIE. 

^-  =  f{x,y)  soit  telle  que  son  intégrale  générale  soit  une  fonction  algé- 
brique d'une  intégrale  particulière  et  d'une  constante  arbitraire  coruUu 
dans  l'équation  /{x,  y)  =  |x(j:).X(^),  où  [l{x)  est  une  /onction  algébrique 

dv 
arbitraire  de  x  et\{y)  une  fonction  algébrique  dey  telle  que  ^  '     soit  me 

différentielle  de  première  espèce  de  rang  i. 

Kronecker  (L,),  —  Sur  le  discriminant  de  fonctions  algébrique*; 
d'une  variable.  (3oi-334). 

La  publication  de  M.  Kronecker  forme  la  première  partie  d'un  travail  qui  a 
été  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  dans  la  séance  du  i6  jan- 
vier 1862,  sans  avoir  été  inséré  aux  Mémoires  de  cette  savante  Société,  In 
ample  Mémoire,  de  MM.  Weber  et  Dedekind,  présenté  à  la  rédaction  du  Jour- 
nal et  publié  dans  le  tome  XCII,  détermina  M.  Kronecker  à  le  faire  précéder 
d'un  travail  dont  la  conception  est  antérieure  à  ce  nouveau  Mémoire  de  presque 
vingt  années.  Comme  il  est  difficile  de  développer,  dans  un  résumé,  la  richesse 
des  points  de  vue  et  idées  de  l'auteur,  nous  empruntons  à  rintroduclioo  ce 
passage,  qui  nous  semble  le  mieux  révéler  les  idées  générales  qui  ont  préside  à 
la  naissance  des  notions  nouvelles  : 

«  Le  principe  qui  sert  de  base  aux  développements  suivants  m'a  été  suggéré 
en  1857  par  des  recherches  générales  concernant  les  théories  de  nombres  com- 
plexes.  La   généralité   des   recherches  amena    immédiatement    la    notion  des 
nombres  entiers  algébriques  comme  racines  d'équations  F{x)  =0  à  coefficient 
entiers,  c'est-à-dire  d'équations  où  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de x 
est  égal  à  l'unité  et  où  les  autres  coefficients  sont  des  nombres  entiers;  ce  fui 
d'abord  l'étude  de  théories  spéciales  de  nombres  complexes  qui  les  fit  concevoir 
comme  fonctions  entières  à  coefficients   entiers  d'un  nombre  entier  algébrique 
déterminé.  Mais  il  surgit  alors  certaines   difficultés  :  elles  se   rapporlaicnt  re- 
pendant uniquement  à  la  détermination  des  facteurs  complexes  du  discriniinanl 
et  ne  se  présentaient  que  lorsque  les  nombres  complexes  spéciaux  dont  il  s'agis- 
sait montraient   une  propriété  particulière  :  c'est  que  des  nombres  algébriques 
entiers  pouvaient  afTecter  la  forme  de  nombres  complexes  fractionnaires,  c'esl- 
à-dire  de  fonctions'entièrcs  du  nombre  algébrique  pris  pour  base,  à  cocfficicnU 
numériques  fractionnaires.  Après  quelques  réflexions,  ces  difficultés  me  portcreol 
à  comprendre,  dans  cette  année-là,  que  c'est  une  restriction  aussi  utile  que  nui- 
sible que  de  représenter  les  fonctions  rationnelles  d'une  grandeur  jr,  définie  par 
une  équation  algébrique,  uniquement  sous  la  forme  de  fonctions  entières  de  x, 
c'est-à-dire,  n  dénotant  le  degré  de  l'équation,  comme  fonctions  linéaires  homo- 
gènes des   n  grandeurs  \,x,x^t  ...,a:*'~*;  que,  tout   au   contraire,  le  caracléir 
propre  de  la  question  exige  leur  représentation   plus  générale  par  des  former 
linéaires  homogènes  de  n  fonctions  rationnelles  quelconques  de  Xy  linéairemeol 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Cela  donne  la  possibilité  d'établir  des  formes 
de  nombres  complexes  où  chaque  nombre   algébrique  entier   se  présente  aussi 
comme  entier,  et  d'enlever  ainsi  les  difficultés  signalées  ci-dessus.  Les  travaux 
de  M.  Kummer  sur  les  nombres  complexes  formés   des    périodes  de  racines  de 
l'unité  avaient  déjà  fait  voir  combien  de  telles  formes  sont  convenables  aubui,el 
en  même  temps  il  avait  fait  aussi  paraître  ce  Tableau  des  coefficients  détermi- 
nants qui  s'ensuit  de  la  conditioii  que  la  multiplication  de  formes  linéaires  de /> 
éléments  à  cucffiricnis  cnliiTs   fasse  résulter  une  foniie  de  même  nature.  O^H*' 
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^ndiiion  détermine  immédiatement  les  éléments  comme  nombres  entiers  algé- 
riques  et  tels  que  tous  sont  exprimables  rationnellement  par  un  d'entre  eux, 
u'ils  appartiennent  donc  à  un  même  genre.  » 

^usenberger  {Otto).  —  Contribution  à  la  transformation  li- 
f^caire  des  fonctions  elliptiques.  (335-34o). 

i*our  effectuer   la  transformation   &j(t,  w)    par    la    substitution    t' » 


& 


utcur  se  propose  de  déterminer  !e  quotient  —— '-  •  Posant 


^^veloppe  ces  équations  fonctionnelles 

/(2T)=/(T),     /(9T)=/(T),     /{2'-9'x)=/{x), 

t»    il  conclut  a''9'  =  i -h  5,  6  étant  indéfiniment  petit,  et  enfin  par  une  analyse 
«le 

o/?i^  (Z,.- W.).  — Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires. (34 1-346). 

Addition  au  Mémoire,  p.  79  du  môme  Tome,  avec  une  Note  où  Fauteur 
léfcnd  son  travail  du  Tome  LWWII  contre  une  critique  contenue  dans  b* 
fahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  1879. 

'hellbach  (A.-//.).  —  Une  représentation  géométrique  de  la 
substitution  de  Landen.  (347-348). 

Le  triangle  sphérique  rectangle  est  propre  à  représenter  cette  substitution. 

isch.  —  Démonstration  d*un  théorème  sur  des  séries  ponctuelles 
projectives.  (3^()-35i).  E.  Lampe. 


JRNAL  DE  L*ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruction 
le  cet  élablissemenl  (  *  ). 

XLIX»  Cahier.  —  Tome  XXX,  1881. 

killips.  —  Du  spiral  réglant  conique  des  chronomètres  et  de  di- 
vers autres  spiraux.  (i-46). 

^')  Voir  Bulletin,  Vl,,  orh. 
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l/aateur  traile  d'abord  avec  dt^tail  du  spiral  réglant  conique;  il  calcule  les 
éléments  les  plus  favorables  à  Tapplication  et  montre,  en  particulier,  l'uti- 
lité qu'il  y  a  à  munir  le  spiral  de  deux  courbes  terminales  théoriques,  siiuées 
dans  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  du  cône,  afin  de  satisfaire  à  la  condi- 
tion si  importante  que  le  centre  de  gravité  du  spiral  entier  soit  aussi  prés  que 
possible  de  Taxe  du  balancier;  il  étudie  ensuite  divers  types  dérivés  :  le  spiral 
cylindrique,  le  spiral  plat  sans  courbes  terminales  ou  muni  d'une  ou  deux 
courbes  terminales  théoriques,  le  spiral  formé  de  deux  spirales  coniques  égales 
situées  respectivement  sur  deux  cônes  égaux  adossés  suivant  leur  base,  les 
deux  spirales  étant  d'ailleurs  dans  le  prolongement  Tune  de  Tautre.  M.  Phillips 
montre  que,  pour  les  types  à  deux  courbes  terminales  théoriques  qu'il  examine, 
la  distance  du  centre  dé  gravité  du  spiral  à  Taxe  est  du  premier  ordre  de  peti- 
tesse, c'est-à-dire  que  son  terme  le  plus  important  est  proportionnel  au  pas  V 
Dans  le  spiral  plat  à  une  seule  courbe  terminale  théorique,  cette  distance  peut 
être  rendue  aussi  très  petite;  dans  le  spiral  cylindrique,  le  terme  principal  de 
cette  distance  est  proportionnel  à  X';  tout  ceci  suppose  d'ailleurs  expressé- 
ment que  l'axe  du  spiral  coïncide  avec  Taxe  du  balancier. 

La  propriété  qu'on  vient  de  mentionner  pour  le  spiral  cylindre  ne  lui  est  pas 
particulière;  M.  Phillips  Pavait  déjà  rencontrée  pour  le  spiral  sphérique  (Comptes 
renduSj  9  et  16  juin  1879);  il  montre  que  celte  propriété  subsiste  pour  un 
grand  nombre  de  types  de  spiraux,  obtenus  en  considérant  des  spirales  à  pas 
constant  enroulées  sur  une  surface  de  révolution  admettant  un  plan  de  symé- 
trie; la  courbe  se  termine  à  des  distances  égales  de  ce  plan  et  le  spiral  est 
muni  de  deux  courbes  terminales  théoriques,  situées  dans  deux  plans  perpendi- 
culaires à  l'axe;  leurs  projections  sur  le  plan  de  l'équateur  sont  symétriques  par 
rapport  au  méridien  moyen;  en  disposant  convenablement  des  données,  on 
peut  faire  que  la  distance  du  centre  de  gravité  du  spiral  à  l'axe  soit  compa- 
rable à  X'.  M.  Phillips  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  signales  pour  le  spiral 
cylindrique  et  le  spiral  sphérique.  11  étudie  ensuite  le  spiral  en  tonneau. 

Badoureau.  —  Mémoire  sur  les  figures  isoscèles.  (47-172)» 

L'auteur  commence  par  rappeler  les  travaux  analogues  de  GergooDeetde 
M.  Catalan.  Le  Mémoire  de  M.  Catalan,  inséré  en  i865  dans  le  XLl*  Gabier  du 
Journal  de  VÉcole  Polytechnique,  est  relatif  aux  polyèdres  semi-réguliers  du 
premier  et  du  second  genre.  Un  polyèdre  semi-régulier  au  premier  genre  est 
celui  dont  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  et  dont  les  angles  polyèdres 
sont  égaux  ou  symétriques  et  un  polyèdre  semi-régulier  du  second  genre  est  ce- 
lui dont  les  faces  sont  égales  et  dont  les  angles  polyèdres  sont  réguliers.  M.  Ca- 
talan a  énuméré  et  décrit  les  quinze  types  possibles  de  polyèdres  semi-réguliers 
du  premier  genre. 

M.  Badoureau  a  cherché  quels  étaient  tous  les  polyèdres  que  l'on  pouvait 
construire  en  assemblant  des  polygones  réguliers  convexes  ou  étoiles,  de  façon 
que  tous  les  angles  solides  fussent  égaux  ou  symétriques.  11  établit  d'abord 
qu'il  n'existait  que  quinze  polyèdres  convexes  jouissant  de  cette  propri<!té.  et 
cela  par  des  raisonnements  différents  de  ceux  de  M.  Catalan;  l'application  des 
méthodes  cristallographiques  de  Bravais  lui  fournit  ensuite,  pour  la  construr- 
tion  de  ces  polyèdres,  des  procédés  également  différents  de  ceux  de  M.  Ca- 
talan. M.  Badoureau  étudie 'aussi  toutes  les  manières  possibles  de  découper  un 
plan  indéfini  en  polygones  convexes  réguliers  sans  vide  ni  duplicature  et  de 
façon  qu'on  puisse  superposer  la  figure  à   elle-même  en  plaçant  un  sommet  sur 
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K>rte  quel  aulre;  outre  les  trois  assemblages  réguliers  et  les  trois  asseni- 
s  semi-réguliers  de  Gergonoe,  il  trouve  sept  nouvelles  solutions, 
irocède  ensuite  à  Texamen  des  polyèdres  étoiles  qui  se  rattachent  aux  so- 
d'Archimède  à  peu  prés  de  la  même  manière  que  les  polyèdres  de  Poinsot 
tachent  aux  polyèdres  réguliers  classiques.  M.  Bertrand  a  indiqué,  pour 
mire  les  polyèdres  de  Poinsot,  une  méthode  que  M.  Badoureau  applique 
de  légères  modifications.  Il  détermine  Tespcce  des  polyèdres  étoiles  au 
n  d'une  formule  analogue,  à  l'aide  de  laquelle  MM.  Rouché  et  de  Com- 
sse  ont  pu  signaler  et  corriger  l'inexactitude  des  résultats  de  Poinsot  re- 
tment  à  Tespcce  de  ces  polyèdres. 

in  il  étudie  les  figures  qu'on  peut  former  en  recouvrant  un  plan  par  des 
ones  convexes  ou  étoiles,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  superposer  la  figure 
néme  en  plaçant  un  sommet  sur  un  autre  sommet  quelconque.  Voici,  au 
us,  la  Table  des  matières  du  Mémoire  de  M.  Badoureau. 

PsEMiÉSE  PARTIE.  —  Polyèdrcs  et  assemblages  réguliers  convexes, 

xiste  quinze  types  de  polyèdres  isoscèles  convexes  :  Symétrie  des  polyèdres 
^Ics  convexes.  —  Polyèdres  prismatiques.  —  Polyèdres  tétraédriques.  — 
^dres  cubiques.  —  Polyèdres  pentagonaux.  —  Angles  dièdres  des  polyèdres 
Ucs  convexes.  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  isoscèles  convexes.  — 
iste  huit  assemblages  isoscèles  convexes.  —  Construction  des  assemblages 
èlcs  convexes.  —  Symétrie  des  assemblages  isoscèles  convexes.  —  Tableau 
gures  isoscèles  convexes. 

Seco:iop  partie.  —  Polyèdres  et  assemblages  isoscèles  étoiles. 

de  de  recherche  des  polyèdres  isoscèles  étoiles.  —  Espèce  des  polyèdres  iso- 
s  étoiles.  —  Polyèdres  inscrits  dans  les  polyèdres  réguliers  convexes. —  Po- 
€S  isoscèles  prismatiques  étoiles.—  Il  n'existe  pas  de  polyèdre  tétraédrique 
5.  —  Polyèdres  inscrits  dans  les  polyèdres  isoscèles  cubiques  convexes.  — Po- 
«s  inscrits  dans  les  polyèdres  isoscèles  pentagonaux  convexes.  —  Autres 
îdres  isoscèles  étoiles.  —  Résumé.  —  Assemblages  isoscèles  étoiles.  —  Ta- 
i  des  figures  isoscèles  étoilces. 

ieu.  —  Mémoire  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  prisme  rec- 
gle.  (175-196). 

mé,  dans  la  douzième  de  ses  Leçons  sur  la  Théorie  mathématique  de  l'élas- 
\y  examine  l'équilibre  d'élasticité  d'un  parallélépipède  rectangle  dont  il  sup- 
les  six  faces  soumises  à  des  forces  normales  données;  en  outre,  il  suppose  les 
!S  disposées  symétriquement  par  rapport  aux  trois  plans  menés  à  égale  dis- 
;  de  deux  faces  parallèles;  il  n'a  pu  résoudre  ce  problème  difficile  que  dans 
:as  fort  simples. 

Mathieu  réduisant,  en  quelque  sorte,  le  problème  de  Lamé  à  deux  dimen- 
(,  traite  la  question  suivante  : 

Lfn  prisme  rectangle  homogène  a  ses  deux  bases  appuyées  contre  deux  pa- 
parallèles  et  fixes;  des  pressions  normales  données  sont  exercées  dans  toute 
idue  des  quatre  faces  latérales  de  ce  prisme.  Les  pressions  sont  les  mêmes 
ine  même  face  tout  le  long  d'une  ligne  parallèle  aux  quatre  arêtes  laté- 

;    de   plus,   ces  pressions   sont   disposées  symétriquement  sur   des    faces 
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latérales  opposées.   On  demande  de  déterminer  toutes  les  circonstances  dr  U 
déformation  du  prisme  et  la  résistance  que  devront  opposer  les  deux  parois  -lur 
les  bases  de  cette  poutre.  » 
Le  problème  dépend  des  équations  suivantes  : 

(i) htAM  =  o,       j htAv  =  o, 

011  t£,v>sont  les  composantes  du  déplacement  d'un  point  27,  j^,z,  où  OestladiiaUtiou 

cubique  -r h  -r— »  où  e  est  mis  à  la  place  de  ; ,  X  et  jx  étant  les  deux  con- 

^       dx        oy  A  -r-  jX 

à"*         à* 
stantes  d'élasticité,  où  enfin  le  symbole  A  désigne  l'opération  -—1  -h  ^-;- 

Les  conditions  à  la  limite  sont  de  la  forme 

Nt  =  ft{y)>  Tj  =  o,     pour  J7  =  d=  ^, 
N,  =  /,(ar),  T,  =  o,     pour  ^^  =  =^  7» 

(Xn  désignant  par  N,,  T,,  T3  les  composantes  de  la  force  élastique  rapportée  î 
Puuité  de  surface  et  exercée  en  un  point  quelconque  (x^y^  z)  sur  un  élément 
plan  parallèle  au  plan  des  yZy  et  en  employant  des  notations  analogues  pour 
les  éléments  pians  parallèles  aux  plans  des  zx  et  des  xy;  ces  forces  sontdoDncos 
par  les  formules 

les  fonctions /sont  paires. 

Si  les  quantités  Uy  v  ont  été  calculées  au  moyen  des  équations  difléreotielles 
on  en  conclura  0  et  l'équation  N^  =  X6  donnera  la  pression   normale  qu'il  fau- 

€ 

dra  exercer  en  chacun  des  points  des  bases  ^  =  +  -  du  prisme  pour  que  l'état 

d'équilibre  soit  possible;  on  aura  ainsi  la  solution  de  ce  problème  :  «Trouver 
les  déplacements  moléculaires  d'un  prisme  rectangle  dont  les  deux  bases  sont 
au  contact  de  deux  parois  parallèles  et  fixes  quand  les  faces  latérales  sontsoa- 
mises  à  des  pressions  normales  données  suivant  ce  qui  vient  d'être  indiqué,  ol 
déterminer  les  pressions  normales  que  doivent  exercer  les  deux  parois  eo  tou> 
les  points  des  bases  de  ce  prisme.  « 

M.  .Mathieu  montre  comment  on  peut  satisfaire  aux  équations  (1),  prenant 
pour  6  la  série  suivante  : 

e  =I.'\^\)^^E{my)  cosmx  -¥-  ZB^Einx)  cosny, 
où  E  désigne  un  cosinus  hyperbolique  et  où  Ton  suppose 

m  =  — —  y     n  —  — f—  » 
a  0 

p  et  q  étant  des  entiers  non  négatifs  et  le  signe  sommatoire  S  s'étendant  à 
toutes  les  valeurs  de  p  et  de  q.  Les  quantités  llb^  et  B^  sont  elles-mêmes  don- 
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lécs  au  moyen  de  séries  infinies  dont  M.  Mathieu  démontre  avec  soin  la  conver- 
gence; une  application  numérique  termine  son  travail.  Il  annonce  enfin  que  les 
nèmes  considérations  paraissent  conduire  à  la  solution  du  problème  de  Lamé; 
;outefois,  les  calculs  et  les  formules  se  compliquent  singulièrement. 

allandreau  (O.).  —  Contribution  à  la  théorie  du  mouvement 
elliptique  et  parabolique.  (197-204). 

Étude  des  questions  suivantes  qui  ont  un  grand  intérêt  pour  la  théorie  du 
nouvement  des  planètes  et  des  comètes  : 

Soit 

M  — I/o  — /(sinu  — sini/,)= /î(^  —  f,), 

;t  supposons  qu'on  développe  la  difTérence  u  —  ir/«  suivant  les  puissances  de 
î  —  t^y  entre  quelles  limites  le  développement  sera-t-il  convergent? 
Soit  de  même,  dans  le  cas  des  orbites  paraboliques, 

tang^i^  -h  ^  tang>ii»  -  ^tangi v,  -h  iung^^v,  j  =  h{t  -  /.), 

!Dtre  quelles  limites  le  développement  de  i^— i'*)  suivant  les  puissances  de  /—  £«, 
ubsistera-t-il? 

M.  Callandreau  donne  un  Tableau  qui  permet  de  s'assurer,  dans  un  cas 
lonné,  si  Ton  est  dans  les  limites  de  convergence;  les  limites  peuvent  se  trou- 
er assez  étendues  pour  qu'on  puisse  tirer  parti  d'observations  qui  ne  sont  pas 
.  ussi  rapprochées  qu'on  le  suppose  d'ordinaire. 

\^  cas  où  le  mouvement  hé liocen trique  d'une  comète  est  assez  considérable 
»our  que  l'anomalie  vraie  soit  voisine  de  180°  ofTre  un  intérêt  particulier,  et  Ton 
loit  recourir  à  des  modes  particuliers  de  développement  indiqués  par  Bessel 
t.  Le  Verrier;  en  posant  v'  =  180  —  v,  l'équation 


tang-v'         atang^-i»' 


=  A/ 


idmet,  pour  de  grandes  valeurs  de  ht^  trois  déterminations,  en  adoptant  la  dé- 
ermination 

lang-v»' =(3Af)    •; 

»n  peut  développer  v\  suivant  les  puissances  de ^  >  en  partant  de  l'équa- 

ion 

1  , 
tang-v» 

2  I 


sT' 


3tang»-v'        (3A0' 
2 

M    cela    tant  que   le  premier  membre    de  celte   équation  est  plus  petit  que 

^cornu  (L.).  —  Sur  les  polygones  générateurs  d'une  relation 
entre  plusieurs  variables  imaginaires.  (ao5-2a8). 

Bull,  des  Sciences  mathém,,  2*  série,  t.  Vil.  (Septembre  i883.)     R.12 
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Ktant  donnée  une  relation 

entre  n  variables  imaginaires  ^p  z^,  . . .,  «„,  à  chaque  système  de  solutions 
respondra  un  polygone  dont  les  soninicls  seront  les  points  ^p -Sj,  ...,5^ 
polygone  est  dit  générateur^  par  M.  Lecornu.  L'auteur  étudie  commcn 
peut  déplacer  et  déformer  ce  polygone,  en  sup[)osant  la  fonction  /  holômoa 
Il  existe,  en  général',  pour  chaque  polygone  générateur  un  centre  instantaa 
rotation  dont  Taflixe  est  donnée  par  la  formule 


1^    ' 


les  p  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  /  et  P  =  S/>;  le  polygon^c^^ 
ainsi  se  déplacer  sans  déformation.  En  partant  d'un  polygone  générateur^      ^ 
conque,  on  peut  considérer  deux  familles  de  courbes  <lécrites  par  les  som^  -*^/< 
les  unes  sont  les  trajectoires  (du  premier  genre)  correspondant  à  un  if^oor^ 
ment  de  déplacement  sans  déformation;  les  autres  sont  les  trajectoires  (^  ^tute- 
cond  genre)  correspondant  à  une  variation  de  longueur  des  côtés  sans  citante, 
ment  de  leurs  directions  ni  de  leurs  rapports.  Les  deux  espèces  de  courbes  soat 
orthogonales;  pour  chaque  sommet,  les  trajectoires  de  chaque  genre  foroieai 
un  système  isotherme  dont  le  paramètre  différentiel  est,  en  chaque  point,  é^a/ 
à  Tinverse  du  rayon  vecteur  issu  du  centre  instantané;  l'auteur  introduit  aossi 
un  système  de  forces  g  liées  simplement  aux  dérivées  partielles  p  qui  le  con- 
duisent à  quelques  propositions  qui  s'énoncent  élégamment  dans  le  langage  de 
la  Statique.  £nûn  il  étudie  quelques-unes  des  singularités  les  plus  simples. 

L*  cahier.  —  Tome  XXXI,  1881. 

Léaulé  {H,),   —   Théorie  générale  des  transmissions  par  câbles 
métalliques.  Règles  pratiques.  (1-198). 

Les  câbles  métalliques  destinés  à  transmettre  le  mouvement  d'un  arbre  à  od 
autre,  lorsque  la  portée  est  trop  forte  pour  permettre  l'emploi  des  courroies, 
ont  été  imaginés,  en  i856,  par  M.  Hirn;  depuis  lors,  ces  transmissions  sont  en- 
trées de  plus  en  plus  dans  la  pratique;  M.  Léauté  cite  les  travaux  suivants dool 
les  câbles  métalliques  ont  été  l'objet  :  IIesal,  Traité  de  Mécanique  généralf, 
t.  I,  p.  321  ;  t.  III,  p.  371.  T{¥,vhKAV\t  Le  Constructeur,  traduction  DebizCi  p.  3S9. 
AciiARD,  Annales  des  Mines,  7*  série,  t.  VI,  VII,  VIII  (De  la  transmission  et  de 
la  distribution  des  forces  motrices  à  de  grandes  distances).  Xic^EzXf  AnnaUt 
du  Génie  civil,  mars,  avril,  mai  1876;  enfin  les  leçons  de  M.  Gallon  à  l'École 
des  iMincs. 

Toutefois,  jusqu'ici,  les  câbles  télédynamiques  n'ont  pas  été  l'objet  d'uoe 
étude  rationnelle  au  point  de  vue  pratique.  Les  règles  admises  pour  les  établir 
ne  permettent  pas  d'obtenir,  dans  tous  les  cas,  une  transmission  fonctionDaB^ 
d'une  manière  satisfaisante.  On  se  contente,  en  effet,  de  déterminer  la  section 
du  câble  à  employer  et  le  nombre  de  fils  qui  doivent  le  former,  par  cette  double 
condition  que  le  glissement  sur  les  poulies  ne  puisse  se  produire  et  que  te 
ràble  soit  capable,  à  l'état  statique,  de  résister  à  la  tension  qu'il  supporte,  f^ 
l'on  suppose,  pour  faire  ce  calcul,  que  la  longueur  de  ce  càble  ne  change  P>' 
et  que  la  résistance  à  vaincre  est  constante. 
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Ces  hypothèses  s'éloignent  de  la  réalité  :  les  câbles,  en  effet,  sont  animés  d'une 
vitesse  considérable  et  la  force  centrifuge  n'est  pas  négligeable;  en  outre, 
ils  ne  conservent  pas,  d'un  moment  à  Tautre,  la  même  longueur  :  ils  sont 
très  sensibles  aux  variations  de  température  et  surtout  d'humidité;  de  plus, 
s'ils  n'ont  pas  été  préalablement  étirés,  ils  subissent,  par  l'emploi,  des  allonge- 
ments relativement  considérables  qui  se  continuent  au  fur  et  à  mesure  de  leur 
service. 

Enfin,  reflbrt  à  vaincre  n'est  jamais  rigoureusement  constant  et  ses  variations 
icquièrcnt  une  grande  importance,  depuis  que,  l'emploi  des  câbles  s'étant  géné- 
*alisé,  on  leur  a  fait  commander  directement  des  appareils  isolés.  Une  trans- 
nission  télédynamique,  installée  pour  transmettre  un  effort  donné,  peut  ne  plus 
onctionner  du  tout  s'il  se  produit  dans  la  résistance  à  vaincre  des  oscillations 
itteignant  certaines  limites. 

L.e  problème  à  traiter  consiste  à  rechercher  de  quelle  manière  un  câble  s'en- 
■oulant  sur  deux  poulies  transmet  le  mouvement  de  l'une  à  l'autre,  dans  le  cas 
;éDéral  d'une  puissance  et  d'une  résistance  variables.  Pour  le  résoudre,  il  faut 
rouver,  en  fonction  des  éléments  de  la  transmission,  la  relation  qui  existe  entre 
es  efforts  qu'exerce  un  câble  à  ses  deux  extrémités  et  le  déplacement  relatif 
[u'elles  peuvent  éprouver.  Le  rapport  de  l'accroissement  de  tension  au  déplace- 
nent  relatif  des  extrémités  joue  un  rôle  capital;  il  doit  être  maintenu  entre 
;ertaines  limites  et  peut  être  pris  comme  le  coefficient  de  régularité  de  la 
.ransmission. 

«  La  méthode  suivie  dans  ce  travail  »,  dit  l'auteur,  «  est  la  suivante  : 

»  Nous  examinons,  en  premier  lieu,  le  cas  du  mouvement  permanent,  c'est- 
k-dire  celui  où,  la  puissance  étant  constamment  égale  à  la  résistance,  les  poulies 
>nt  la  même  vitesse. 

n  C'est  ensuite  à  ce  mouvement  idéal  que  nous  rapportons  le  mouvement 
-éel,  de  manière  à  mettre  en  évidence  les  variations  de  vitesse  et  de  tension, 
'léments  principaux  à  considérer. 

»  Nous  obtenons  de  la  sorte  les  équations  qui  lient  ces  deux  éléments  et  nous 
x>uvons  ainsi  déterminer  le  coefficient  de  régularité. 

j»  Cette  manière  d'opérer  nous  conduit  tout  d'abord  à  étudier  la  forme  prise 
sar  une  corde  inextensible  en  mouvement  permanent,  sous  l'action  de  forces 
indépendantes  du  temps,  et  à  montrer  que  cette  forme  est  identique  avec  celle 
Je  l'équilibre  au  repos  sous  l'action  des  mêmes  forces,  ce  qui  constitue  une  gé- 
léralisation  d'un  théorème  dû  à  M.  Rcsal.  Elle  nous  amène  ensuite  à  trouver 
les  équations  générales  des  petites  oscillations  de  cette  corde  écartée  de  sa  po> 
lition  de  repos  apparent  et  à  prouver  que,  dans  le  cas  où  la  figure  permanente 
est  plane,  ce  qui  est  le  cas  des  câbles,  les  oscillations  perpendiculaires  au  plan 
ie  la  corde  n'altèrent  pas  les  tensions.  Elle  nous  permet  enfin  de  calculer  les 
tensions  moyennes  développées  aux  extrémités  d'une  transmission  télédyna- 
raîque  par  un  déplacement  relatif  des  poulies  et  de  montrer  que  le  coefficient 
le  régularité  est  proportionnel  au  poids  du  câble,  à  la  portée  et  à  la  somme  des 
inverses  des  cubes  des  deux  flèches. 

-m  Ces  résultats  une  fois  établis  et  l'importance  de  la  considération  des  flèches 
mise  ainsi  en  lumière,  nous  remarquons  que,  s'il  y  a  intérêt,  au  point  de  vue  de 
la  régularité,  à  diminuer  les  flèches,  il  est  nécessaire  cependant  de  ne  pas  les 
réduire  outre  mesure,  d'une  part,  afin  d'éviter  que,  cette  régularité  étant  trop 
grande,  les  variations  du  travail  résistant  ne  donnent  lieu  à  des  secousses  trop 
brusques  et,  d'autre  part,  afin  que,   sous  l'influence  des  raccourcissements  acci- 
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dcntels  que  peut  subir  le  câble,  il  ne  se  produise  pas  des  eflbrts  dangereux 
le  mécanisme. 

»  Nous  déterminons  alors,  en  nous  appuyant  sur  les  résultats  de  l'expcrier 
les  limites  entre  lesquelles  il  convient  de  maintenir  la  flèche  relative  an 
pour  éviter   ces  divers  inconvénients.    Ces  limites,  une  fois  fixées,  nous 
mettent  de  calculer  un  câble  convenable  dans  un  cas  quelconque. 

»  Nous  arrivons  ainsi  à  former  des  Tableaux  numériques  fournissant, 


la  valeur  de  la  portée  et  du  travail  à  transmettre,  le  poids  du  câble  par  icirr— -)i^ 
courant,  le  diamètre  des  fils  qui  le  forment,  celui  des  poulies  à  employer, 
bleaux  dans  lesquels  il  a  été  tenu  compte  â  la  fois  de  tous  les  éléments  du 
blême,  c'est-à-dire  :  i°  des  conditions  de  résistance  et  d'adhérence,  ainsi  qi 
mouvement  propre  du  câble  qui  les  modifie;  a**  de  la  régularité  relative  au 
ficient  du  fonctionnement  que  l'on   veut  atteindre;  3*  des  variations  dc^ 
gueur  accidentelles  ou  permanentes  auxquelles  le  câble  est  exposé.  » 

Poincaré,  —  Sur  les  formes  cubiques  ternaires  et  quaternaires. 
(199-253). 

Le  but  de  l'auteur  est  d'étendre  aux  formes  homogènes  de  degré  supérieur/» 
belles  recherches  arithmétiques  de  M.  Hermite  relatives  aux  formes  quadrati- 
ques. Ce  premier  Mémoire  est  consacré  à  l'élude  algébrique  des  formes  cubiques 
ternaires  et  «luaternaires;  l'étude  des  formes  ternaires  est  faite  d'une  façon  appro- 
fondie, les  résultats  obtenus  s'étendent  facilement,  avec  les  indications  de  Tau- 
leur,  aux  formes  quaternaires  et  sont  d'ailleurs  susceptibles  d'une  généralisa- 
tion plus  large. 

M.  Poincaré  classe  comme  il  suit  les  substilulions  et  les  formes: 

Etant  donnée  une  subslilulion 
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elle  appartiendra  à  la  première,  à  la  deuxième,  à  la  troisième  ou  à  la  qualrièoit 
catégorie,  suivant  les  cas. 

Si  l'équation  en  X  obtenue  en  retranchant  \  des  éléments  de  la  diagonale  prin- 
cipale du  Tableau  précédent  et  égalant  â  zéro  le  déterminant  ainsi  formé  à  se$ 
racines  distinctes,  ainsi  que  les  m'*""  puissances  de  ses  racines,  T  est  de  la 
première  catégorie;  si  les  racines  sont  distinctes,  mais  non  les  paissaDCt> 
m'*""",  T  est  de  la  deuxième  catégorie;  T  est  de  la  troisième  catégorie  silf^ 
racines  ne  sont  pas  dislinclcs,  mais  si  la  substitution  T  peut  être  regardée 
comme  une  puissance  entière  d'une  substitution  de  la  première  catégorie;  eofiQ? 
dans  le  cas  qui  reste,  T  est  de  la  quatrième  catégorie. 

Si  T  appartient  à  Tune  des  trois  premières  catégories,  il  existe  une  substitu- 
tion S,  telle  que  la  substitution 

soit  canonique,  c'est-à-dire  ait  tous  ses  éléments  nuls,  sauf  ceux  de  la  diagonale 
principale. 

L'auteur  traite  ensuite  la  question  suivante  qu*il  discute  en  détail  pour  le$ 
transformations  ternaires  :  en  donnant  aux  variables  le  sens  de  coordonna' 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i;'3 

fuels   sont   les  points,  les  droites,  les  plans  que  reproduit  lu  substitution  T? 

Les  formes  cubiques  ternaires  se  divisent  en  sept  familles  ; 

Les  quatre  premières  familles  comprennent  les  formes  non  décomposa  blés. 

Les  deux  premières  familles  comprennent  les  formes  à  discriminant  non  oui  ; 

îUes  peuvent  s'écrire 

cixyz  -h  x*  -\-y^  -h  -', 

>u  être  ramenées  à  cette  forme  par  une  substitution  réelle. 

Les  formes  de  la  première  famille  sont  décomposables  en  une  somme  de 
trois  cubes,  les  formes  de  la  seconde  famille  ne  le  sont  point. 

Les  formes  de  la  troisième  famille  sont  algébriquement  équivalentes  à  Tune 
des  formes 

Les  formes  de  la  quatrième  famille  ont  tous  leurs  invariants  nuls;  elles  re- 
présentent des  courbes  à  point  de  rebroussement;  elles  peuvent  être  ramenées 
par  une  substitution  réelle  à  la  forme 

z^  -h  xy^. 

Les  formes  de  la  cinquième  famille  représentent  une  conique  et  une  droite 
non  tangentes  entre  elles;  elles  sont  algébriquement  équivalentes  à  la  forme 

pc'  4-  OL^xyz. 

Les  formes  de  la  sixième  famille  représentent  une   conique  et  une  droite 

tangentes  entre  elles;  elles  peuvent  être  ramenées,  par  une  substitution  réelle, 

au  type 

3oiyz*-hSfxy^.  • 

Enfin  la  septième  famille,  étudiée  déjà  par  M.  Hermitc,  comprend  les  formes 
décomposables  en  facteurs  linéaires. 

Ajoutons  que  M.  Poincaré  est  amené  à  considérer,  dans  les  diverses  catégories 
de  substitutions,  des  sous-groupes  plus  particuliers;  de  même  aussi  certaines  fa- 
milles de  formes  doivent  être  décomposées,  si  Ton  veut  avoir  un  Tableau  com- 
plet de  (oTmes  canoniqueSf  tel  qu'une  forme  cubique  ternaire  quelconque  à  coef- 
ficients réels  puis.se  être  ramenée  à  l'une  de  ces  formes  canoniques  au  moyen 
d'une  substitution  réelle. 

Ce  Tableau  formé,  l'auteur  calcule,  pour  chaque  forme  canonique,  le  discri- 
rninant  et  les  invariants  S  et  T  d'Aronhold;  il  résout  ensuite  la  question  sui- 
vante :  «  Étant  donnée  une  transformation  linéaire,  trouver  les  formes  qu'elle 
*eproduit.  •  Il  construit  le  Tableau  des  formes  cubiques  binaires,  ternaires  et 
[faaternaircs  reproduisibles  par  une  transformation  canonique  réelle  de  la  pre- 
mière catégorie,  comme  aussi  le  Tableau  des  formes  cubiques  quaternaires  re- 
productibles par  deux  transformations  canoniques;  les  problèmes  analogues 
iont  traités  avec  détail  pour  les  diverses  catégories  de  substitutions  et  les  di- 
verses familles  de  formes  cubiques  ternaires.  Enûn  M.  Poincaré  termine  ce  tra- 
vail en  étudiant  la  reproduction  simultanée  d'une  forme  cubique  quaternaire  au 
moyen  de  deux  substitutions,  de  la  première  ou  de  la  troisième  catégorie,  dont 
l'une  est  canonique;  la  possibilité  de  cette  double  reproduction  entraîne  la  si- 
multanéité de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  d'où 
l'on  peut,  par  un  mécanisme  bien  connu,  déduire  d'autres  équations  aux  déri- 
vées partielles  qui  doivent  être  vérifiées  en  mèuio  temps,  et  qui,  d'ailleurs, 
fournissent  do   nouvelles  transformations  qui  reproduisent  la   forme    donnée. 
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Une  discussion  approfondie  de  ces  équations  conduit  Fauteur  au  Tableau  des 
formes  cubiques  quaternaires  qui  sont  ainsi  reproductibles  par  deux  transfor- 
mations. Le  problème  analogue,  pour  les  formes  cubiques  ternaires,  se  résout 
aisément  au  moyen  de  quelques  considérations  géométriques. 

11°  Cahier.  —  Tome  XXXÏI,  1881. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  théorie  arithmétique  des  formes  quadra- 
tiques. (i-43). 

M.  Jordan  traite  les  deux  questions  suivantes  : 

I**  Étant  données  deux  formes  quadratiques  F  et  G  à  /i  variables  et  à  coeffi- 
cients entiers  complexes  de  la  forme  a  +  hi^  reconnaître  si  F  contient  G,  et  dé- 
terminer, s'il  y  a  lieu,  les  substitutions  à  coefficients  entiers  qui  transformenl 
F  en  G. 

2»  Trouver  les  représentations  d'un  entier  complexe,  ou  plus  généralement 
d'une  forme  G  à  moins  de  n  variables,  par  une  forme  F  à  /i  variables. 

Le  premier  problème  a  été  traité  par  M.  Hermite  pour  les  formes  ternaires  à 
coefficients  réels  ;  c'est  d'ailleurs  en  s'appuyant  sur  les  résultats  obtenus  par 
M.  Hermite  et  en  les  complétant  au  besoin  que  M.  Jordan  parvient  à  la  soiation 
complète. 

L'auteur  montre  tout  d'abord  que  le  problème  de  la  transformation  d'une 
forme  quadratique  en  une  autre  se  ramène  au  cas  où  la  substitution  transfor- 
mante a  l'unité  pour  déterminant.  La  solution  du  problème  dépend  alors  de  ia 
considération  des  formes  bilinéaires  de  M.  Hermite  : 

où  N(j;)  désigne  la  norme  de  x, 

M.  Jordan  rappelle  sous  quelles  conditions  une  telle  forme  7  est  réduite  et 
l'étude  qu'il  a  faite  lui-môme  de  ces  formes  et  de  leurs  transformations  {hur- 
nal  de  V Ecole  PolytechniquCy  XLVIII*  Cahier). 

Une  substitution  réduite  est    telle   que    la    forme  9    correspondante  soit 

elle-même  réduite;  enfin  une  forme  G  est  réduite  par  rapport  à  une  autre  forme 

F,  si  l'on  a 

FS  =  G, 

S  étant  une  substitution  réduite;  M.  Jordan  est  amené  à  distinguer  deux  es- 
pèces de  formes  G  réduites  par  rapport  à  la  forme  F  :  les  unes,  les  réduites  ordi- 
naires, ont  leurs  coefficients  limités:  elles  sont  donc  en  nombre  fini;  lesautrcs^ 
les  réduites  singulières,  sont  en  nombre  illimité  ;  toutefois  elles  sont  équiva- 
lentes à  des  formes  à  coefficients  limités.  Comme  conclusion  de  cette  discussion, 
on  parvient  à  ce  théorème  : 

Les  formes  de  discriminants  1  et  à  coefficients  entiers  se  répartissent  en 
un  nombre  de  classes  limité. 

L'auteur  établit  ensuite  que  toute  substitution  de  déterminant  i  et  à  coeffi- 
cients entiers  qui  transforme  F  en  G  est  un  produit  de  substitutions  partielles 
de  déterminant  i,  à  coefficients  entiers  et  limités,  dont  la  première  transforme 
F  en  G,  chacune  des  suivantes  transformant  G  en  elle-même. 

Relativement  au  second  problème,  la  représentation  d'une  forme  quadra- 
tique F  à  moins  de  n  variables  par  une  forme  /  k  n  variables,  M.  Jordan  montre 
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^]u*il  se  ramené  au  problème  de  réquivalence  des  formes  et  de  leurs  transforma- 
tions en  elles-mêmes;  il  apprend  à  former  un  système  de  réduites  H,  à  cocffi- 
<^ients  limités,  équivalentes  à  F;  il  faut  que  /contienne  une  de  ees  réduites; 
at'il  en  est  ainsi,  on  pourra  former  les  transformations  de  /  en  ces  diverses  ré- 
«luiies  :  à  chacune  de  ces  transformations  correspondra  une  représentation  de  F 
par  /.  Enfin  M.  Jordan  termine  en  montrant  comment  on  peut  faire  rentrer 
<lans  son  analyse  les  formes  de  discriminant  nul. 

oincaré  {H,).  —  Sur  les  formes  cubiques  ternaires  et  quater- 
naires. (46-91). 

Dans  le  Mémoire,  publié  sous  le  môme  titre  dont  nous  avons  précédemment 
rendu  compte,  M.  Poincaré  avait  complètement  préparé  Tétude  arithmétique 
des  formes  cubiques  ternaires;  c'est  cette  étude  qu'il  fait  dans  le  Mémoire  ac- 
tuel où  il  résout  les  trois  questions  suivantes  :  1*  reconnaître  si  deux  formes 
données  sont  équivalentes;  3**  distribuer  les  formes  en  classes,  en  genres  et  en 
ordres;  3*  trouver  les  transformations  à  coefficients  entiers  qui  reproduisent 
une  forme  donnée. 

La  méthode  suivie  par  l'auteur  appartient  à  M.  Hermite.  Pour  que  deux 
formes  soit  arithmétiquement  équivalentes,  il  faut  d'abord  qu'elles  soient  algé- 
briquement équivalentes;  si  F  et  F'  sont  deux  formes  telles  qu'on  puisse  passer 
de  Tune  à  l'autre  par  une  substitution  réelle  pour  reconnaître  si  elles  sont 
arithmétiquement  équivalentes,  il  est  nécessaire  de  définir  des  formes  réduites 
qui  jouent,  par  rapport  aux  formes  F  et  F',  le  rôle  des  réduites  par  rapjwrt 
aux  formes  quadratiques. 

Admettant  la  notion  de  formes  quadratiques  réduites  et,  en  particulier,  la 
définition  donnée  par  MM.  Korkine  et  Zolotaref  {Mathematûclie  Annalen, 
t.  VI),  on  en  tire  la  notion  de  substitution  réduite;  puis,  les  formes  réduites 
dérivées  de  la  forme  canonique  H  seront  celles  que  l'on  peut  tirer  de  II  par 
une  substitution  réduite. 

On  peut  trouver  toutes  les  formes  réduites  arithmétiquement  équivalentes  à 
une  forme  F  qui  est  elle-même  réellement  équivalente  à  la  canonique  H.  Si  H 
n'est  pas  reproductible  par  aucune  substitution,  il  y  aura,  en  général,  une  seule 
forme  équivalente  à  F;  si  H  est  reproductible  par  différentes  substitutions,  il 
y  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  réduites  équivalentes  F.  Pour  que  deux 
formes  soient  équivalentes,  il  faut  et  il  suffit  que  le  système  des  réduites  de 
Tune  soit  identique  au  système  des  réduites  de  l'autre;  enfin  la  même  méthode 
permet  de  trouver  toutes  les  substitutions  entières  qui  reproduisent  F. 

Avant  d'appliquer  cette  méthode  aux  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
M.  Poincaré  établit  une  proposition  importante  due  à  M.  Jordan  (Comptes 
rendus,  5  mai  1879),  à  savoir  que  les  formes  à  coefficients  entiers  algébrique- 
ment équivalentes  à  une  forme  donnée  se  répartissent  en  un  nombre  limité  de 
classes,  pourvu  que  le  discriminant  ne  soit  pas  nul.  Il  passe  ensuite  à  l'examen 
des  différentes  familles  de  formes  cubiques  ternaires.  Les  résultats  sont  très 
différents  suivant  les  cas;  ainsi,  dans  la  première  et  la  deuxième  famille,  il  y  a 
un  nombre  fini  de  réduites,  un  nombre  fini  de  classes  et,  en  général,  une  seule 
réduite  par  chaque  classe;  dans  la  quatrième  famille,  il  y  a  un  nombre  infini  de 
classes;  chaque  classe  contient  une  réduite  principale  et  un  nombre  fini  de  ré- 
duites secondaires,  se  disposant  en  une  chaîne  limitée  de  réduites  contiguës.  La 
cinquième  famille,  avec  des  points  doubles  imaginaires,  donne  un  nombre  fini 
de  classes;  chacune  contient  un  nombre  fini  de  réduites  formant  une  chaîne  in- 
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définie  où  elles  se  reproduisent  périodiquement,  comme  dans  le  cas  des  forme> 
quadratiques,  binaires,  indéfinies,  etc. 

Autonne  (L.).  —  Recherche  sur  les  intégrales  algébriques  des 
équations  difTérentielles  linéaires  à  coefficients  rationnels. 
(93-176). 

On  doit  à  M.  Jordan  le  théorème  suivant  obtenu  précédemment  par  M.Fachs 
dans  le  second  ordre  :  «  Si  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre />  atoulo 
ses  intégrales  algébriques,  ces  intégrales  s'expriment  linéairement  par  les  ra- 
cines d'équations  binômes,  dont  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  mooo- 
dromes  de  la  variable  et  des  racines  d'une  équation  auxiliaire  )r  =  o;  le  degr.- 
de  X  =  o  es^  inférieur  à  une  limite  fixe,  qui  ne  dépend  que  de  la  valeur  numé- 
rique de  p.  » 

Ceci  rappelé,  voici  le  problème  que  M.  Autonne  se  propose  de  résoadre  : 
«  Une  équation  difi'érentielle  linéaire  Y,  dit-il,  d'ordre />  et  à  coefficients  ration- 
nels, admet  un  système  fondamental  d'intégrales  dont  tous  les  termes  sontdes 
racines  d'une  équation  algébrique  irréductible  H  de  degré  /n  =  /?  -h  n  et  à  coef- 
ficients rationnels.  Puisque  toutes  les  m  racines  de  H  sontdes  intégrales  de  Y 
et  que  Y  ne  peut  avoir  plus  de  p  intégrales  linéairement  indépendantes  il 
existe  entre  les  m  racines  n  équations  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  con- 
stants. Je  me  propose  d'étudier  les  conséquences  qu'entraîne,  tant  pour  la  forme 
de  l'équation  algébrique  H  que  pour  la  nature  des  intégrales  de  Y,  l'existence  de 
ce  système  de  n  équations  linéaires,  homogènes,  à  coefficients  constants. 

•  Ce  travail  se  divise  en  quatre  Parties  : 

»  Dans  la  première,  j'examine  le  cas  où  n  =  i.  Si  le  degré  m  est  un  nombre 
premier  et  si  le  coefficient  du  terme  de  degré  m  —  i  dans  l'équation  H  n'est  ya 
nul,  l'équation  est  abélienne  et  toutes  les  racines  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  de  la  variable  et  de  l'une  quelconque  d'entre  elles.  L'équation  diffé- 
rentielle Y  possède  un  système  fondamental  d'intégrales  dont  l'une  est  ration- 
nelle et  les  p — I  =  m  —  2  autres  racines  m'*""  de  fonctions  rationnelles.  Dans 
ce  cas,  l'équation  auxiliaire  x  =  o,  de  M.  Jordan,  est  du  premier  degré. 

»  Dans  la  deuxième  Partie,  j'étudie  le  cas  de  n  =  2.  Si  m  est  un  nombre  pre- 
mier et  si  le  terme  du  degré  m  —  i  ne  manque  pas  dans  l'équation  H,  H  peut 
encore  être  une  équation  abélienne  et  l'équation  différentielle  admet  un  système 
fondamental  pareil  à  celui  qui  a  été  défini  dans  la  première  Partie.  Mais,  de 
plus,  H  peut  être  telle  que  toutes  les  racines  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  la  variable  et  de  deux  d'entre  elles.  L'équation  différentielle  admet 
alors  un  système  fondamental,  dont  une  intégrale  est  rationnelle  et  dont  les 
p —  I  =  m  —  3  autres  sont  de  la  forme  "\/^{u),  où  ^  désigne  une  fonction  ra- 
tionnelle de  la  variable  et  d'une  racine  u  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels. 

»  L'équation  auxiliaire  x  =  o  de  M.  Jordan  est  du  second  degré,  et  les  diverses 
équations  binômes  sont  toutes  du  degré  m. 

»  La  troisième  Partie  traite  du  cas  n  =  3.  Le  degré  m  est  encore  un  nombre 
premier  et  le  terme  du  degré  m  —  i  existe  dans  l'équation  H.  Après  avoir  donné 
un  certain  nombre  de  propositions  générales,  je  suis  forcé,  pour  traiter  complè- 
tement la  question,  de  me  restreindre  aux  degrés  premiers  inférieurs  à  ^^ 
J'énonce,  dans  ce  dernier  cas,  deux  théorèmes  : 

»  i"  Si  /?  —  I  =  /n  —  4  est  un  multiple  de  3,  l'équation  H  est  telle  que  toutes 
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les  racines  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de  la  variable  et  de  deux 
4]ueIconques  d'entre  elles.  L'équation  diiTércntiellc  possède  un  sj'stème  fonda- 
mental dont  une  intégrale  est  rationnelle  et  les  p  —  i  =  m  —  .{  autres  sont  de 

le  forme  ^^{u,j;),  où  ^  désigne  une  fonction  rationnelle,  x  la  variable,  u  une 
racine  d'une  équation  abélienne  du  troisième  degré  à  coefficients  rationnels.  » 

»  L'équation  auxiliaire  de  M.  Jordan  est  une  équation  abélienne  du  troisième 
degré. 

■  Si/? —  ir=m  —  /i  n'est  pas  un  multiple  de  3,  les  résultats  ne  dilTèrent  en 
rien  de  ceux  de  la  première  Partie. 

•  Dans  la  quatrième  Partie,  je  me  borne  à  indiquer  la  marche  à  suivre,  si 
l'on  voulait  réellement  appliquer  la  méthode  à  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle donnée.  • 

^Jathieu  {E.).    —  Mémoire    sur  le   mouvement  vibratoire   des 
cloches.  (177-247). 

L'auteur  établit  d'abord  la  théorie  du  mouvement  vibratoire  des  lames 
courbes. 

Relativement  aux  cloches,  il  suppose  l'épaisseur  variable,  le  long  d'un  même 
méridien. 

Dans  une  cloche,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  les  plaques  planes,  le 
mouvement  tangentiel  et  le  mouvement  normal  sont  fournis  par  trois  équa- 
tions non  indépendantes.  La  hauteur  des  sons  d'une  cloche  ne  varie  pas 
quand  son  épaisseur  varie  partout  dans  un  même  rapport. 

On  ne  peut  pas  choisir  le  méridien  et  la  variation  de  l'épaisseur  de  façon 
qu'une  cloche  ne  vibre  que  normalement. 

Étant  donnée  une  cloche,  on  peut,  en  frottant  le  bord,  développer  un  mouve- 
ment vibratoire  tournant  que  l'auteur  apprend  à  calculer. 

II  n'y  a  que  les  cloches  sphériques  d'épaisseur  constante  auxquelles  on  puisse 
communiquer  un  mouvement  vibratoire  purement  tangentiel,  sans  être  tour- 
nant. 

M.  Mathieu  intègre  les  équations  diiîérentielles  du  mouvement  vibratoire  le 
plus  général  d'une  cloche  sphérique,  équations  qui  sont  fort  compliquées. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gero.no  et 
Cb.  Brisse  (*).  —  3*  série. 

Tome  I;  i88a,  %*  semestre. 

•Jtesal  (H.).  —  Sur  la  courbe  synchrone  de  la  cycloïdc.  (289-295). 

La  courbe  synchrone  de  cycloïdes  ayant  leurs  bases  horizontales  et  un  point 
de  départ  commun  est  représentée  par  une  équation  très  compliquée;  cette 
courbe  est  une  trajectoire  orthogonale  des  cycloïdes;  c'est  cette  dernière  pro- 


(')  \oir  Bulletin,  \ M,,  18. 
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pricté  que  M.  Ilcsal  établit  en  partie  par  le  calcul,  en  partie  géométriquemcol; 
il  donne  aussi  de  nombreuses  propriétés  de  la  courbe.  BernouUi  {Acta  Erud., 
1697)  et  Ëulcr  {Mech,y  t.  II)  se  sont  aussi  occupés  de  ce  problème. 

Halphen.  —  Sur  la  théorie  du  déplacement.  (296-299). 

Trois  positions  quelconques  d'une  môme  figure  dans  l'espace  sont  les  symé- 
triques d'une  seule  et  môme  figure,  prises  respectivement  par  rapport  à  trois 
droites. 

Chaque  axe  de  symétrie  est  la  perpendiculaire  commune  aux  axes  de  deui 
des  déplacements  hélicoïdaux  qui  amènent  les  figures  données  les  unes  sur  b 
autres. 

Ces  propositions  généralisent  un  théorème  intéressant  de  M.  C.  Steplianos sur 
le  déplacement  des  figures  planes  {Bulletin  de  la  Soc,  Philom,,  VI,,  i3). 

Lignine  (F.).  —  Sur  quelques  propriétés  géométriques  du  mou- 
vement d'un  point.  (3oo-3o6). 

Nouvelle  démonstration  d'une  propriété  duc  à  M.  d'Ocagne  {Aouv.  Ann., 
même  Tome,  p.  44)-  ^'  Lignine  considère  la  courbe  qui  décrit  l'extréinilé  V  de 
la  vitesse,  dans  le  mouvement  d'un  point,  et  il  applique  à  cette  étude  la  notion 
si  féconde  des  quantités  géométriques.  Rapprocher  de  cette  Note  les  travaux 
si  remarquables  de  Sourof  sur  les  questions  de  Cinématique. 

De  Saint-Germain  {A.),  —  Sur  les  équations  de  l'équilibre  asia- 
tique. (3o6-3i  i). 

L'auteur  ramène  le  cas  général  à  celui  des  forces  parallèles;  et  cette  rédac- 
tion lui  fournit  un  moyen  des  plus  faciles  pour  obtenir  les  douze  équations  de 
l'équilibre  astatique. 

Or  lof  {G.).  —  Sur  une  intégrale  double.  (3i  i-3i8). 

Il  s'agit  de  l'intégrale  double  suivante,  étudiée  par  Didon  {Ann,  de  VÉcole 
Norm,  sup,,  t.  VII,  1870)  : 


// 


t-\  _?  _? 

(1  — a?' — y^)^     (1  —  2aa?-t-a')     1(1  —  26^  +  6')     tdxdy. 


Si  x^  -h y^  <j  si  a  <.  if  ô  <  i,  et  si  ji  est  un  entier  positif,  la  valeur  de  l'inlf- 
grale  ne  dépend  que  de  ab.  L'auteur  étend  cette  propriété  au  cas  de  }i  fraction- 
naire positif;  il  donne  quelques  autres  résultats  intéressants. 

Brassinne  {E.).  —  Généralisation  du  théorème  de  Brianchon  el 
de  l'hexagone  de  Pascal.  (3 1 8-3 19). 

Extension  à  des  polygones  de  2/1  côtés,  circonscrits  ou  inscrits  à  une  coniqur. 

Brassinne  {E,),  —  Manière  directe  de  ramener  la  composition 
des  forces  concourantes  à  la  théorie  du  levier.  (320-32 1). 

Démonstration  intéressante,  mais  qui  nous  semble  plus  nouvelle  daD>  la  furnic 
(pie  dans  le  fond. 
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Ifo^mann  (-f.).  —  Théorème  relatif  à  un  certain  réseau  de  quatre 
sections  coniques.  (321-324)- 

Voici  renoncé  de  la  propriété  dont  il  s'agit  :  Soient  trois  droites  A,  B,  C,  un 
point  S  et  une  conique  K3,  de  foyer  S,  et  touchant  A,  B,  en  a,,  P3;  si  I^  est  une 
C^ngente  mobile  à  K,  et  si  Kp  K3  sont  des  coniques,  de  foyer  S,  telles  que 

K,  touche  B,  C,  1)  en  ?,,T,,5„ 
K,  touche  A,  C,  D  en  a,,  y^  5^, 

1^   distance  SjS,  est  toujours  vue  sous  le  même  angle  du  point  S. 

t^ot€ché  {E.).  —  Sur  la  méthode  des  isopérimèlres.  (325-329). 

I^'auteur,  tirant  parti  de  deux  propriétés  nouvelles  des  apothèmes  et  des 
^"^yons,  dues  à  M.  Désiré  André,  perfectionna  notablement  la  méthode  des  iso- 
I^^rimètres.  Au  lieu  de  prendre  a^^et  r^,  dans  la  suite  de  Schwab, 


«I»  ''1»  «î>  '' 


3» 


X^our  valeurs  approchées  de  ->  il  prend  r^.  —  ^  {''k-x  ~"  ''*)»  ^*  "*"  â  (^*  ~"  ^t-i)* 
-^^'avantage  qui  en  résulte  est  considérable. 

^^^^RRBSPOKDANcE.  —  6r.  Barronc  :  Les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  sur  les  côtés  a^afj  ...  d'un  polygone  plan  détermi- 
nant les  segments  p,  p^ ,/?',/?,,...,  on  a 

ap  -4-  a*p'  -4- . . .  =  api  -4-  a'p\  -h . . . . 

—  P,'V.  Schaewen  :  Propriété  du  quadrilatère  inscrîptible  et 
cîrconscriptible  à  un  cercle.  —  J.-B.  Pomey  :  Sur  l'aire  d'une 
certaine  roulette.  (33o-332). 

KBLiOGRÀPHiE.  —  lutroductiou  à  la  méthode  des  Quaternions^  par 
C.-A.  Laisant,  député^  docteur  es  sciences ,  ancien  élève  de 
l'École  Polytechnique;  Paris,  1881,  1  vol.  in-8**.  Compte 
rendu  par  M.  H.  Brocard.  (332-335). 

uESTioHs  PROPOSÉES.  —  1404  à  1410.  (335-336). 

esal  {H.).  —  Développements  sur  la  question  relative  à  l'in- 
floencc  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  le  mouvement  du  pendule. 
(337-343). 

Dans  cette  étude,  l'auteur,  comme  il  l'annonce  lui-même,  a  cherché  à  pousser 
plus  loin  l'approximation  qu'on  ne  le  fait  d'habitude,  et  à  tenir  compte  de  la 
composante  de  la  rotation  de  la  Terre,  estimée  suivant  le  rayon  parallèle  à  la 
méridienne. 

^^ealis  (S.).  —  Sur  quelques  intégrales  indéfinies.  (343-35 1). 
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Conscqucnccs,  obtenues  par  voie  de  substitution,  au  moyen  de  la  formule 


r  dv 

I  —r-^ —  =  arc  lanc  V  -+-  consl. 

Parmi  les  intégrales  qu'obtient  ainsi  M.  Realis,  il  est  intéressant  de  noter  le> 
suivantes  : 

/(qn  -hi)xqzi  dx  r{n-^i)x  ziz  n  dx 

i±LX^  dx 


m 


On  intégre  donc  par  les  procédés  ordinaires  des  expressions  qui  sembleraieot  au 
premier  abord  rentrer  dans  les  intégrales  elliptiques. 

Uiï  ÀNCiEM  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES.  —  Composition 
mathématique  pour  Tadmission  à  TEcole  Polytechnique  en 
1882.  Solution  géométrique.  (35 1 -356). 

Propriétés  d'une  conique  passant  par  les  points  d'intersections  de  deux  circoD- 
férences  et  tangentes  à  ces  circonférences. 

Moret-Blanc.  —  Démonstration  des  propositions  de  M.  Lionncl, 
énoncées  t.  XX2,  p.  5 14.  (357-365). 

Sur  les  nombres  triangulaires  i  et  10;  propriétés  des  nombres  1  et  5;  sur  ifr 
propriétés  de  plusieurs  nombres  impairs  consécutifs. 

Concours  d'àdmissiom  à  l^Ecole  Centrale  en  1881;  sfxon de  ses- 
sion.—  Géométrie  analytique;  Trigonométrie;  Physique  ei 
Chimie;  Épure.  (365-368). 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1367.  (368-371). 

Propriétés  d'équations  algébriques. 

Pisani{F.),  —  Solution  de  la  question  1368.  (371-373). 
Formules  relatives  aux  projections  de  trois  points  sur  un  certain  plan. 

Choudadov.  —  Solution  de  la  question  1375.  (374-376). 
Volumes  engendrés  par  certaines  figures  tournantes. 

Borletti  (F.),  —  Solution  de  la  question  1377.  (376-377). 

Intégration  de 


dx 


(J7  4-1)  (a:  H-  j)  (J7-+-3) 

et  de 

Zx  —  \  dx 


f 


^'  "~*  *    Jx*  ■+-  wt' 


-i-wt'  — 07  —  a 
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^€^jrletti{F.).  —  Solution  de  la  question  1379.  (377-379). 
Propriété  du  triangle  ayant  pour  côtés  i5,  a6,  87. 

cijlond  (^.).  —  Solution  de  la  question  1380.  (379-380). 
Sur  une  tangente  commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent. 

^or- et" Blanc.  —  Solution  de  la  question  1386.  (38o-38i). 

F^ropriété  de  l'hyperbole  équilatére. 

^ow^d-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1397.  (SSa). 

Sur  une  conique  inscrite  dans  un  triangle. 

;^«STiows  PROPOSÉES.  —  1411  à  1417.  (382-384). 

^<xnnheim  {A.).  —  Premiers  éléments  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. (385-4oo,  433-45o). 

Excellente  introduction  à  l'étude  de  la  Géométrie  descriptive,  dans  laquelle 
^'auteur  a  introduit  les  modifications  qui  lui  ont  été  suggérées- par  une  longue 
pratique  de  l'enseignement. 

Avant  d'essayer  une  analyse  sommaire  de  ces  deux  articles,  indiquons  les  di- 
"visions  principales  : 

Lignes  droites  et  plans  en  projections  orthogonales.  —  Représentations  d'un 
corps  en  projections  orthogonales.  —  Problèmes  descriptifs.  —  Problèmes  mé- 
triques. 

La  modification  essentielle  qu'introduit  M.  Mannhcim  consiste  dans  la  sup- 
pression de  la  ligne  de  terre.  II  n'y  a  plus  ainsi  de  points  derrière  le  plan  verti- 
cal ni  au-dessous  du  plan  horizontal.  Une  épure  n'est  plus  considérée  comme 
résultant  nécessairement  du  rabattement  du  plan  vertical.  C'est  tout  aussi  bien 
le  plan  horizontal  qu'on  peut  supposer  rabattu  sur  un  tableau  vertical. 

Les  problèmes  élémentaires  ne  sont  pas  compliqués  par  cette  modification; 
et  l'exposé  de  ces  problèmes  est  éclairci  par  des  applications  pratiques  dont  le 
choix  est  très  heureux.  Il  serait  à  désirer  que  cette  nouvelle  méthode  d'ensei- 
gnement vint  à  prendre  faveur.  M.  Charles  Brisse,  de  son  côté,  en  avait,  paratt- 
il,  pris  l'initiative  dans  son  Cours j  publié  en  novembre  i88i. 

MValecki.  —  Équation  en  s  de  degré  m  et  décomposition  d'une 
forme  quadratique  en  carrés.  (4oi-4^9î  556-56o). 

Étude  intéressante  sur  la  généralisation  de  l'équation  en  *  qu'on  rencontre 
dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Soient  :  I),  un  déterminant  de 
degré  m,  à  éléments  réels,  et  symétrique;  D  ce  qu'il  devient  quand  on  diminue 
de  SJcs  éléments  de  sal^diagonalc  principale.  L'équation  D  =  o  est  celle  qu'exa- 
mine M.  Walecki,  et  il  en  donne  de  nombreuses  propriétés. 

-ieX(//.).  —  Concours  d'admission  ik  TÉcole  spéciale  militaire  en 
i88i;  solution  de  laTquestion  proposée.  (4io-4i3). 

Section  elliptique  d'un  cône  de  révolution.; 
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École  spéciale  militaihe  (Concours  de  1882).  —  Enoncés  de 
composition  de  Mathématiques  et  de  PÉpure.  (4 1 3-4 M)- 

Correspondance.  —  A.  Causse  :  Sur  les  cercles  inscrit  et  ex 
scrit  d'un  triangle.  —  J.  Thomas  :  Sur  la  question  1358.  (4i 

Kromtz  (fI,-J.),  — Solution  de  la  question  1322.  (419-421). 

Limite  du  rapport  de  deux  séries. 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1369.  (422-423). 

Propriété  de  l'ellipsoïde. 

Goffart{N.).  —  Solution  delà  question  1370.  (424-4^6). 

Construction  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole. 

Bealis(S.).  —  Solution  de  la  question  1378.  (4^*6). 

Sur  une  équation  qui  n'a  pas  de  racine  entière. 

Cartier  (IL).  —  Solution  de  la  question  1381.  (426-428). 

Problème  sur  la  circonférence. 

Lej'.  —  Solution  delà  question  1383.  (428-43o). 

Propriété  de  la  circonférence. 

Moret'Blanc.  —  Solution  de  la  question  1400.  (43o-43i). 

Propriété  du  triangle. 

Questions  proposées.  —  1418  à  1422.  (43i-432). 

Marchand  («/.).  —  Note  sur  un  développement  d'une  fonction  er 
série.  (45o-458). 

Ce  très  intéressant  article  débute  par  le  Icmme  suivant,  qui  est  presqae  h 
dent,  mais  qui  n'a  cependant  pas,  à  notre  connaissance,  été  énoncé  jasqn'i 
on  a 

f{x)dx=  I     /(pt  +  pi,  —  a:)rfj:, 

l'intégrale  étant  finie  et  déterminée. 

En  partant  de  cette  très  simple  remarque,  M.  Marchand  arrive  à  une  tr 
rieuse  généralisation  des  formules  de  Maclaurin  et  de  Taylor.  Voici  la  de 
de  ces  formules  : 

/(a  -f-  X)  -/(a  +  x.)  =  î  /'(a  +  x,)  -  ^/'{a  +  x) 

-r  ^f''{a-k-x.)^fï  r{a  +  x) 
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Laatear  donne  en  outre  la  forme  du  reste  H',^.  Il  étend  ensuite  ces  formules 
Il  cas  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

fi)ich  {E,).  —  Théorème  de  Cinématique.  (458-462). 
Ce  théorème  est  relatif  au  mouvement  d*une  figure  plane  dans  son  plan. 

*.tomari  (J^.).  —  Relation  entre  les  distances  mutuelles  :  i°  de 

:iuatre  points  situés  sur  un  même  cercle  ;  'i^  de  cinq  points  situés 

»ur  une  même  sphère.  (46îi-464)' 

Démonstration  nouvelle  de  ces  relations,  données  dans  le  Traite  de  Géome- 
'ie  de  MM.  Rouché  et  de  Comberoussc. 

KPOsiTiONS  données  aux  examens  de  licence  dans  les  difTérentes 
Facultés  de  France,  en  1880.  Enoncés  des  Facultés  de  Bor- 
leaux,  Caen,  Grenoble,  Lyon,  Montpellier,  Nancy,  Toulouse, 
bennes,  Clermont,  Lille.  (465-472,  SiG-Sig). 

RKESPOKDAKCE  i  M.  //.  Fciurc  :  à  propos  de  la  question  1414  et 
Tune  propriété  de  deux  sphères.  (472-473  ). 

uquembergue  {E,).  —  Solution  de  la  question  1337.  (473- 

75). 

F^oblème  sur  la  cissoîde. 

r^et-Blanc,  —  Solution  de  la  question  1404.  (475-476). 

V^  -4-  Ba'  H-  C  peut  toujours  être  rendu  divisible  par  7,  A,  B,  C  étant  entiers, 
sitifs  ou  négatifs,  et  non  divisibles  par  7. 

^net.  —  Solution  de  la  question  1408.  (476-478). 

I^roblème  sur  la  partition  des  nombres. 

^ezecli  (E.).  —  Solution  de  la  question  1409.  (478-479)- 

Problème  sur  le  triangle  isoscèle. 

esTioNs  PROPOSÉES.  —  1423  à  1426.  (479*4 80). 

sal{II.).  —  Sur  les  propriétés  mécaniques  delalemniscate.  (48 1- 

Après  avoir  sommairement  rappelé  les  propriétés  géométriques  principales  de 
lemniscate,  Tauteur  démontre  par  l'analyse  le  théorème  de  Saladini,  et  celui 

e   M.  O.  Bonnet.  II  donne  aussi  une  démonstration  géométrique  de  ce  dernier 

léorème. 

llignon    (E.).  —  Note    sur  la    résolution,   au   moyen   de    ta- 
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blcau\  graphiques,  de  certaiDs  problèmes  de  Cosmographie. 

(49o-5o8). 

Ce  1res  intéressant  article  fait  suite,  en  quelque  sorte,  à  une  Note  prêcéde-i^  ^ 
publiée  dans  le  même  Recueil,  sur  un  Tableau  graphique  donnant  les  beure:s  ^^ 
lever  et  du  coucher  du  Soleil.  Ici,  l'auteur  montre  comment  ce  Tableau  {>^^g. 
fournir  l'heure  du  passage  du  Soleil  dans  le  plan  vertical  est-ouest,  et  comiix^^g* 
on  peut  tenir  compte  de  la  durée  du  crépuscule.  Ce  travail  porte  Tempreint^  jç 
la  netteté  et  de  l'originalité  qui  caractérisent  l'esprit  de  M.  Colligoon. 

Gambey.  —  Solution  d'une  question  de  Mécanique  proposée     ^q 
Concours  d'agrégation  en  1879.  (5o8-5i5). 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  la  surface  d'un  cône  vertical  derévoluiîo„ 
ce  point  étant  attiré  par  le  sommet. 

Correspondance.  —  //.  Resal:  Sur  la  chaînette.  (5 1 5-5 16). 

Concours  général  de  1882.  —  Mathématiques  spéciales;  énoncé 
de  la  Composition.  (5 19). 

Catalan  {E,),  — Notes  diverses.  (5i9-52i). 

Isopérimètres;  propriétés  des  nombres;  propriété  du  pentagone  inscrit. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  i412.  (522-523). 

Propriété  du  triangle. 

Un  anonyme.  —  Solution  de  la  question  1414.  (523-526). 

Sur  deux  circonférences  dans  deux  plans  rectangulaires. 
H.'B.  D.  —  Solution  de  la  question  1415.  (526-527). 

Intégration  -■''    ' 


ion  de    1  


Questions  proposées.  — 1427  à  1429.  (527-528). 

Biehler  (C).  —  SurTélimination.  (529-542). 

Ce  Mémoire  renferme  d'assez  nombreuses  propositions,  dans  lesquelles  il  est 
fait  grand  usage  des  déterminants. 

Laguerre.  —  Transformation  par  semi-droites  réciproques.  (54^* 
556). 

M.  Laguerre  donne  ici  un  intéressant  résumé  et  des  applications  dt  sa  théorie 
des  cycles;  un  cycle  est  une  circonférence  parcourue  dans  un  sens  détermina* 
Une  semi-droite  est  la  iigure  décrite  sur  une  droite  par  un  point  mobile»  égale- 
ment dans  un  sens  déterminé.  Apres  avoir  établi  quelques  propriétés  générales» 
Tauteur  étudie  cette  transformation  spéciale  qu'il  appelle  par  semi-droites  réci- 
proques, et  qui  donne  naissance  à  d'assez  curieuses  applications. 
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^quière.  —  Constructions  géométriques  de  la  tangente  et  du 
rayon  de  courbure  des  sections  planes  du  tore.  (56 1-565). 

Ces  élégantes  constructions  sont  obtenues  par  M.  Laquicre  en  considérant  le 
C:ore  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant. 

A.  L. 


>^NALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (  '  ). 

6«  série.  —  Tome  V.  —  i"  semestre  i883. 

9ortei  (D.).  —  Calcul  et  tracé  des  panneaux  des  voûtes  biaises. 
(26-33;  1  pi.). 

Description  d'une  méthode  permettant  d'obtenir  facilement  les  panneaux  des 
^s-oussoirs  d'une  voûte  biaise.  On  ne  s'occupe  que  des  appareils  ayant  leurs 
1  its  engendrés  par  des  droites  parallèles  aux  tètes. 

Les  quatre  relations  trigonométriques  obtenues  s'appliquent  à  tous  les  appa- 
reils de  ce  genre,  et  notamment  à  l'appareil  hélicoïdal  et  à  l'appareil  orthogo- 
cial,  avec  de  grandes  simplifications  dans  ce  dernier  cas. 

La  détermination  des  angles  qui  résulteraient  de  ces  relations  peut  se  faire 
t^rès  commodément  au  moyen  de  constructions  graphiques. 

Les  rayons  de  courbure  possèdent  également  des  relations  très  simples  avec 
I  «s  lignes  trigonométriques  des  angles  considérés. 

dzaine,  —  Influence  des  irrigations  sur  l'altitude  d'une  nappe 
souterraine.  (34-6o;  3  fîg.,  i  pi.). 

La  Ville  de  Paris  s'est  trouvée  engagée,  pendant  plusieurs  années,  dans  une 
^rie  de  procès  pour  dommages  de  diverses  natures  attribués  aux  irrigations  de 
a  plaine  de  Gennevilliers  au  moyen  des  eaux  d'égout,  procès  dans  lesquels  cer- 
lains  réclamants  ont  demandé  des  indemnités  considérables.  D'autre  part,  de 
:ionibreux  et  importants  projets  d'irrigation  sont  aujourd'hui  à  l'étude,  et  les 
:rirconstances  qui  se  sont  produites  à  Gennevilliers  se  présenteront  très  proba- 
Dlement  dans  plusieurs  localités  placées  dans  des  conditions  analogues.  Bien 
4|u'il  soit  fort  difficile  de  déterminer  d'une  manière  exacte  la  part  incombant 
^ox  irrigations  dans  la  surélévation  d'une  nappe  souterraine,  il  peut  néanmoins 
être  utile  d'établir  certaines  bases  bien  précises,  susceptibles  d'éclairer  la  pra- 
tique ou  la  réglementation  des  arrosages,  et  de  guider,  en  cas  de  procès,  les 
"experts  chargés  d'apprécier  les  réclamations  produites. 

L'auteur  divise  son  étude  en  trois  Parties  : 

1*  Théorie  mathématique  de  quelques  cas  particuliers  du  mouvement  des 
^aux.  à  travers  un  sol  perméable.  Mouvement  vertical  de  filtration;  mouve- 
iient  de  l'eau  après  qu'elle  a  remonté  une  surface  imperméable  sensiblement 
:iorizontale.  Mouvement  parabolique  de  la  masse. 

2*  Application  de  cette  théorie  à  quelques  exemples,  tirés  de  la  pratique  des 
irrigations  à  Gennevilliers.  Détermination  des  données. 

BM.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIL  (Octobre  i883.)         R.i3 
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3"  Comparaison  des  résultats  de  la  théorie  avec  les  faits  observés  danit  la 
plaine  de  Gennevillicrs. 

Séjourné.  —  Fondalions  à  Tair  comprimé  d'un  pont  sur  la  Ga- 
ronne, à  Marmande.  (92-204  ;  6  fig.,  5  pL). 

Ce  Mémoire,  surtout  descriptif,  renferme  des  données  mathématiques  sur  les 
quantités  de  travail  à  développer  pour  comprimer  à  une  pression  p  un  poids  ou 
un  volume  donné  d'air  ou  pour  mettre  à  sec,  en  une  heure,  à  l'air  comprimé el 
par  épuisements,  la  fouille  correspondant  à  une  surface  S  de  massif  de  fonda- 
tion. 

Laf^rené  {H,  de).   —  Mesure  des  vitesses  et  des  débits  dans  un 
cours  d'eau  rapide  et  profond.  (219-246;  i2(ig.,  2  pi.). 

Description  des  procédés  et  des  appareils  employés  pour  mesurer,  au  moyen 
du  moulinet,  les  vitesses  de  l'Elbe,  du  Danube  et  d'autres  cours  d'eau  impor- 
tants de  TAutriche.  Analyse  abrégée  de  l'Ouvrage  publié  en  alleniand  par 
M.  Harlacher,  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Prague  et  chef  des  travaux 
hydrométriques  de  la  Bohême. 

Resal.  —  Effets  des  charges  roulantes  sur  les  ponts  métalliques. 

Dans  un  premier  Mémoire  (voir  Bulletin^  VU,,  p.  116),  l'auteur  a  indiquéune 
formule  permettant  de  déterminer  l'effet  d'une  charge  roulante  sur  un  pool 
métallique.  Cette  formule,  qui  repose  sur  plusieurs  hypothèses  plus  ou  moins 
admissibles,  lui  a  paru,  malgré  l'incertitude  de  son  point  de  départ,  s'accorder 
assez  bien  aux  divers  faits  d'expériences.  Les  conséquences  qu'il  en  déduit,  par 
des  calculs  fort  simples,  dans  ce  nouveau  travail,  pourront  être  également  sou- 
mises au  contrôle  expérimental,  afin  de  décider  le  degré  de  confiance  qu'elles 
méritent. 

Guibal.  —  Marche  des  bateaux  à  vapeur  en  courbe.  (346-3;;; 
I  pi.). 

L'auteur  a  été  conduit  à  étudier  cette  question  avec  assez  de  détails,  à  cause 
des  formes  et  des  dimensions  exceptionnelles  des  bateaux  à  vapeur  qui  devaicnl 
fréquenter  un  canal  de  grande  navigation  du  Rhône  au  port  de  Cette.  Ces  ba- 
teaux, que  l'on  ne  rencontre  guère  que  sur  le  Rhône  et  la  Saône,  ne  peuTenl 
mieux  être  définis  qu'en  les  comparant  à  de  longues  aiguilles  de  i3o"  à  i^o" 
de  longueur  pour  lesquelles  les  canaux  ordinaires,  tels  qu'ils  sont  établis,  ne 
seraient  pas  accessibles. 

Durand-Clave(L.).  —  Sur  Tévaluation  des  surfaces  de  déblai  el 

de  remblai.  (4o2-4o4;  2  fig.). 

Perfectionnement  important  imaginé  par  M.  d'Ocagnc,  et  destine  à  rendre 
absolument  pratique  le  profilomètre  de  M.  Siégler. 

Allai  d  (A\).    —  Portée  des  sons  et  caractères  à  attribuer  aii\ 
si^^naiix  sonores.  (.5()7-6'>. i  ;  9  fi^.). 


HEVUE  DES  PUBLICATIONS.  187 

l>es  c\p«Tienccs  sur  la  portée  des  sons  ne  sont  pas  nombreuses  et  offrent  cer- 
taines difficultés.  Les  expériences  disculées  dans  ce  Mémoire  ont  été  faites  en 
iKfii-i86a  à  Bouloj;ne-sur-Mcr;  à  I)ou>res,  en  1873;  aux  environs  de  New-York, 
en  i8';.'|-i875,  et  à  rembouchuro  de  l'Elbe,  en  1S80.  Elles  ont  porté  sur  des 
clorhcs,  des  lrompett<îs  et  des  sifflets  à  vapeur  et  sur  «les  cornets  de  brouillard. 

Influence  du  vent  sur  la  portée.  Koriiiule  de  la  portée  des  sons.  Consécjuences 
de  cette  formule.  Travail  nécessaire  pour  (d>tenir  différentes  portées. 

Caractères  des  signaux  sonores.  Signaux  à  un  ou  deux  sons  égaux  ou  iné- 
gaux. 

\aK'ollée,  —  Ouvrages  mobiles  des  barrages  de  la   liaule  Seine. 
(62:>.-(>49;  2  fîg.,  a  pi.). 

Résistance  et  stabilité  des  mécanismes.  Vannes-pavilbms.  IL  H. 


^JIOMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  sêa.nces  de  l*Académie  desSciences(  '  ). 

\°  14;  •>.  octobre. 

J)umas,  —  Passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (vî^S). 

JtesaL  —  Sur  le  choc  des  corps  imparfaitement  élastiques.  (078). 

Perte  de  force  vive  résultant  du  choc  de  deux  corps,  considéré  au  point  de 
vue  le  plus  général.  De  Teffet  d'un  coup  de  <|ueue  horizontal  sur  une  bille  de 
billard. 

S.  M.  V Empereur  du  Brésil,  —  Dépêche  relative  à  une  comète 
observée  par  M.    CruLs  à   FObservatoire  de   Rio  de  Janeiro. 

(593). 

André  (C).   —  Observations  des  comètes  Barnard  et  Common 
(1882)  à  rObservatoire  de  Lvon.  (SpS). 

Picard  {E-)-  —  Sur  une  classe  de  fonctions  uniformes  de  deux 
variables  indépendantes.  (jp/J). 

M.  I*oincaré  a  établi  que  toute  fonction  fuchsienne  pouvait  être  obtenue  par 
rinversion  du  quotient  de  deux  intégrales  d'une  équation  linéaire  du  second 
ordre  à  coefficients  algébriques. 

M.  Picard  a  montré  dans  une  Communication  précédente  comment  ce  point 
de  vue  pouvait  être  étendu  au  cas  de  deux  variables;  si  l'on  considère  les  équa- 
tions linéaires  simultanées  aux  dérivées  partielles 

.t  —  ap  -f-  bq  4-  cZj    r  —  a^p  -}-  ^,7  H-  c,  c. 


(•)  Voir  Bulletin,  VU,,  9',. 
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où  les  coefficicnls  sont  fonctions  algébriques  des  variables  x  et  y^  si  Ton  sup- 
pose que  CCS  équations  aient  trois  solutions  communes  co,,  Uj,  <>>,,  linéairement 
indépendantes,  si  enfin  les  équations 

-2=1/      -1  =  0 

donnent  pour  â?  et  y  des  fonctions  uniformes  de  u  et  de  i',  on  sera  parvena  ï 
des  fonctions  de  deux   variables  entièrement   analogues   aux   fonctions  fuch* 
siennes. 
Ces  circonstances  se  présentent  pour  les  équalions 

3(ar— y)j  =  /?  — ^, 
qxi^x  —\){^x — y)r  '\'  (5x*  —  (\xy  —  ^x—  2y)3p 

qui  admettent  les  trois  solutions  communes,  linéairement  indépendantes, 


'^  du 
Où 


•/o 


v^  z=z  uiu  —  i)  {u  "  X)  {u  —  y)y 

g  désignant  successivement  Xj  y  et  Tunité;  M.  Picard  développe  cet  exemple  et 
parvient  ainsi  à  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables  indépendantes,  dé- 
finies seulement  pour  des  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  à  une  condition 
d'inégalité  et  qui  se  reproduisent  pour  un  groupe  de  substitutions  linéaires.  Se 
plaçant  ensuite  à  un  point  de  vue  différent,  il  considère  le  groupe 

où  les  A,  B,  C  satisfont  aux  relations 

C,r,  +  C^^t  +  C,^3  =  A,p,  -f-  A,p,  +  A3P3  =  1, 
A,aj  +  Ajtt,  -f-  Aja,  =  o, 
B,P,-^B,p,-l-B.p,  =  o, 
Ci  «2  4- Cj  a, +  0,03  =  0, 

les  lettres  grecques  étant  les  conjuguées  des  grandes  lettres  correspondantes  et 

les  A,  B,  C  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  les  racines  cubiques  de 

l'unité;  M.  Picard  a  déjà  étudié  ce  groupe  au  point  de  vue  arithmétique;  si  Ton 

fait 

II  I  V-i 

,  \  -h  I  3    \   H-  1 

au  groupe  (i)  correspond  le  groupe 

/  M3  +  P3V-f-R3U    M,-f-P,V  +  R3U\ 

^^  V    ^  ^  M, -+-P,V  +  R,U'  M,-i-P,V+R,U;' 

Soit  maintenant  H(U,  V)  une  fonction  rationnelle  de  U  et  V  restant  continue 
pour  tout  système  de  valeurs  de  U  et  V  telles  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
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modules  soit  inférieure  à  i,  la  série 

V      /M.,-t-P3V4-R,U    M3  +  P,V-t-RaU\  i 

^     \M,-+-P,V-hR,U'  M,  +  P,V  +  R,U/  (M, -i-P,V-hR,U)>*"' 

où  m  est  UD  entier  supérieur  à  deux,   étendue   à  toutes  les   substitutions   du 
groupe  (2),  est  convergente  et  représente  une  fonction  uniforme  et  continue  de 
U  et  V  définie  seulement  pour  les  valeurs  de  U  et  V  qui  satisfont  à  la  condition 
précédemment  énoncée. 
Cette  fonction  jouit  de  la  propriété 

/M3  +  P,V-l-R,U     Ma-t-P,V  +  R^U\ 
Vm,  -+-  P,  V  4-  K,U*  M,  4-  P,V  +  H,  U  j 

=  (xM, +  P,V-4-H,U)»-F(U,  V); 

ainsi  le  quotient  de  deux  telles  fonctions  restera  inaltéré  par  les  substitutions 
du  groupe  (2). 

N**  lo;'9  octobre. 

^unias.  —  Résultats  des  travaux  du  Comité   international  des 
Poids  et  Mesures,  pendant  sa  session  de  1882.  (61 1). 

F^'aj'e.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  du  Soleil,  par  M.  C.-IV.  Sie- 
mens,  (612). 

fiesal.  —  Du  choc  de  deux  sphères  en  a^ant  égard  à  leur  degré 
d'élasticité  et  au  frottement  développé  au  conlact.  (61 5). 

Gorrelly,  —  Observations  de  la  grande  comète  Cnils,  faites   à 
rObservatoire  de  Marseille.  (624). 

AppelL  —  Théorèmes  sur  les  fonctions  d'un  point  analytique. 

(6'24). 

Soit  ¥{x^y)  —  o  une  équation  algébrique  entre  a:  et  j'  et  Z(Ç,  7;)  l'intégrale 
abélienne  normale  de  seconde  espèce  qui  a  pour  pAle  le  point  analytique  (Ç,  t;). 
Considérons  la  surface  de  Hiemann  correspondante  et,  sur  l'un  des  feuillets, 
traçons  une  courbe  fermée  limite  complète  C  qui  ne  comprenne  dans  son  inté- 
rieur aucun  point  de  ramification.  La  surface  de  Ricmann  est  de  cette  façon 
séparée  en  deux  parties  :  la  première  constituée  par  les  points  intérieurs,  la 
seconde  par  les  points  extérieurs  à  celte  courbe. 

Soit/(:r,  y)  une  fonction  du  point  analytique  («r,  j')  uniforme  à  l'extérieur 
de  la  courbe  C  et  régulière  en  tous  les  points  de  la  surface  de  Kiemann  situés 
en  dehors  de  celle  courbe. 

Soient  (^a?,^),  (~r„^,)  deux  points  analytiques  situés  en  dehors  de  la  courbe 
C,  le  point  (^Tq,  ,>'«)  étant  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  Z(^,  tJ  :  on  a  la 
relation  fondamentale 

f{x.y)---f^x,,y,)   i    -^    rZ(;,  T.)/($,  T.)r/5. 

2 ..  I  ^/^. 
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Si  lu  courbe  (C)  est  un  cercle  dont  le  centre  se  trouve  au  point  analjr^iquc 
{a,  b),  on  aura 

P  =  «B 

f{x.  y)  -=^  f{x.,  y.)  ^^XJA*){a,  b); 
7/{ciy  b)  étant  ce  que  devient 

pour  Ç  —  rt,  Tj  —  by  et  les  A  étant  indépendants  de  x,  y. 
Poincaré,  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (626). 

M.  Poinraré,  dans  l'étude   des  fonctions  fuchsiennes,  a  eu   à  considérer        ^^^ 
séries  de  la  forme 

(I) 


où  H  est  l'alcorithme  d'une  fonction  rationnelle,  où  Iz,  -^ — ^\  sont  les  r 

fércntes  substitutions  du  groupe  fuchsien  considéré  et  où  m  est  un  entier  p 
grand  que  i.  l.e  quotient  de  deux  telles  séries,  pour  une  même  valeur  de  m, 
une  fonction  fuchsienne,  ainsi  que  Ta  prouvé  l'auteur;  il  démontre  dans 
Communication  dont  nous  rendons  compte  que  toute  fonction  fuchsiea^ 
n'existant  <ju'à  l'intérieur  du  cercle  fondamental  peut  être,  et  d'une  infinité 
façons,  regardée  comme  le  quotient  de  deux  séries  (i);  pour  cela,  après  av 
rappelé  que  toute  série  (1)  pouvait  être  mise  sous  la  forme 


:^\{- 


ttS 

la 
ne 
de 
ir 


r 


où  X  fil  y  sont  deux  fonctions  fuchsiennes  aj'ant  le  groupe  considéré,  liées  , 
une  équation  algébrique  et  où   F(a:,  y)  désigne  une   fonction  rationnelle,  ' 

examine  sous  quelles  conditions  une  expression  de  la  forme  (2)  peut  être  m^^^* 
sous  la  forme  (i). 

Halphen.  —  Sur  une  série  pour  développer  les  fonctions  d'u 
variable.  (629). 
Il  s'agit  de  la  série 

(I)  A, -f- 

où 


^'\^^} 

I-— -A,P..,(;p 

l%(^)  = 

où  3  est  une  arbitraire,  où  enfin  les  A  sont  indépendants  de  x;  pour  que  ce lie 

série  représente  /"(a'),  ou  devra  prendre 

il  faut  et  il  suffit  alors  ({u'il  existe  des  nombres  a  rendant  infiniment  petit /c 
produit  I .  >.3. .  .m  a"/^'")  (  j:)  pour  m  infiniment  grand;  si  ai  peut  être  priîS  aw 
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ilà  de  loute  limite,  ^  esl  arbitraire;  sinon,  p  doit  être  pris  entre  certaines 
nites  :  la  série  (i),  où  les  A  sont  de-finis  par  Tégalité  (a),  présente  cette  singu- 
rité  qu'elle  est  très  fré{|ucmment  convergente  sans  représenter /(x). 

N**  16;  i6  octobre. 

^al.  —  Du  choc  de  deux,  billes  posées  sur  un  tapis  de  billard. 

635). 

Examen  des  circonstances  qu'entraîne  la  différence  des  diamètres  et  des 
asses  des  billes,  ainsi  que  leur  hétérogénéité. 

ye,  —  Sur  le  Catalogue  des  six  cents  tornados  observés  aux 
itats-Unis  dans  le  cours  de  ce  siècle.  (660). 

iosclii.  —  Sur  les  fonctions  de  sept  lettres.  (665). 

M.  Kronecker  et  M.  Hcrmite  ont  mis  en  évidence  l'existence  de  fonctions  de 
pt  lettres  ayant  seulement  trente  valeurs.  Dans  deux  Communications  suc- 
ssives  M.  Drioschi  étudie  ces  fonctions;  il  les  met  sous  la  forme  d'une  somme 
:  huit  quantités  qui,  dans  un  cas  particulier,  sont  les  racines  d'une  équation 
1  huitième  degré,  résoluble  par  les  fonctions  ellipticfues. 

iils,  —  Missions  brésiliennes  pour  l'observation  du  passage  de 
/^énus.  (674)- 

ye.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précédente. 
675). 

\ulhof  et  Bossert.  —  Sur  la  comète  181 -^  (Pons)  et  sur  son 
prochain  retour.  (675). 

*phanos,  —  Sur  les  propriétés  métriques  et  cinématiques  d'une 
orle  de  quadrangles  conjugués.  (677). 

Deux  systèmes  de  quatre  points  A,,  A^,  A3,  A^  et  U^,  Bj,  Bj,  B^  forment  deux 
ladrangles  conjugués,  lorsque,  de  quelque  manière  qu'on  les  place  sur  un 
éme  plan,  sans  changement  de  leurs  dimensions  respectives,  leurs  points  ror- 
spondants  (A„  B^)  constituent  quatre  couples  de  points  conjugués  par  rapport 


un  cercle;  chacun  des  angles  A^  KjX^  mesuré  dans  un  sens  déterminé  est  égal, 

un  multiple  près  de  -,  à  l'angle  B^B^B^^. 

On  peut  déterminer  une  droite  (elle  (jue  la  figure  symétrique  du  second  qua- 
angle  par  rapport  à  celle  «Iroite  ait  ses  côtés  respectivement  parallèles  aux 
tés  du  premier  ({uadranglc.  M.  Stephanos  signale  diverses  propriétés  des  qua- 
angles  conjugués  parmi  lesquelles  la  plus  saillante  est  la  suivante  :  toutes  les 
is  que  les  sommets  A,,  Aj,  Aj  du  quadrangle  (A)  tombent  respectivement  sur 
s  cercles  arbitraires  ayant  pour  centres  les  points  B,,  B^,  B„  le  quatrième 
mmet  A^  de  A  vient  tomber  sur  un  quatrième  cercle  ayant  pour  centre  le 
iiit  B,.  Celte  f»roposition  e-it  une  généralisation  d'un  théorème  donné  rérem- 
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nicnl  par  M.  Tcbebychef  dans  son  Mémoire  Sur  les  plus  simples  systèmes  ar^ 
ticulés  qui  fournissent  un  mouvement  rectiligne  approximatif  au  quatrième 
et  au  cinquième  ordre  {Mémoires  scientifiques  de  l'Académie  de  Saint-Pé- 
tersbourg,  1881). 

N«  17;  a3  octobre. 

Resal.  —  De  l'effet  d'un  coup  de  queue  incliné  sur  une  bille. 

(700). 

Borrelly,  —  Observations  de  la  grande  comète  (Cruls),  faites  à 
l'Observatoire  de  Marseille.  (712). 

Thollon  et  Gouy,  —  Observations  spectroscopiques  sur  la  grande 
comète  (Cruls). 

AppelL  —  Relations  entre  les  résidus  d'une  fonction  d'un  point 
analytique  {x^y)  qui  se  reproduit  multipliée  par  une  constante, 
quand  le  point  {Xy  y)  décrit  un  cycle.  (714)- 

Soit  *^{x^y)  une  telle  fonction  du  point  analytique  {Xy  y)  sans  points  sin- 
guliers essentiels  et  admettant  ip  multiplicateurs  correspondant  aux  2p  cycles 
normaux;  Tauteur  montre  qu'il  y  a  en  général  p  —  1  relations  entre  les  résidus 
de  la  fonction  et  les  pôles  correspondants,  supposés  simples. 

Goursat,   —  Sur  les  fonctions  hypergéométriques  de  deux  va- 
riables. (717). 

La  fonction  de  M.  Appell 

!,(«,  ^,  ^,  .^^^y)-  2d{^.m  +  n){i.m){y.n)  "^^^ 
où 

(X,  k)  =  X.(X-t-i)...(X-f-A— 1), 

vérifie,  comme  on  sait,  les  équations 

(x-^)*  — P>-f-?7  =  o, 
wtr(i  — J7)r-4-.r(i  — J7)*-i-[v—  (a-+-  p  -{-\)x]p-\-  ^yq  —  ap^  =  o. 

M.  Goursat  montre  que  ces  équations  admettent  en  général  soixante  intégrales ■« 
communes  qui  s'expriment  par  des  produits  tels  que 

xi{i-xy"yi'{i-'yy»{x-y)nh\(\  ji,  ^',  v,  /,  t), 

'kf  ji,  jt',  V  étant  liés  simplement  à  a,  p,  p',  v,  et  les  variables  /,  t'  étant  des  fonc 
tions  rationnelles  et  du  premier  degré  de  x  et  de  y.  On  obtient  ces  soixan 
intégrales  par  une  méthode  semblable  à  celle  employée  par  Jacobi  pour  1 
séries  hypergéométriques  ordinaires,  en  partant  des  dix  intégrales  définies  con 
sidérées  par  M.  Picard  (Annales  de  l* École  Normale^  1881)  et  en  obsenran^^ 
qu'il  y  a  cinq  changements  de  variables  qui  n'altèrent  pas  la  forme  de  ces  inté  — 
{jrales  diTinicsi. 
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TLemoine.  —  Décomposition  d'un  nombre  entier  N  en  ses  puis- 
sances 71*^*"*^*  maxima.  (719). 

Supposant  N  =  a"  -+-  orj  -i-.. .-+-  aJ5»  lauteur  dit  que  N  est  décomposé  en  ses 
puissances  /i'*"«"  maxima,  si,  en  général,  Oy  est  la  racine  n"'*"*  à  une  unité  pré* 
par  défaut  de  <*/-*- «?+|  -+-...+ a  «  ;  il  donne  divers  théorèmes  relatifs  à  cette 
décomposition. 

hict,  —  Induction  binaire  et  ses  périodes.  (722). 

N*»  18;  3o  octobre. 

.^^esal,  —  Remarques  sur  la  théorie  des  chocs.  (745). 

Hcard,  —  Sur  certaines  formes  quadratiques  et  sur  quelques 
groupes  discontinus.  (763). 

En  employant  un  procédé  dû  à  M.  Hermitc,  on  peut  généraliser  la  théorie 
des  formes  quadratiques  ternaires  en  considérant  la  forme 

\xx^  -h  '^'yy%  -h  k'  zz^  •+■  B^j,  -h  B,  j'.s 
4-  B'zx^  -h  B'ç  z^x-h  B"  J7>',  4-  Bp  x^  Xj 

oii  X  et  y  sont  deux  variables  complexes,  dont  x^  et  y^  sont  les  conjugués;  de 
même  les  coefficients  B  affectés  d'indices  sont  les  conjugués  des  coefficients  B 
hans  indices;  les  coefficients  A  sont  réels.  En  effectuant  une  substitution  conve- 
nable sur  x^  y  y  z  et  la  substitution  à  coefficients  conjugués  sur  j;,,  y^y  z^j  on 
ramènera  la  forme  considérée  à  Tune  des  formes 

lh(UU,-^VV,-^\VW,), 
rr(Ut«-r-VV.-W\V,); 

on  voit  par  là  ces  formes  se  distinguer  en  formes  définies  et  en  formes  indéfi- 
nies. Si  Ton  considère  une  forme  indéfinie  à  coefficients  entiers,  il  existera  un 
groupe  d'une  infinité  de  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  (i)  qui 
changent  la  forme  en  elle-même;  si  l'on  met  maintenant  celle-ci  sous  la  forme 

réduite 

rh  (UU. -4- VV.-WW.), 

au  groupe  (1)  correspondra  un  groupe  (3) 

U  -  AjM-hBji^-hCair, 
V  —  A^M -h  Bji' -i- Cj«', 
W  =  A,  w  -+-  B,  i'  -f-  C,  »', 

et  le  groupe  de  substitutions  relatives  aux  variables  x  et  ^ 

/  A,a-f-B3p-i-C3    A,»  +  B/^-f-C,\ 

\  '  ^'  A,a4-B,p-^C/  A,a-+-B,?4-C,/ 

est  un  groupe  discontinu  qui  contient  comme  cas  particulier  le  groupe  discon- 
tinu considéré  précédemment  par  l'auteur  (Communication  du  2  octobre).  Cette 
substitution  n'altère  pas  la  somme  des  carres  des  modules  des  variables. 


■  94  SECONDE  PARTIE. 

Poincaré.  —  Sur  les  séries  trigonomélrîques.  (766). 

Soit 


m- 


où  les  A  et  les  a  sont  des  nombres  positifs  tels  que  —  et  a^  aient,   pour  p  in- 

fini,  la  limite  de  zéro.  Le  module  de  9(/)  peut  devenir  aussi  grand  qu'on  le 
veut. 

Siemens,   —  Réponse   aux  objections  présentées  par  M.    Fayc 
sur  la  théorie  du  Soleil  de  M.  CAV,  Siemens,  (769). 

Lévv  (-V.).  —  Sur  une  extension  du  principe  des  aires  et  du  mou- 
veuient  du  centre  de  gravité.  (77a). 

Soient  n  points  matt^ricls  libres  soumis  uniquement  à  leurs  actions  mutuelles, 
ces  actions  dérivant  d'un  potentiel  II  qui  contienne  non  seulement  les  coordon- 
nées  x^y  Vu  -s,,  mais  les  composantes  x\,  y'^^  z\  de  leurs  vitesses;  les  équatio 
du  mouvement  sont 

elles  admettent,  comme  on  sait,  Tinti^grale  des  forces  vives,  mais  non  les  six  b 
tégrales  ({ui  c(»rrespondent  aux  principes  des  aires  et  du  mouvement  du  ceoBr  ^ifç 
de  gravité.  Toutefois,  on  peut  trouver  six  intégrales  qui  jouent  le  même  rûF  .^«le; 
il  suffit  de  former  les  combinaisons  exprimées  par  les  équaliims 

_ V /'  <"'      «^     ' <*"     ■  M\ 

-  2i (;'' 5ï,  '''ÔVi^ •^''  dzi  ~''dPi)' 

(tr,  dans  CCS  deux  équations,  les  deux  seconds  membres  sont  nuls,  en  raison  (f^ 
la  nature  même  du  potentiel  :  le  premier  parce  que  le  potentiel  ne  doit    pgg 
changer  pur  une  translation  des  axes,  le  second  parce  que  le  potentiel  ne  doit  pas 
changer  par  une  rotation  des  axes.  On  voit  maintenant  apparaître  les  six  iaté- 
grales  de  M.  Lévy,  qui  sinterprètcnt  d'ailleurs  facilement. 

Séhert  et  Hup^oniot,  —  Sur  les  vibrations  longitudinales  des 
verges  élastiques  et  le  mouvement  d'une  tige  portant  à  son  ex- 
trémité une  tige  additionnelle.  (77'^). 

N**  19;  6  novembre. 
Ih'ioschi,  —  Sur  les  fonctions  de  sepl  lellres.  (81  -j  ). 

Voir  plu>  haut. 
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De  Bernardières.   —  Sur  la  comète  observée  au  Chili  dans  le 
mois  de  septembre.  (82.']). 

twonnessiat.  —  Observations  de  la  grande  comète  Cruls,  faites  à 
l'Observatoire  de  Lyon.  (824). 

Oruls.   —  Sur  la  grande  comète  australe,  observée  à  TObserva- 
loire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (SaS). 

H^iguerre.   —  Sur  les  fonctions  du   genre  zéro  et  du   genre  i . 

(8?.8). 

Soit 

<I>(x)  —  A«  4-  A,  J7  -I-. . .-+-  A^x" 

un  polynôme  entier  en  x  dans  lequel  les  rocflicients  sont  des  fonctions  de  n  et 
supposons  que,  n  croissant  indéfiniment,  *I>(J7)  ail  pour  limite  une  série  toujours 
ct)nvergcntc  E(J7);  si  l'équation  <I>(x)  —  o  a  toutes  ses  racines  réelles  et  de 
mc^inc  sif^ne,  V {x)  est  égale  au  produit  d'une  ftmction  entière  du  genre  zéro  par 
une  exponentielle  de  la  forme  e^+*. 

Si  <l>(x)    -  o  a,  quel  que  soit  n,  toutes  ses  racines  réelles,  E(j:)  est  égale  au 
produit  d'une  fonction  entière  de  genre  un  par  une  exponentielle  de  la  forme 

Mac-Mahon  (P.~A.).   —   Sur  un  résultat  de  calcul  obtenu  par 
M.  Allégrel.  (83 1). 

J^évy  {M.).  —  Sur  la  relation  entre  la  force  électromotrice  d'une 
machine  dynamo-électrique  et  sa  vitesse  de  rotation.  (SSa). 

Janssen.  —  Rapport  au  Bureau  des  Longitudes  sur  la  prochaine 
éclipse  du  ()  mai  i883.  (881). 

N"  20;  i3  novembre. 

Sur  les  avantages  que  l'étude  de  cette  éclipse,  d'une  longue  durée,  peut  pré- 
,  scnter  pour  l'étude  de  la  constitution  du  Soleil  et  pour  reconnaître  l'existence  de 
planètes  circumsolaircs;  sur  l'utilité  d'envoyer  une  expédition   à   l'Ile  Flint  et 
aux  Iles  Carolines. 

Tacchini,  —  Observations  faites  pendant  Téclipse  totale  de  Soleil 
du  I-  mai  i88>..  (89()). 

Picard.   —   Sur  les  équations  difTérentielles  abéliennes  dans  le 
cas  de  la  réduction  du  nombre  des  périodes.  (898). 

Soit  donnée  une  relation  algébri(|uc  du  genre  p 

f{x,r)      o. 
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et  supposons  que,  parmi  les  p  intégrales  correspondantes  de  première  espèce,  il 


y  en  ait  q 


X. 


ayant  seulement  iq  périodes  distantes,  et  cela  de  telle  manière  que 


1 


^7,1,     Û^.J,     •••>     Û7.17 

désignant  ces  2q  systèmes  de  périodes  correspondantes,  tout  aiitrc  système  de 
périodes  correspondantes  soit  de  la  forme 

où  les  ni  sont  des  entiers. 
Considérons  le  système  des  équations 


r''F,dx         r'*h\dx  j 

*^Xt  f  y  ^  x^  fy  '  /  • 

-^    f       -7-^   =  ".  +  /*<»  \ 


•  »  </)> 


où  les  k  sont  des  constantes. 

L'auteur  montre  que  a:,,  x^^  ...,  J7^  sont  racines  d'équations  algébriques  dont 
les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  de  a,,  i/j»  ...,  u^  avec  2^  systèmes 
de  périodes;  de  plus  ces  fonctions  périodiques  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  des 
fonctions  0  de  ^  variables  indépendantes. 

Stielljes,  —  Sur  un  théorème  de  M.  Tisserand.  (901). 

Goursat,  —  Extension  du  problème  de  Riertiann  à  des  fonctions 
hypergéométriques  de  deux  variables.  (908 ). 

L'auteur  consacre  deux  Communications  à  ce  sujet  (p.  908  et  10^ 5). 

Le  problème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hypergéométriques  a  été  étendu 
par  M.  Picard  à  certaines  fonctions  de  deux  variables;  M.  Picard  a  ainsi  re- 
trouvé la  fonction  F,  (a,  p,  p',  v,  x,  y)  de  M.  Appell;  les  fonctions  Fj  et  F,  de 
M.  Appell  sont  aussi  susceptibles  d'une  définition  analogue.  Pour  y  parvenir, 
M.  Goursat  définit  une  fonction  par  ces  conditions  :  entre  cinq  déterminations 
de  la  fonction  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants, 
dans  le  voisinage  de  tout  système  de  valeurs  (a,  b)  de  {x,  y)  dont  ne  font 
partie  aucun  des  points  o,  i,  00 ,  et  telles  que  Ton  n'ait  pas  ab  ^=  a  -\-  b.  Chaque 
branche  de  la  fonction  est  holomorphc  par  rapportât  et  par  rapport  à  r; 
enfin,  dans  le  voisinage  des  valeurs  singulières,  on  a  quatre  déterminations 
linéairement  indépendantes,  d'une  nature  particulière  que  précise  Tauteur.  Dans 
ces  conditions,  M.  Goursat  établit  que  la  fonction  considérées  doit  vérilier  deux 
équations  linéaires  du  quatrième  ordre,  ne  contenant  chacune  que  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  Tune  des  variables  et  dont  les  coefficients  ne  renferment 
aucun  paramètre  arbitraire;  pour  les  formes,  M.  Goursat  est  amené  à  généra- 
liser l'une  des  propositions  fondamentales  de  M.  Fuchs. 
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Oes  équations  sont  vériHées  par  toute  intégrale  commune  aux  deux  équations 
vTiuItanées  aux  dérivées  partielles  considérées  par  M.  Appell, 

{x  —  x^)  r  -^ ys  -i-  [y  —  (a  -h  ?  -hi)x]p  —  a  p  5  =  o, 
iy—y^)t  -i-xs-hly—  (a'-f-  P'-M)x]^— a'P'5  =  o. 

Inversement  les  deux  équations  linéaires  du  quatrième  ordre  de  M.  Goursat 
'.admettent  pas  d'autre  intégrale  commune  que  les  intégrales  communes  aux 
K  nations  linéaires  aux  dérivées  partielles  de  M.  Appell. 

' ^oniot,    —    Sur  le   développement  des  fonctions   en   séries 
3 'autres  fonctions.  (907). 

Soit  9(x)  une  fonction  dont  les  valeurs  sont  données  entre  a  et  p.  Soient 
B .,  Zp  . . . ,  Z,  71  + 1  fonctions  de  x  telles  que 


/• 


1  soit  enfîn 


Bp=y   Zjrfx; 


a  peut  se  proposer  de  déterminer  les  coefficients  numériques  A,,  A,,  ...|  A, 
e  façon  que  le  carré  moyen  de  la  différence 

e  =  ?(a:)-(A.Z.  +  A,Z,+...+  A„ZJ, 

'est-à-dire  l'intégrale 

it  la  moindre  valeur  possible;  on  trouve 


*=5;X  ^* 


est  à  remarquer  que  ces  valeurs  sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  en 
renant  pour  les  A^  ces  valeurs,  on  trouve 


(? 


-a)S  =  y    [?(a:)Prfx-B,A;-B,A;-...-B,Aj. 


Si   Ton  suppose  que  l'entier  n  croisse  au  delà  de  toute  limite,  on  observera 
ue  S  va  nécessairement  en  diminuant  avec  —  >  que  la  série  à  termes  positifs 

b,aj-hb,aJ+... 

si  essentiellement  convergente  et  que  sa  somme  est  au  plus  égale  à 
Lie  la  série 
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d'ailleurs  convergente  entre  a  el  p,  représentera  ou  non  ç(J?)  selon  que  la  série 

a  ou  non  pour  somme  la  quantité 


f  [?(^)r- 


Helativcmcnt  aux  quantités  Z  satisfaisant  aux  conditions 


/      ZjtZA  dx  =  o 

«>  a 


{''in 


on  observera  que,  étant  données  les  quantités  Z,,  ...,  Z^_,,  on  peut  en  donn< 
Tcxprcssion  indéfinie   de  Z,,  pourvu  que   celle-ci    renferme  n  constantes  arb 
traircs  distinctes,  indépendamment  d'un  facteur  constant;  on  peut  prendre 
particulier 

''-^  =  «o/«(^)  +  flr,/,  (^) -4-. . .-+- a,/,(a:), 

et  supposer  que  Z,  ne  contienne  que/„(^);  que  Z,  contienne 

/o(j?)     et    /^{x)y     .... 

Si  maintenant   9(j:)   est  une  fonction   donnée   entre  a  et  ^  et  qu'on   foi 
comme  précédemment  la  série 

j\ff  Lt^  ~\~  i\|  A|   —T"  •  •  •  , 

cette  série  représentera  ?(J7)  sous  la  condition 


yB.A;=  f   [?(x))»dx; 


les  (n-t-i)  premiers  termes  de  cette  série  forment  une  combinaison  linéaire  (/e 
/o(^)»/i(^)'  ••■»/ii(^)  ^cï'c  que,  entre  les  limites  a  et  g,  le  carré  moyen  dp 
la  différence  avec  9  (a:)  soit  moindre  que  pour  toutes  les  autres   combinaisons 
linéaires   des   mêmes   fonctions.   C'est   la   généralisation   d'une  propriété  hwn 
connue  des  polynômes  de  Legcndre. 


er 
ii- 
cn 


'OïC 


N°  21  ;  211  novembre. 

Hatt,  —  Sur  le  rapport  de  l'action  lunaire  à  Taction  solaire  dans 
le  phénomène  des  marées.  (960). 

Wolf.  —  Sur  deux  étalons  de  l'aune  et  du  pied-de-roi,  récemment 
retrouvés.  (977). 

Bigourdan,  —  Observations  de  la  planète  (216)  Cléopâlre  et  de 
la   grande  comète  de   1882,    faites  à  l'Observatoire  de  Paris. 
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^répied,  —  Obscrvalions  de  la  grande  romèle  de  1882,  faites  à 
rObservaloire  d'Alj;er.  (979). 

'aubcrt.  —  Sur  la  grande  comète  de  1882.  (982). 

ley  de  Morande,  —  Sur  l'énergie  solaire.  (980). 

elh,  —  Sur  les  travaux  de  Frédéric  Houtnian.  (982). 

higoniot.  —  Sur  les  fonctions  d'une  seule  variable  analogues 
aux  polynômes  de  Legendre.  (983). 

Voir  plus  haut. 

aH'V  i^f')'  —  Sur  le  mouvement  d'un  sysicme  de  deux  particules 
de  matière  pondérable  élecJLrisées  et  sur  l'intégration  d'une 
classe  d'équations  à  dérivées  partielles.  (988). 

L'auteur  applique  les  principcà  qu'il  a  fait  connaître  dans  une  Communica- 
tion antérieure  (3o  octobre),  et  traite  le  problème  énoncé  en  prenant  pour  le 
potentiel  une  fonction  des  points  et  de  leurs  vitesses  qui  comprend  comme  cas 
particuliers  les  lois  de  Weber,  de  liieuiann  et  de  Clausius  :  il  ramène  le  pro- 
blème à  l'intéjîration  d'une  écjuation  aux  dérivées  parlielles,  pour  laquelle  les 
six  intéfe^rales  dont  il  a  expliqué  antérieurement  la  formation  lui  fournissent 
quatre  intégrales  en  involution  (telles  que  les  crochets  formés  avec  deux  d'entre 
elles  soient  identiquement  nuls). 

Le  problème  est  ainsi,  en  général,  ramené  à  Tintégration  d'une  équation  à 
deux  variables.  Kn  supposant  les  masses  égales,  l'intégration  s'achève. 

N°  22;  27  novembre. 

fauchez.  —  Observations  des  petites  planètes,  faites  au  grand 
instrument  méridien  de  TObservatoire  de  Paris  pendant  le  troi- 
sième trimestre  de  l'année  1882.  (10 17). 

Uemens  (C.-fV,),   —  Sur  la  conservation  de   l'énergie  solaire. 

(.0.37). 

Uieltjes.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Tisserand.  (io43). 

fOitrsat,  —  Extension  du  problème  de  Rieniann  à  des  fonctions 
liypergéométriques  de  deux  variables.  (io44)- 

Voir  plus  haut. 

\bdank-yihnkano\vicz,   —  Sur  un  nouvel  intégromèlre.  (lo^îj). 

anecch\  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures  dans  l'es- 
pace. (1049). 
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Suite  de  l*étude  du  mode  de  transformation  défini  dans  une  Communication 
du  12  juin  1882. 

Boiissinescj .  —  Equilibre  d'élasticité  d'un  solide  limité  par  un 
plan.  (io52). 

L*autcur  a  traité  de  ce  problème  dans  les  Comptes  rendus  ^vlv  Tannée  1878: 
depuis  il  a  été  repris  à  un  autre  point  de  vue  par  M.  Cerruli  {Accad.  dei 
Lincei,  1882).  M.  Cerruti  a  retrouvé  la  solution  de  M.  Boussinesq  et  développé 
divers  cas  dont  ce  dernier  ne  s'était  pas  occupé;  M.  Boussinesq  montre  que  les 
principes  qu'il  avait  posés  dans  ses  Communications  de  Tannée  1878  suffisent  à 
établir  les  conclusions  nouvelles  obtenues  par  M.  Cerruti. 

N°  23;  4  décembre. 

Faye,  —  Sur  une  lettre  de  M.  Spôrer  relative  k  une  particularité 
de  la  Mécanique  solaire.  (11 10). 

Lœwy  et  Tresca.  —  Notice  sur  un  nouvel  appareil  optique  propre 
à  l'étude  de  la  flexion.  (  1 1  i/J). 

Lipschitz.  —  Sur  le  pendule,  (i  i4i). 

6  désignant    Tanglc   de  rotation,   Tauteur  considère  simultanément  les  itriii  »■  k 

mouvements  pour  lesquels  les  valeurs  maxima  de  6  sont  supplémentaires  et  il     mk  .^ml 

établit  une  relation  remarquable  entre  les  durées  des  oscillations  et   les  forr^^^-  ^ 
vives  accumulées  pendant  une  oscillation  dans  les  deux  mouvements^ 

Jonquières  (de).  —  Formule  pour  déterminer  combien  il  y  a  d 
nombres  premiers  n'excédant  pas  un  nombre  donné.  (  1 144)* 

Vanecek  {MM,),  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figure=: 
dans  l'espace,  (i  14^)- 

Boussinesq  (/.  )•  —  ^^^  '^  transmission  d'une  pression  oblique  d 
la  surface  à  l'intérieur  dans  un  solide  isotrope  et  homogène  e 
équilibre.  (1 149)- 

Quel,  —  Sur  l'induction  terrestre  des  planètes  et  en  particulier  su 
celle  de  Jupiter.  (  1 1 55). 

N**  24;  II  décembre. 

Mouchez.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  dans  la  RépubliqtB 
Argentine.  (1  18a). 

Tisserand,  —  Installation  et  opérations  préliminaires  de  la  missic» 
pour  l'observation  du  pas.sagede  Vénus,  àFort-dc-France.(iiRfi'^ 
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^phan.  —  Observations  du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil,  faites 
rObservatoire  de  Marseille  le  6  décembre  1882.  (  1 185). 

•/ï  (C-^.).  —  Sur  la  conservation  de  l'énergie  solaire.  Réponse 
la  Note  critique  de  M.  C.-W.  Siemens.  (  1 190). 

'carbault,  —  Observation  du  passage  de  Vénus  faite  à  Châ- 
«audun.  (  1208). 

cchini,  —  Observations  du  passage  de  Vénus  à  l'Observatoire 
oval  du  Collège  Romain.  (1209). 

cchini,  —  Observations  de  taches  et  de  facules  solaires,  faites 
rObservatoire  Royal  du  Collège  Romain  pendant  le  troisième 
riraestre  de  1882.  (  1221  ). 

cchini,  —  Sur  la  grande  tache  solaire  de  novembre  1882  et  sur 
€S  perturbations  magnétiques  qui  en  ont  accompagné  l'appa- 
-ition.  (1212). 


quel  {L,),    —   Observations   de   la  grande  Comète  australe. 
iai5). 

Iphen.  —  Sur  la  série  de  Fourier.  (121^). 

Soit  une  fonction/(j7)  susceptible  d'intégration  dont  on  veuille  étudier  le 
ETeloppement  en  série  Irigonométrique  dans  un  intervalle  donné.  Les  termes 
5  la  série  se  calculent  suivant  la  formule  de  Fourier;  mais  le  développement 
«st  pas  toujours  possible.  Comme  première  condition  nécessaire,  il  faut  que  les 
xmes   calculés  tendent  vers  zéro.  C'est  à  ce  sujet  que  M.  Halphen  démontre 

proposition  suivante  : 

Les  termes  de  la  série  irigonométrique  tendent  vers  zéro  si  VintégrcUe  de 
^  a:)'  est  fixée  dans  V intervalle  considéré. 

uté  {H,).  —  Sur  les  solides  d'égale  résistance.  (1219). 

^y  {M.),  —  Sur  une  Communication  de  M.  Marcel  Deprez  re- 
'  «itive  au  transport  de  la  force.  (  1220). 

N"  2,'):  18  décembre. 

^^^jye.  —  Sur  un  récent  Mémoire  de  M.  R.  fVoiJ\  de  Zurich,  au 
^ujet  de  la  périodicité  des  taches  du  Soleil.  (i245). 

^^  'doschi  {F,).  —  Sur  les  fonctions  de  sept  lettres.  (i254). 

Bull,  des  Sciencex  mathém..  •>*  série,  l.  Vil.  (Ortobre  i883.)         R.i'i 
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Trépied.  —  Observations  faites  pendant  le  passag^c  de  Vénus  a 
rObservatoire  d'Alger.  (1267). 

Millosevich  {E,).  —  Sur  le  passage  de  Vénus  du  6  décerabre  1882 
observé  à  Home,  (lî^iip). 

Cruls  (L,),  —  Sur  la  grande  Comète  australe  observée  à  l'Obser- 
vatoire impérial  de  Rio  de  Janeiro.  (1270). 

N°  26  ;  a6  décembre. 

Mouchez.  —  Observation  du  passage  de  Vénus,  à  l'Observaloir* 
de  la  Marine  de  Toulon.  (  l'iog). 

Paye.  —  Sur  deux  objections  de  M.  le  professeur  Young,  de  Nei 
Jersey,  à  la  théorie  cyclonique  des  taches  du  Soleil.  (i3io). 

Villarceaii  {Y.).  —  De  la  nécessité  d'introduire  certaines  modil 
cations  dans  l'enseignement  de  la  Mécanique  et  d'en  bann.^^  u 
certains  problèmes,  par  exemple  le  mouvement  du  corps  solic=zzzde 
des  géomètres.  (i32i). 

Ledicu.  —  Considérations  sur  la  théorie  générale  des  unités.  (i32l 

Micliaud.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  à  l'Observâtes^    -fç 
de  Nice.  (i^Sp). 

Tliollon.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  à  Avila  (Espaga  ^e^  ). 
(i34o). 

Gill  (/^.  )•  —  Photographies  de  la  grande  Comète  de  1882,  fax  ^^5 
à  l'Observatoire  du  cap  de  Bonne-Espérance.  (1342). 

Jonquières  {de),  —  Sur  la  formule  récemment  communiquée^    à 
l'Académie  au  sujet  des  nombres  premiers.  (i343). 

Lipschitz  (B.),  —  Sur  une  Communication  de  M.  de  Jonquières 

relative  aux  nombres  premiers.  (i344)*  /  / 

Tome  XCVI;   i883. 
N"  1  ;  7.  janvier. 

Siemens,  —  Réponse  aux  objections  présentées  à  la  théorie  de 
l'énergie  solaire,  par  MM.  Faye  et  Hirn.  (43). 


"'t^ifj 


'■«r.j 


rr,, 
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Huggins  {W.)^  —  Sur  une  méthode  pour  photographier  la  cou- 
ronne dans  une  éclipse  de  Soleil.  (5i). 

Darhoux^,  —  Sur  les  cercles  géodésiques.  (54). 

Le  cercle  géodësique  sur  une  surface  quelconque  est  la  courbe  (à  courbure 
géodésique  constante)  à  périmètre  minimum  et  qui  limite,  sur  la  surface,  une 
aire  donnée;  M.  Darboux  montre  comment  on  peut  appliquer  à  l'étude  de  Téqua- 
tion  différentielle  des  cercles  géodésiques,  équation  qui  est  du  second  ordre,  la 
méthode  employée  par  Jacobi  pour  la  détermination  des  lignes  géodésiques. 
Supposons  que  sur  une  surface  l'élément  linéaire  ds  soit  donné  par  la  for- 
mule 

dS»  =  A'rfM»-4-C»rfv»; 

si  l'on  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(fi-»)'  es--)' 

A»  B> 


=  I 


où  k  est  une  constante  arbitraire,  et  où  0  et  v  désignent  deux  fonctions  quel- 
conques de  Uy  V,  vérifiant  Téquation 

si  enfin  on  connaît  une  solution  quelconque  V  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles en  V,  qui  contienne  une  constante  arbitraire  a,  l'équation  finie  des  cercles 
géodésiques  sera 

^  étant  une  autre  constante  arbitraire. 

En  outre,  la  tangente  en  chaque  point  du  rcrrle  gcodésiqnc  seni  définie  par 
les  deux  équations 

A*  -j-  —  A'  Ô  -h  -r- , 
as  ou 

C  -T-  =  A  ff  H — -  • 
as  ov 

L'auteur  applique  ces  résultats  aux  surfaces  de  révolution  et  à  un  autre  type 
de  surfaces  étudiées  par  M.  Maurice  Lévy. 

Mutonne,  —   Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  coefficients  rationnels.  (56). 

L'auteur  s'est  occupé,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  l'École 
Polytechnique  y  \LVIlh  Cahier,  Mémoire  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le 
Bulletin^  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  />,  admettant  un  sys- 
tème fondamental  d'intégrales  qui  soient  racines  d'une  équation  algrhriquc 
d'ordre  m  >/>;  dans  ce  Mémoire,  le  nombre  m  était  supposé  premier;  dans  le 
même  ordre  d'idées,  il  communique  divers  résultais  relatifs  au  cas  on  m  est  un 
nombre  composé. 
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Lipscliitz.  — Sur  une  Communication  de  M.  de  Jonquières  rela- 
tive aux  nombres  premiers.  (60). 

La  Note  de  M.  de  Jonquiércs,  sur  une  proposilion  de  Le^^endre,  proposition 
qu'il  avait  retrouvée  directement  et  dont  il  a  fait  ressortir  Tutilité,  a  été  Tobjel 
de  quatre  Communications  de  M.  Lipschitz  :  l'une  du  26  décembre  1883  (t.XCV, 
p.  i3^/{),  les  autres  appartenant  à  Tannée  i883  (t.  XCVl,  p.  60,  n^  et  327). 
Dans  ces  Communications,  il  montre  le  lien  étroit  de  la  règle  de  Le  gendre  avec 
divers  théorèmes  qu'il  avait  fait  connaître  à  l'Académie  en  1879  (t.  LXXIX, 
p.  948)  et  que  l'on  retrouvera  dans  le  Bulletin^  2»  série,  t.  IV;  i*  Partie,  p.  n 
et  i3;  le  premier  de  ces  théorèmes  (nous  renvoyons  au  lieu  cité  pour  les  nota- 
tions) s'exprime  par  l'égalité 


(")  '  (?)  -  (-1)  -  (?) = œ 


Si  l'on  divise  les  nombres  premiers  contenus  dans  la  suite  1,  2,  3,  ...,n, en 
deux  parties,  dont  l'une  comprendra  les  nombres  a,  6,  c,  ...,/qui  ne  dépas- 
sent pas  v^/i,  dont  l'autre  comprendra  les  nombres  /?,  q^  ...y  s  supérieurs  à  v% 
nombres  premiers  dont  on  désigne  le  nombre  par  L(/i),  le  théorème  en  ques- 
tion conduit  à  l'égalité  suivante  : 


[(?)^(?)-(?)--L..=-'-<"'' 


où,  dans  le  premier  membre,  on  suppose  que  toutes  les  combinaisons  possibles 
sans  répétition  des  quantités  a,  by  c,  •>.,/  figurent  en  dénominateur;  cette 
égalité  est  l'expression  de  la  règle  de  M.  de  Jonquières.  Les  trois  autres  théo- 
rèmes donnés  par  M.  Lipschitz,  en  1879,  et  qui  concernent  trois  fonctions  arith- 
métiques introduites  par  Lejeune-Dirichlet,  sont  susceptibles  de  conséquences 
analogues;  dans  ces  diverses  conséquences,  on  voit  toujours  figurer  dans  on 
membre  des  fonctions  numériques  qui  ne  dépendent  que  des  nombres  premiers 

inférieurs  à  )/n  et,  dans  l'autre,  des  fonctions  numériques  qui  ne  dépendent  que 

des  nombres  premiers  supérieurs  à  ^n.  M.  Lipschitz  montre,  en  outre,  comment 
ces  conséquences  elles-mêmes  sont  susceptibles  d'être  généralisées. 

Bois'Reymond  {P,  du).  —  Remarques  au  sujet  d'une  Note  de 
M.  Hugoniot  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries 
d'autres  fonctions.  (81). 

Inexactitude  d'un  critérium  de  convergence  indiqué  par  M.  Hugoniot  (t.  XCV. 

V  2  ;  8  janvier. 

Fave.  —  Observations  relatives  à  la  dernière  Communication  df" 
M.  Siemens,  concernant  la  théorie  de  l'énergie  solaire.  (79). 

Kronrckc.r.  —  Sur  les  unités  complexes.  (93). 

Dans  une  suite  de  Communications  (8,  ï5  et  as  janvier),  Till us tre  géomètre 
résume  une  partie  de   l'enseignement  donné  par  lui   à  ri'niversité  de  Berlin 
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pendanl  l'hiver  de  1882  :  le  but  qu'il  poursuit  dans  ses  leçons  est,  d'une  part, 
une  classification  des  nombres  et  fonctions  algébriques;  de  l'autre,  une  étude 
<le  leurs  propriétés  qui  permette  de  prolonger,  en  quelque  sorte,  et  de  dévelop- 
per les  résultats  de  la  théorie  élémentaire  des  nombres  dans  une  arithmétique 
supérieure,  la  plus  générale  possible,  dont  les  données  seraient,  non  seulement 
les  nombres  rationnels,  mais  encore  les  fonctions  rationnelles,  à  coeffîcients  en- 
tiers, d'un  nombre  fini  quelconque  de  variables,  et  les  fonctions  rationnelles 
d'un  nombre  fini  quelconque  de  fonctions  algébriques,  les  coefficients  étant 
toujours  supposés  entiers. 

Les  Communications  de  M.  Kronecker  développent  et  éclairent  diverses  Notes 
concises  de  Lejcune-Dirichlet  {Comptes  rendus,  i84o,  t.  X,  p.  285;  Monats- 
berichte,  octobre  i84i,  avril  i8.|2,  mars  1846);  ce  sont  particulièrement  les 
idées  contenues  dans  la  Note  de  i84a  :  Généralisation  d*un  théorème  concer- 
nant les  fractions  continues  et  applications  à  la  théorie  des  nombres,  dont 
M.  Kronecker  montre  la  portée  considérable  et  par  le  développement  desquelles 
il  a  été  conduit  à  une  démonstration  nouvelle  de  la  proposition  fondamentale 
indiquée  par  Lcjeune-Dirichlct,  en  1846,  à  savoir  que,  «  si  les  valeurs  absolues 
différentes  des  racines  de  l'équation  fondamentale  sont  en  nombre  h,  on  peut 
trouver  (/i  —1)  unilés  fondamentales  ». 

Dans  le  courant  de  sa  démonstration,  l'auteur  résout  complètement  une  ques- 
tion c|ui  avait  été  tranchée  par  M.  Liouville  dans  un  cas  particulier  (Journal  de 
Afathématiques,  t.  \V1,  p.  i33)  et  qui  concerne  la  réduction  approximative  des 
équations  irréductibles;  il  est  intéressant  de  noter  que  l'ordre  de  la  réduction 
approximative  auquel  on  parvient  ainsi  dépend  du  degré  de  l'équation  réduite, 
tandis  que  la  limite  de  Tordre  d'une  réduction  approximative  quelconque  dé- 
pend du  degré  de  l'équation  à  réduire. 

Finalement,  M.  Kronecker  établit  la  proposition  suivante  : 

Dans  chaque  espèce  de  nombres  algébriques,  il  y  a  un  nombre  infini  d'uni- 
tés ayant  chacune,  en  valeur  absolue,  toutes  ses  conjuguées,  à  Vexception  de 
deux,  comprises  entre  des  limites  finies. 

En  utilisant  ensuite  les  considérations  développées  dans  sa  thèse  {De  unita- 
tibus  complexi) ,  il  déduit  de  cette  proposition  le  théorème  de  Lcjeune-Di- 
richlet  qui  a  été  énoncé  plus  haut. 

Jordan,   —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  de  Salvert  sur  les 
ombilics  coniques.  (10.)). 

M.  de  Salvert  a  étudié  la  courbure  des  sections  faites  sur  une  surface,  en  un 
point  singulier,  par  des  plans  passant  par  Taxe  du  cùnc  lieu  des  tangentes  et 
les  génératrices  de  ce  cône.  Les  ombilics  coniques  sont  des  points  tels  que  le 
cône  soit  de  révolution  et  que  les  branches  de  courbe  qui  correspondent  à  ces 
diverses  génératrices  aient  toutes  la  même  courbure. 

Venger  {V,).  —  La  périodicilé  des  comètes.  (110). 

D'après  M.  Zenger,  les  époques  des  périhélies  des  diverses  comètes  admet- 
traient une  période  égale  à  douze  jours  et  demi  environ  :  cette  période  ne 
différerait  que  de  ^irô  ^^  jours  de  la  durée  d'une  demi-rotation  du  Soleil. 

Lipschitz.   —    Addition  à   une  Note  sur  les  nombres  premiers. 

(iiT)). 
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N*  3;  i5  janvier. 

Faye.  —  Choix  d'un  premier  méridien.  (i35). 

Faye,  —  Sur  la  constitution  mécanique  et  physique  du  Soleil. 
(i36). 

Chancourtois  (de).  —  Observations  au  sujet  de  la  circulaire  du 
gouvernement  des  Etats-Unis,  concernant  Fadoption  d'un  mé- 
ridien initial  commun  et  d'une  heure  universelle.  (182). 

Goursat,  —  Sur  les  fonctions  hypergéométriques  d'ordre  supé- 
rieur. (i85). 

Extension  à  ces  fonctions  du  problénie  de  Riemann.  Formation  de  l'équation 
différentielle  analogue  à  Téquation  de  Gauss,  à  laquelle  satisfait  une  fonctioD 
d'ordre  n,  et  cela  en  partant  de  la  nature  des  déterminations  de  cette  fonction 
aux  environs  des  points  o,  i,  00  ;  représentation  de  ces  fonctions  au  moyen  d'in- 
tégrales défînies  multiples,  analogue  à  l'intégrale  définie  d'Euler  qui  Térific 
l'équation  de  Gauss. 

Halphen,  —  Sur  la  série  de  Fouricr.  (188). 

N°  4;  Ti  janvier. 

Kronecker.  —  Sur  les  nombres  complexes.  (214). 

Perrin,  —  Observation  du  passage  de  Vénus  faite  à  Bragado.  (227). 

Le\?eau,  —  Note  sur  le  prochain  retour  de  la  comète  périodique 
de  d'Arrest.  (229). 

Jonquières  {E,  de),  —  Addition  à  une  Note  sur  les  nombres 
premiers.  (281). 

Stephanos,  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covarianls 
et  les  invariants  de  caractère  pair  d'une  forme  binaire  du 
sixième  ordre.  (233). 

Le  système  de  ces  covariants  et  invariants  (non  gauches)  est  constitué  par 
douze  formations  (Clebsch,  Théorie  der  bin.  alg.  Formen,  p.  283-299).  Entre 
sept  quelconque  existe  une  relation  ou  jt^^jk^'^*  M*  Stephanos  indique  un  procédé 
permettant  d'obtenir  des  syzygies  relativement  simples,  procédé  qui  peut  d'ail- 
leurs être  employé  dans  d'autres  questions  de  même  nature. 

Combescure  {E,),  —  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables 
imaginaires.  (235). 
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Sur  les  conditions  immédiates  que  doit  remplir  une  fonction  analytique  de 
plusieurs  variables  imaginaires,  conditions  analogues  à  celles  qu'expriment  les 
égalités 


f)^  _^  0^:^ 

()x        ây 

=  '>, 

oy       Ox 

0^0    ^    cP  9 
r>x'    '    ôy^ 

-0, 

^  -A-       ^  =  0. 
dx^        ôy' 

«)ù  l'on  suppose 

f{x  -h  iy)  =  ^{x,y)  -^  i'^^x.y). 

-^oincaré.  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables.  (288 ). 

Indication  de  la  marche  à  suivre  pour  établir  cette  proposition  :  «  Une 
fonction  de  deux  variables,  méromorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan  double 
qui  permet  de  représenter  les  variables,  est  le  quotient  de  deux  fonctions  en- 
tières. >*  On  sait  que  cette  proposition  fondamentale  n'a  pas  encore  été  démon- 
trée rigoureusement.  M.  Poincaré  énonce,  en  outre,  le  théorème  suivant  :  «  Si 
Y  est  une  fonction  quelconque  de  X,  non  uniforme,  qui  ne  présente  pas  de 
point  singulier  essentiel  à  distance  finie  et  qui  ne  puisse  pas,  pour  une  même  va- 
leur de  X,  prendre  une  infinité  de  valeurs  finies  infiniment  voisines  les  unes  des 
autres,  elle  pourra  être  considérée  comme  la  solution    d'une  équation 

G(X,  Y)  =  o, 
où  G  est  une  fonction  entière.  » 

^ruey.  —  Sur  les  courbes  du  sextant.  (  a/jo). 

Ces  courbes  sont  les  courbes  décrites  dans  le  champ  de  la  vision  par  l'image 
doublement  réfléchie  d'un  point,  lorsqu'on  balance  ou  qu'on  fait  tourner  l'in- 
strument autour  de  la  ligne  de  visée  directe,  c'est-à-dire  autour  de  l'axe  op- 
tique, soit  de  la  lunette^  soit  de  Xsl  pinnide  i\\xt  les  marins  emploient  suivant  les 
cas.  M.  Gruey  expose  quelques  propriétés  élégantes  de  ces  courbes. 

Âioussinesq.  —  Comment  se  répartit,  entre  les  divers  points  de  sa 
petite  base  d'appui,  le  poids  d'un  corps  dur,  à  surface  polie  et 
convexe,  posé  sur  un  sol  horizontal  élastique.  {'?..\:y), 

V  r>;  919  janvier. 

mJanssen,  —  Note  sur  l'observation  du  passage  de  la  planète  Vé- 
nus sur  le  Soleil.  (288). 

J^aye.  —  Sur  la  constitution  mécanique  et  physique  du  Soleil. 
(292). 

Picard i^E.),  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  in- 
dépendantes. (32o). 

L'auteur  a  déjà  donné  des  exemples  de  fonctions  <lc  deux  variables  m,  t»,  qui 
restent  invariables  quand  on  effertue  ^ur  u  et  i'  les  !*ubstitutioii<  en  nombre  in- 
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fini  d'un  groupe  linéaire  discontinu.  En  général,  si  Ton  considère  un  groupe 
discontinu  pour  tout  point  {UfV)y  c'est-à-dire  pour  tout  système  des  valeurs  u,  v 
situé  à  l'intérieur  du  domaine  D  défini  par  l'inégalité 

où 

u  =z  u'  -{-  u'  iy     V  =  v'  -h  v'  iy 

et  si  l'on  suppose  que  toute  substitution  du  groupe  transforme  chaque  point  de 
la  limite  de  D  en  un  point  de  cette  même  limite,  il  existe  des  fonctions  F (u,c) 
qui  restent  inaltérées  par  toute  substitution  du  groupe. 

Trois  fonctions  x  =  F,,  y  =  F,,  ^  =  F3  jouissant  de  cette  propriété  sont  liées 
par  une  relation  algébrique  /(^,y,  .z)  =  o;  l'auteur  étudie  le  résultat  de  la  sub- 
stitution des  variables  i/,  v  aux  variables  Xyyy  z  dans  les  intégrales 


^'Q{XyyyZ)dxdy 


où  Q  est  un  polynôme  convenable  d'ordre  /n  —  L,  /n  étant  le  degré  de/,  inté- 
grales qui  sont  l'analogue  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce;  le 
double  signe  /  porte  alors  sur  une  fonction  G(u,v)  uniforme  dans  le  do- 
maine D.  Les  intégrales 


/         /       G{u,v)dudvy 


OÙ 


..    _     M,  I/o  -^  P.  i>„  -^  R  _  M^u„-\-  P,i^, -^R, 

•"  .MjM, -f-PaVoH-Rat'/        "  ~  Mj  a, -+- P3  v, -+- R^  ' 

(M,  P,  R)  étant  une  substitution  du  groupe,  constituent  les  analogues  des  pé- 
riodes intégrales  simples. 

L'auteur  considère  aussi  des  fonctions  de  seconde  espèce  qui,  par  une  substi- 
tution du  groupe  considéré,  se  reproduisent  multipliées  par  une  constaate;  ces 
fonctions  satisfont  à  une  équation  différentielle 

où  /  est  un  polynôme. 

Goursat.  —  Sur  rinlégralion  algébrique  d'une  classe  d'équations 
linéaires.  (323). 

Ce  problème  :  «  Former  l'ensemble  des  substitutions  que  subit  un  système 
fondamental  d'intégrales  d'une  équation  donnée  correspondant  aux  divers  con- 
tours fermés  que  l'on  peut  faire  décrire  à  la  variable  »,  se  résout  complètement 
pour  les  équations  difTércntiellcs  linéaires,  déjà  étudiées  par  l'auteur,  atixqaelles 
satisfont  les  fonctions  hypcrgéométriques  d'ordre  supérieur.  M.  Goursat  traite 
du  cas  de  Téquation  du  troisième  ordre;  son  raisonnement  est  d'ailleurs  général. 
M.  Jordan  ayant  d'ailleurs  montré  comment  on  peut  énumérer  les  divers 
groupes  de  substitutions  d'ordre  fini  contenues  dans  le  groupe  linéaire  ip"^^' 
riabics,  on  peut,  pour  ces  équations,  résoudre  complètement  le  problème  de 
Tintégration  algébrique.  Dans  le  cas  étudié,  il  y  a  au  plus  huit  types  qui  s'io- 
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ftégrent  algébriquement;  ils  correspondent  aux  huit  groupes  finis  de  substitu- 
tions contenus  dans  le  groupe  linéaire  à  trois  variables. 

^orkine,  —  Sur  un  théorème  de  M.  Tchebyehef.  (3a6). 

Soient  <?(x)y  ^{x)  deux  fonctions  de  j?  qui  croissent  simultanément  ou  dé- 
croissent simultanément  quand  x  varie  de  o  à  i;  on  a 

/    (p{x)^ix)dx>    I    ç(a?)rfj?x    /    ^{x)dx. 

Si  l'une  des  fonctions  crott  et  l'autre  décroît,  l'inégalité  est  renversée. 
Ce  théorème  de  M.  Tchebychef  résulte  de  l'identité 

n 

I^ipschitz.  —  Application  d'une  mélhode  donnée  par  Legendrc. 

(327). 

N"  6;  5  février. 

^aye.  —  Sur  la  constitution  physique  et  mécanique  du  Soleil. 
(355). 

fDarboux.  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces.  (366). 

Considérons  la  surface  enveloppe  des  pians  dont  l'équation  est 

(a? -f-r  )X  H- (1  —  J7j^) Y -f- 1(1 -t- arj^)Z  —  P  =  o; 

x,y  sont  les  variables  de  M.  Bonnet.  Soient/?,  q,  r,  Sj  t  les  dérivées  partielles 
de  P,  du  premier  et  du  second  ordre,  par  rapport  à  Xf  y;  l'équation  diffé- 
rentieilc  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  est 

dp  dx  —  dq  dy  =  o 
ou 

'  I  )  r  dx^  —  t  dy^  =  o. 

Si  a,  ^  sont  les  paramétres  des  lignes  de  courbure,   on  aura,   en  faisant 

,  ôx  _      dy       dx  dy 

les  équations  supposées  vérifiées,  p  cl  q  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction. 

S'il  s'agit  (le  trouver  les   surfaces  ayant  une  représentation  sphérique  don- 
née, X  cl  y  devront  être  regardées  comme  des  fonctions  données  de  a  et  de  p  ; 
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les  équations  fa)  fourniront  la  valeur  de  X;  pour  déterminer  P,  c'est-à-dire  la 
surface,  on  aura  à  résoudre  les  équations  (3);  les  valeurs  de  />,  q  connues, on 
aura  P  par  une  quadrature. 
L'intégration  du  système  (3)  se  ramène  à  celle  de  l'équation 

e^       z  <)»(v/x) 

et,  Z  étant  une  solution  de  cette  équation,  on  aura 

Z 

De  l'étude  faite  par  M.  Moutard  de  l'équation  (4  )>  il  résulte  que  : 

On  peut  obtenir  tous  les  cas  dans  lesquels  le  problème  de  la  représeDtatioo 

sphérique  est  susceptible  d'une  solution  en  termes  finis. 
Toutes  les  fois  que  le  problème  de  la  représentation  sphérique  aura  été  résoia 

d'une  manière  quelconque  pour  un  système  de  courbes  orthogonales,  on  pourra 

déduire  de  la  solution  obtenue  celle  qui  se  rapporte  à  toute  une  suite  illimitée 

de  systèmes  sphériques  orthogonaux. 

Appell.  —  Sur  les  fonctions  satisfaisant  à  l'équation  AF  =  o.  (368). 

Soit  F  une  fonction  réelle  des  variables  réelles  x,  y  y  z  vérifiant  l'équalioo 

,^       d'F       à^V       (>»F 
dx'       ôy^        dz* 

continue,  admettant  des  dérivées  en  tous  les  points  ^intérieurs  à  une  surface 
fermée  S,  excepté  en  quelques  points  singuliers  isolés. 

Un  tel  point  (a,  6,  c)  sera  dit  un  pôle  d'ordre  n,  s'il  existe  une  fooctioo  pde 
la  forme 

,  _  V.  ^  V,  _       ^  v... 


Im-l 


^        r         r^  r 

telle  que  la  différence  F  —  p  soit  continue  au  point  (a,  6,  c). 
Dans  l'expression  de  p,  on  suppose 


r  =  v^  (a:  -  a)»  H-  (^-  -  hy  -f-  (5  -  c)»; 

quant  aux  V,  ce  sont  des  polynômes  homogènes  en  x  —  a^  y  —  6,  c  —  c  véri- 
fiant l'équation 

AV  =  o; 

un  point  singulier  qui  n'est  pas  un  pôle  est  un  point  singulier  essentiel. 

M.  Appell  étudie  les  fonctions  F  qui  existent  dans  tout  l'espace.  A  ces  fonc- 
tions on  peut  étendre  les  propositions  de  MM.  Weierstrass  et  Mitlag-Lefflcr,  les 
théorèmes  indiqués  par  M.  Appell  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire 
(i**  mai  i88q). 

M.  Appell  forme  l'expression  générale  des  fonctions  F  qui  n'ont  que  des  p«*»ic* 
et  qui  vérifient  l'équation 

F(j*   !-  m.  y  -\-  n,  z  ;  />)  —  F(x,j>-,  c), 

m,  /i,  p  clanl  de-  entiers  quclot»nques. 
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Thollon  et  Goiiy.  —  Sur  le  déplacemenl  des  raies  du  sodium, 
observé  dans  le  spectre  de  la  grande  comète  de  1882.  (371). 

N**  7;  12  février. 

Sylvester,   —  Sur  les  nombres  de  fractions  ordinaires  inégales 

qu'on  peut  exprimer  en  se  servant  de  chiffres  qui  n'excèdent 

pas  un  nombre  donné.  (4^9)- 

Soient  x  un  nombre  positif  quelconque,  E(j7)  sa  partie  entière.  M.  Sylvester 
désigne  par  1(^7)  une  fonction  arithmétique  de  x  définie  par  l'égalité 

I(x)=2?(/i), 

où  n  est  un  entier  positif,  où  9  est  le  nombre  de  nombres  premiers  à  /i  et  infé- 
rieurs à  n,  où  la  sommation  enfin  s'étend  à  tous  les  entiers  n  non  supérieurs  à 
E(j;). 

On  peut  trouver  une  limite  supérieure  L  et  une  limite  inférieure  A  de  \{x)j 
à  savoir  : 

L=  (-5-hT,jar*  — AX-+-R  (logj:), 


A  =  ^^,  -  v)  J?'  —  A'JT  4-  R'(logx), 


s  étant  une  quantité  positive  donnée  aussi  petite  qu*on  le  veut;  't\  et  t^'  peuvent 
être  pris  plus  petits  que  c,  R  et  R'  désignent  des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières de  logx,  d'un  degré  fini,  dont  les  coefficients,  ainsi  que  A  et  A',  restent 
toujours  finis. 

La  probabilité  pour  que  deux  entiers  dont  la  limite  supérieure  x  est  très 

grande  soient  premiers  entre  eux  est  —  • 

TZ 

Dans  une  Communication  postérieure  (19  février),  M.  Sylvester  annonce  qu'il 

a  calculé  I(/i)  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  n  inférieures  k  5oo;  il  a  tou- 

3  3 

jours  trouvé  que  I  (/i)  était  compris  entre  -^  /i*  et  — 5  ( /i  -h  i)'. 

15*  lî 

Jlirn.  —  Réfutation  d^une  seconde  critique  de  M.  Zeuner  concer- 
nant les  travaux  des  ingénieurs  alsaciens  sur  la  machine  à  va- 
peur (4i3). 

Perrin,  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 
invariants  des  formes  binaires.  (426). 

Soit  donné  un  système  composé  d'autant  de  formes  binaires  indépendantes  et 
de  tel  ordre  qu'on  voudra,  de  tous  leurs  invariants  et  covariants.  Soit 

U  =  Aa:--i-/iBj7"  •v-+-  ^^^~'-  Cx-'y'-^-   • 

1.2  -^ 

une  qucironquo  des  formes  du  système.  Si  l'on  cffeotue  la  subslitulion 

x^  \  — RY,     V  -  \Y, 
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tous  les  coefficients,  dans  toutes  les  formes  du  système,  deviendront  des  pénin- 
variants. 

N"  8;  19  février. 

Mouchez.  —  Observation  des  petites  planètes,  faites  au  grand  in  ^^^  ^_ 
strument  méridien  de  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  qua^^  j^. 
triènie  trimestre  de  Tannée  1882.  (455). 

Sylvester.  —  Note  sur  le  théorème  de  Legendre.  (463). 

Le  théorème  cité  par  MM.  de  Jonqnières  et  Lipschitz  est  une  conséquen 
immédiate  d'un  théorème  logique  qui,  mis  sous  forme  sensible,  équivaut  à  di 
que  si  A,  B,  C,  ...  sont  des  corps  ayant  la  faculté  de  s'entrecouper,  conten 
dans  un  vase  d'eau,  et  si  a,  ab,  abc,  . . .  représentent  symboliquedient  les 
lûmes  de  A,  de  la  partie  commune  à  A  et  à  C,  de  la  partie  commane.  à  A,  B,  C,.        ^  _ 
alors  le  volume  du  liquide  déplacé  par  la  totalité  des  corps  sera 

Sa  —  2a6  -f-  ^abc  — 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  nouvelle  planète  (^^  Pâli      ^sa, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (473). 

Baillaud.  —  Observations  de  la  grande  comète  de  1882,  fait^^^sà 
Péquatorial  Briinner  de  l'Observatoire  de  Toulouse.  (474)- 

Oliveira-Lacaille  {de).    —   Sur  une  curieuse  modification         du 
noyau  de  la  grande  comète.  (475). 

Partition  du  noyau  en   quatre  nébulosités.   M.  Baillaud  en  avait  obser^i^/e 
dédoublement  deux  mois  auparavant. 

Todd.  —  Sur  l'observation  du  passage  de  Vénus  en  1882,  faî  ^eà 
l'observatoire  de  Lick^  au  mont  Hamilton  (Californie).  [^'jG). 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  d'une  variable  liée  par  une 
relation  algébrique.  (476). 

Démonstration  de  ce  théorème  : 

«  Soient 

a:  =  P(z),    r  =  Q(-) 

deux  fonctions  de  z,  uniformes  dans  tout  le  plan  et  ayant  seulement  un  nombre 
fini  de  points  singuliers  essentiels  a,,  a,,  ...,  a„;  s'il  existe  entre  ces  fonctions 
une  relation  algébrique,  le  genre  de  cette  relation  doit  être  zéro  ou  l'unité.  » 

Perrin.  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 

,  invariants  de  la  forme  binaire  du  cinquième  ordre.  (479)* 

Au  moyen  du  théorème  cité  plus  haut,  M.  Perrin,  dans  deux  Communications 
successives,  donne  le  tableau  de  rcs  relations. 
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Conibescure.  —  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables  imagi- 
naires. (483). 

Polignac  (C  de).  —  Sur  une  question  de  divisibilité.  (483). 

Observations  sur  les  théorèmes  d'Arithmétique  de  M.  Mathieu  VVcill  (19  dé- 
cembre 1881)  et  de  M.  Désiré  André  (i3  février  1882). 

Schiff.  —  Sur  l'équilibre  du  cylindre  élastique.  (487). 

Trouver  l'état  d'équilibre  d'un  cylindre  limité  par  des  bases  pleines  et  soumis 
à  des  forces  normales,  appliquées  à  sa  surface  latérale  et  à  des  forces  normales 
et  tangcntielles  appliquées  à  ces  bases,  ces  forces-ci  étant  symétriques  par  rap- 
port à  l'axe. 

N*  9;  26  février. 

Janssen.  —  Note  sur  divers  points  de  Physique  céleste.  (527). 

Stephan. —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 

de  Marseille.  (346)- 

« 
Perrin,  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 

invariants  de  la  forme  binaire  du  cinquième  ordre.  (563). 

Goursat.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes.  (365). 

Si  Ton  comprend  sous  le  nom  de  singularités  les  points  singuliers,  les  cou- 
pores  et  les  espaces  lacunaires,  on  est  conduit  au  résultat  suivant  :  toute  fonc- 
tion uniforme  qui  a  un  nombre  limité  n  de  singularités  est  la  somme  de 
n  fonctions  dont  chacune  possède  une  seule  singularité.  Dans  le  cas  où  la  fonction 
possède  un  nombre  infini  de  singularités,  on  pourra  les  partager  en  deux 
classes  :  les  unes  sont  telles  que  l'on  peut  trouver  un  contour  fermé,  ne  renfer- 
mant à  son  intérieur  que  cette  seule  singularité;  les  autres  ne  jouissent  pas  de 
cette  propriété.  En  désignant  les  premières  par  S,  les  secondes  par  S',  les  S'  sont 
ce  qu'on  peut  appeler  les  limites  des  S,  suivant  l'expression  adoptée  dans  le  cas 
des  points  singuliers.  Ceci  posé,  on  peut  généraliser  comme  il  suit  le  théorème 
de  M.  MitUg-Leffler  : 

«  I*  Étant  donnée  une  suite  de  singularités 

0'        I  '        i'     •  •  •  •    ^i»     •  •  •  » 

ayant  pour  limites  d'autres  singularités  S'  rt  une  suite  de   fonctions  uniformes 

telles  que  la  fonction /^(x)  admette  la  seule  singularité  S,,  il  existe  une  fonc- 
tion uniforme  F(x)  n'admettant  pas  d'autres  singularités  que  S  et  S',  telles  que 
la  différence 

soit  finie  et  continue  à  l'intérieur  d'un  contour  inAniment  polit  renfermant  Sj. 
»  2»  La  forme  la  plus  générale  d'une  fonction  V{x)  admettant  les  singularités 


2l4 

s  et  S'  csi 
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V{^)--  ^M^)-^^t{s:h 


ou 


la 


e, 
Tes 


où  fiix)  admet  la  seule  singularité  S^  et  où  F, (a:)  n'admet  d'autres  singular 
tés  que  S'.  » 

Jonquières  {E,  de),  —  Note  sur  un  point  de  la  théorie  des  fni< 
tions  continues  périodiques.  (368). 

Dans  une  suite  de  Communications  (a6  février,  la  mars,  9  avril,  16  avr  .i|^ 

35  avril,  7  mai,  i4  mai,  etc.),  M.  de  Jonquières  fait  une  étude  intéressante  et 

approfondie  des  lois  qui  concernent  les  périodes  des  fractions  continues  qui  p^^^vo- 
viennent  de  l'extraction  de. la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  E;  il  dnnnF==3i } 
cet  égard  un  très  grand  nombre  de  théorèmes,  dont  nous  résumons  ci-dess(K=i=)as 
quelques-uns,  afin  de  faire  connaître,  non  la  totalité  des  résultats  obtenus  ^^H)ar 
l'auteur,  mais  la  nature  et  l'esprit  de  ses  recherches. 

Soient  a  la  racine  carrée  du  plan  carré  contenu  dans  E,  </  =  E  —  a},b  = 
e  =  6»  -  E. 

Toutes  les  fois  que  d  divise  exactement  aa,  en  sorte  que  --r-  =/,  la  péri 

qui  commence  toujours  après  Je  premier  terme  a,  se  compose  de  deux  nom 
seulement, /et  a  a. 

Si  e  divise  exactement  a  6,  en  sorte  que  —  =  ^»  la  période  se  compo! 

quatre  termes  et  a  pour  expression  générale 

[1,  (5'  —  ^)»  >»  =«]•. 

La  longueur  et  la  composition  de  la  période  dépendent  principalement 

2  fl 
valeur  du  rapport  -r-*  Si  rf  ne  divise  pas  aa,  on  peut  supposer  E  de  la  fV 

an     -h  rfn,  a  et  </ étant  les  premiers  entre  eux. 
Pour  les  nombres  de  la  forme 

E  =a/i    4-4"» 

la  période  a  huit  termes  ou  dix  termes,  savoir  : 

[(^)"'''(t-')"'''("^)"°''] 

r/rt  — i\  /fl/i  — 1\  /a/i  — 1\  a  —  I  "1 


ri- 


selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
Si  la  fraction  irréductible  égale  à  -^  a  son  dénominateur  plus  grand  que  2, 

tous  les  nombres  composant  la  famille  E  =  an  -h  dn  ont  des  périodes  dont  la 
longueur  et  la  composition  varient  avec  n,  bien  que  ael  d  demeurent  coostaots. 
Mais,  sauf  quelques  exceptions,  relatives  à  quelques  valeurs  consécutives  de  n 
à  partir  de  i,  le  premier  terme  de  la  période  et  plusieurs  de  ceux  qui  lesaiteDi 
immédiatement  sont  communs  aux  périodes  àt^  tons  les  nombres  de  la  famille. 
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uel  que  soit  n.  Ces  mêmes  termes  se  reproduisent  dans  Tordre  inverse  à  la  fin 
e  la  période  : 

I*  Dans  toute  famille  de  nombres  (E)  =an  -^ dn^  il  existe  cf  H-i  groupes 
§guliers,  où  les  périodes  sont  uniformes  et  de  même  longueur  respectivement. 

L'un  de  ces  groupes  (R,)  résulte  directement  des  valeurs  de  n  qui  satisfont  à 
I  congruence  2a/i  =  2icf(mod  ^'),  i  variant  de  i  à  TinGni,  et  les  d  autres  (E^) 
e  celles  qui  satisfont  à  l'équation  n  =  i' d  -\-  Kd\  i'  et  K  étant  deux  nombres 
Qtiers  variant  l'un,  l'y  de  o  à  d  —  i^  l'autre,  K,  de  i  à  Tinfini. 

2*  La  famille  (E)  contient  d{d  —  i)  autres  groupes  semi-réguliers  (Erf»)  dé- 
irminés  par  les  valeurs  n  =y  -h  Krf*,  j  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de 

à  d{d  —  i)f  à  l'exception  de  celles  qui  sont  égales  à  i'df  ces  multiples  de  d 
tant  déjà  tous  affectés  aux  groupes  réguliers  {Ed  ). 

Dans  les  groupes  (Ett),  les  périodes  ne  sont  pas  uniformes,  mais  le  nombre 
es  termes  qu'elles  ont  en  commun  croit  de  quelques  unités,  dans  chaque 
roupe,  chaque  fois  que  K  atteint  une  des  valeurs  résultant  de  l'expression  de 
[  ■=.  Id^  où  /  et  r  sont  des  entiers  quelconques.  Chaque  groupe  (Ej*)  donne 
insi  naissance  à  une  infinité  de  sous-groupes,  dans  chacun  desquels  le  nombre 
es  termes  communs  à  la  branche  initiale  et  à  la  branche  finale  de  la  période 
st  constant  et  croit,  sans  limites,  d'un  sous-groupe  à  celui  qui  le  suit  dans  la 
érie  ascendante. 

3^  Enfin,  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  /i,  les  périodes  n'ont  en  commun 
ne  les  termes  (trois  au  moins)  dont  il  a  été  question  au  théorème  précédent 
t  qui  se  rencontrent  aussi  dans  les  groupes  (E,  ),  (E^f  ),  (E«/')  aux  mêmes  places 
ar  rapport  aux  termes  extrêmes.  Pour  tout  le  reste,  elles  sont  indépendantes 
:s  unes  des  autres. 

Ce  théorème  se  double  d'un  théorème  analogue  concernant  les  périodes  des 

imilles 

— î 
{E)  =  bn   —  en. 

M.  de  Jonquières  développe  aussi  la  loi  de  formation  des  réduites  des  nombres 

u  type 

E  =  aw'  H-  dn\ 

montre,  en  particulier,  comment  les  termes  communs  à  chacune  des  deux 
ranches  des  périodes  des  nombres  E  ne  sont  autres  que  les  (|uotients  obtenus 
n  faisant  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  sur  les  nombres  la  eld. 
Dans  les  théorèmes  précédents  on  a  supposé  qu'on  avait  affaire  aux  fractions 
ontinues  arithmétiques,  mais  les  fractions  de  la  forme 


j:  =  a  4- 


m 


in  -h- 


[•>.a  \  1 

y  d  '      2rt  -+- 


x-b    - 


'ib,  I 


(t) 


C     '  .  1 


7b 


/2h\—         Il 
\  ?'  I        '2b  —  . 

ment  le  plus  grand  rôle  dans  celte  lhi.*orie:  elles  donnent  d'ailleurs  immédiate- 
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ment  la  clef  de  quelques-uns  des  théorèmes  précédents;  M.  de  Jonquières 
montre,  en  outre,  le  parti  qu'on  peut  en  tirer  dans  le  calcul  numérique  et 
étudie  en  détail  la  façon  dont  les  réduites  calculées  au  moyen  de  ces  fractions 
se  trouYcnt  coïncider  avec  certaines  des  réduites  calculées  au  moyen  des  frac- 
tions ordinaires. 

N*  10;  5  mars. 

Mouchez.  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  d'Uranus  et 
de  Neptune,  faites  à  Téquatorial  de  la  tour  de  l'Est  de  l'obser- 
vatoire de  Paris,  par  MM.  Paul  et  Prosper  Henry.  (607). 

Stephan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'observatoire 
de  Marseille.  (609). 

Gaillot.  —  Sur  les  perturbations  de  Saturne,  dues  à  Faction  de 
Jupiter.  (6a6). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  grande  comète  de  septembre 
1882  (II,  i883),  faites  à  l'Observatoire  de  la  mission  du  passage 
de  Vénus  à  la  Martinique.  (629). 

Bigourdan,  —  Observations  de  la  nouvelle  comète  (Brookset 
Swift),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (ôSa). 

Gonnessiat.  —  Observations*  de  la  comète  Swift-Brooks,  faites  à 
l'Observatoire  de  Lyon.  (683). 

Halphen.  —  Sur  l'approximation  des  sommes  des  fonctions  nu- 
mériques. (634). 

L'auteur  indique  une  méthode  pour  déterminer  les  valeurs  asymptotiqoes  de 
ces  sommes;  cette  méthode  repose  sur  la  considération  de  l'intégrale 


F(jr)=  — .   f^f{z)dz, 


où  x  est  une  quantité  réelle  et  positive,  où  la  variable  d'intégration  z  suit  une 
ligne  A  n*cntourant  pas  le  point  zéro  et  dont  les  extrémités  sont  a-^i^, 
a'  H-  130,  a  et  a'  étant  positifs.  L'intervention  de  cette  intégrale  dans  ce  genre 
de  questions  tient  à  la  propriété  suivante. 

Soit 

/v*-^  ,      -+-     .^,     t-     3«     -»- 

Si  la  ligne  (A)  est  prise  dans  la  région  où  vaut  ce  développement,  on  aura 

F{X)  =X(l)-4-X(2)-h...+  X(w), 

n  étant  l'entier  contenu  dans  x. 

M.  Halphen  retrouve  ainsi,  en  particulier,  un  résultat  récemment  communiqoe 
par  M.  Sylvpstcr. 
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Poincaré  {//')-  —  Sur  les  séries  des  polynômes.  (^iS^). 

I/auteur  indique  une  méthode  pour  délerminer  les  répions  de  convergence  des 
séries  de  la  forme 


où  les  a  sont  des  constantes,  où  P^  est  un  polynôme  de  tlcpré  /?,  lié  aux  jwly- 
nùmcs  précédents  par  une  relation  de  la  forme 

Q.P.  +  Q.P,_,  ^Q,P,_,-f-...-T-QJV,  =  0, 
relation  où  Q^  est  un  polynôme  entier  donné  en  x  et  en  n,  de  degré  i  en  x. 

I^auté,  —  Sur  les  trajectoires  des  divers  points  d'nne  bielle  en 
mouvement.  (^)/îo). 

N"  il*   \'x  mars. 

Sylsrester,  —  Sur  le  produit  indéfini 

ix  —  xYx  —  :r*)(i  — j-*») 

(6:4)- 

Application  d'une  méthode  graphique  exposée  par  Fauteur  dans  le  Johns 
Mopkins  Circular  de  février,"  pour  convertir  en  série  un  produit  indéfini. 

Sylvester,  —  Sur  un  théorème  de  partitions.  (674)' 

Soient  *,,  s^^  ...,  *^  des  suites  de  nombres  consécutifs»  telles  que  le  plus  petit 
terme  dans  aucune  d'elles  n'excède  pas  de  plus  de  l'unité  le  plus  grand  terme  dans 
la  suite  qui  précède.  On  peut  envisager  ce  système  de  suites  comme  une  parti- 
tion de  la  somme  des  nombres  contenus  dans  leur  totalité;  on  a  alors  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  nombre  de  systèmes  de  i  suites  de  nombres  consécutifs  dont  la  somme 
est  N  est  le  même  que  le  nombre  de  partitions  de  N  qu'on  peut  former  avec 
les  répétitions  de  i  nombres  impairs. 

^ppell.  —  Réduction  à  la  forme  canonique  des  équations  d'un 
fil  flexible  el  inextensible.  (688). 

JPoincaré.  —  Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.  (^91). 

M.  Fuchs  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle^  t.  LXXV,  une  méthode  pour 

.  déterminer  les  coefficients  du  groupe  d'une  équation  difTércntielle  linéaire  k 

coef6cients  rationnels,  avec  telle  approximation  que  l'on  voudra,  M.  Poincaré 

indique,   pour  arriver  au  même  résultat,  deux  méthodes,  en  considérant,  mais 

«seulement  pour  fixer  le  langage,  l'équation  particulière 


[i  -  n  i^n  ~1 

^{x  —  Ui)^       ^x  -nA 
i.    \  1-1  .1 


OU 

SB.  =  o. 


Voici  l'un  de  ces  moyens:  soient  a^  et  o,  deux. points  singuliers,  C,  etC,  deux 
Bull,  des  Sciences  mathém.y  1*  série,  t.  VII.  (Novembre  i883.)     R.i5 
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cerrlpR  ayant  pour  cenlres  les  poinls  a^  et  a^y  n'enfermant  pas  d'autres  points 
singuliers  empiétant  l'un  sur  l'autre  dans  une  région  P;  on  aura  quatre  inté- 
grales 

r,  zzr  (jr--rt,)^«$t(jr  — a,), 
V,  -=  {jc  -  a.Jy-t^{x  -a,), 

et  dans  le  domaine  P  des  relations  de  la  forme 

>.-»>a-»->4.     "^i   -^^  J^    -?-rfi' 
^  dy.  dr^        ^  dy. 

« 

Si  Ton  avait  les  valeurs  de  a,  ^,  y,  6  pour  toutes  les  combinaisons  deu  —j.  ^ 
deux  des  points  singuliers,  le  groupe  cherché  serait  déterminé:  il  est  clair  qi^^K.'ao 
moyen  des  équations  précédentes   on   peut  avoir   les  ot,  p,  y,  6  sous  forme  de 

séries  procédant  suivant  les  puissances  des  A,  des  B,  de  x^  —  a,,  et  de  jt,  —       a,. 

Dans  une  Communication  postérieure  (3o  avril),  l'auteur  montre  commen^c^  oo 
peut  toujours  ramener  le  problème  au  cas  où  l'on  peut  tracer  deux  cercles-       C 
Cj  satisfaisant  aux  conditions  énoncées;  il  montre  aussi  comment  les  résuft.  'mats 
précédents  s'étendent  au  cas  des  intégrales   irrégulières  et  le  lien  intime  cj- nV/ 
y  a  enlrc  ce  dernier  cas  et   divers  problèmes  de  Mécanique  céleste,  relatm.fi  ^ 
l'étude  des  variations  séculaires  des  excentricités. 

Jonquières  (E,  de),  —  Sur  la  composition  des  périodes  des  fonc- 
tions continues  périodiques.  (694). 

N*  12;  19  mars. 

Lœ^vy.  ' —  Description  sommaire  d'un  nouveau  système  d'équato- 
riaux  et  de  son  installation  à  l'Observatoire  de  Paris.  (785). 

Ces  équatoriaux  sont  plus  stables  que  les  équatoriaux  ordinaires  et  rendent 
possible  la  mesure  de  grandes  distances  angulaires;  l'observateur  peut  explorer 
le  ciel  tout  entier  et  régie  lui-même,  sans  se  déranger,  tous  les  mouvements  de 
son  appareil  ;  enfin  les  équatoriaux  permettent  d'éviter  l'emploi  de  coupoles 
monumentales. 

Syhesier.  —  Preuve  graphique  du  théorème  d'Euler  sur  la  parti- 
tion des  nombres  pentagonaux.  (743). 

Démonstration,  par  la  décomposition  d'une  cusemblée  régulière  de  points 
limitée  par  deux  lignes  droites  en  un  carré  et  deux  groupes  supplémentairet,  de 

l'identité 

(1  -{-  xa)  (1  4- j:'a)(i  -h  x^a). .. 

i-^ax^              i-hax  i-hax^     ^    , 
—  ,  -\ ^a  _| x^a^ 

I  —  X  1  —  X      i  —  x^ 


i-hax  I -+- ax*   i-\-ax* 
1  —  X      I  —  x^      I  —  x^ 


x'»a» 
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De  Bernardières,  —  Dclerminalion  de  longitudes,  effectuées  au 
Chili,  parla  mission  du  passage  de  Vénus.  (762). 

Stieltjes,  —  Sur  le  nombre  des  diviseurs  d'un  nombre  entier. 

(-64). 

Si  /(n)  désigne  le  nombre  de  diviseurs  de  /?,  on  a 


lim 


/!-«  L  '* 


—  I  -  2r'(i j  —  o, i544-3i 32980^ 

jDarboux(G.).^ —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.  (766). 

Considérons  une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles  définissant  une 
fonction  z  de  plusieurs  variables  indépendantes.  Si  Ton  y  remplace  z  par 
^  -h  es',  que  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  t  et  que  l'on  égale  à  zéro 
le  coefficient  de  e,  on  obtiendra  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 
en  z\  à  laquelle  M.  Darboux  donne  le  nom  d'équation  auxiliaire.  Il  montre  le 
parti  qu'on  peut  tirer  de  la  considération  de  cette  équation  dans  diverses  ques- 
tions : 

Chercher  les  surfaces  infiniment  voisines  d'une  surface  S  qui  forment  avec  £ 
un  système  triple  orthogonal  ;  ou  bien,  trouver  les  surfaces  admettant  la  même 
représentation  sphérique  que  la  surface  T;  ou  bien,  trouver  tous  les  cercles 
normaux  à  une  famille  de  surfaces  dont  fait  partie  la  surface  1.. 

Rechercher  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  £  et  infiniment  voisines 
de  £. 

Ce  dernier  problème  revient  à  la  transformation  par  orthogonalité  des  élé- 
ments, problème  posé  par  M.  Moutard. 

I^Mguerrc,  —  Sur  Tapplication  des  intégrales  elliptiques  et  nhra- 
elliptiques  à  la  théorie  des  courbes  unicursales.  (769). 

Si  l'on  considère  une  courbe  unicursale  comme  enveloppe  de  la  droite 

où  /(O»  ?(^)»  ^C)  s*^"t  ^^^  polynômes,  l'expression  de  la  distance  d'un  point 
quelconque  du  plan  à  la  tangente  au  point  (/)  contiendra  le  radical 


en  mettant  en  évidence,  s'il  y  a  lieu,  la  partie  rationnelle  P(<).  Si  F(^)  n'r^t 
pas  une  constante,  la  courbe,  d'après  la  terminologie  de  M.  Laguerre,  doit  être 
regardée  comme  double;  en  chaque  point  on  peut  mener  deux  semi-droites 
opposées  qui  lui  sont  tangentes  :  tel  est  le  cas  des  coniques.  F(^)  est  alors  du 
quatrième  degré;  les  coniques,  regardées  comme  enveloppes  de  semi-droites, 
sont  du  genre  un. 

Une  tangente  étant  donnée,  en  position  et  direction,  il  lui  correspond  une 
valeur  de  /  et  un  signe  déterminé  du  radical. 

Si  Ton  détermine  chaque  tangente  à  la  conique  II  par  l'argument  d'une  fonc- 
tion ellipliq^ic,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre   tangente» 
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touclient  un  intime  cycle  consiste  en  ce  que  la  somme  des  arguments  soîl  con- 
grue à  zrro,  suivant  les  deux  périodes  de  la  fonction. 

M.  Lagucrre,  dans  le  même  ordre  d'idées,  développe  diverses  propositions  e'n 
étend  les  mêmes  considérations  aux  intégrales  ultra-elliptiques. 

M'nlecki,  —  Dt'inonstralion  du  théorème  fondamental  de  la  thé 
rie  des  équations  algébriques.  (77a). 

Voici  le  nœud  de  la  démonstration  proposée  par  M.  Walecki. 
Soit/(x)  --  o  une  équation  de  degré  ip,  /tétant  impair,  à  coefficients  rée 
pour  prouver  qu'elle  admet  une  racine,  on  met  d'ab<»rd /(  j:)  sous  la  forme 

par  la  substitution  x  ~ y  -^  z\  le  résultant  des  deux  équations 

(P(5^)=0,       +(«»)=  O, 

est  du  degré  impair  p{ip  —  \)^  par  rapport  à  ^;  ce  résultant  admet  une  ra< 
réelle,  en  la  substituant  dans  les  équations  précédentes,  ^i^z*)  seul  peut  devi 
identiquement  nul;  alors  9(2')  étant  de  degré  impair  p  en  2^,  admet  une  rai 
réelle  en  z^.  Si  ^  n'est  pas  identiquement  nul  9  et  ^  ont  un  diviseur  comi 
el/{x)  est  décomposabic  en  un  produit  de  deux  facteurs:  où  l'un  de  ces 
teurs  sera  de  degré  impair,  ou  bien  l'un  de  ces  facteurs  sera  de  degré  iroj 
ment  pair  a/?',  p'  étant  inférieur  à  /?,  etc. 

Si  le  degré  m  de  /{x)  est  égal  à  a'/?,  p  étant  impair,  on  fera  la  même  ti— «qj. 
formation 

et  l'on  verra  que  le  résultant  de  9  et  de  4^  est  de  degré  2*-*p{2p  —  i)  en  ^;  Ig 
parité  est  en  quelque  sorte  diminuée  d'une  unité;  en  admettant  l'existence  d'une 
racine  pour  une  telle  parité,  on  complétera  sans  difficulté  la  démonstration. 

Change.   —    Table  des  formes  quadratiques  quaternaires  posi- 
tives réduites  dont  le  déterminant  est  égal  ou  inférieur  à  20. 

(773). 

La  méthode  employée  pour  la  rédaction  est  celle  que  l'auteur  a  communiqiié« 
à  l'Académie  en  1881  et  qui  constitue  une  généralisation  de  la  méthode  de 
M.  Selling  pour  les  formes  ternaires. 

A  oust,  —  Méthode  pour  obtenir  la  formule  donnant  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle 

(7:5). 

L'auteur  suppose  que  les  A  sont  des  constantes;  il  parvient  à  un  résaltatdc 
lu  forme 

y  =-.  M,J^i  -\-  y\^x*t  -h. .  .H-  M^XRii 

-4-        -L-^  f'da,  f  da,.,    f  da,_,  ^f  /(«î-^î^  ...«î^*/. 
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Faye,  —  Sur  une  objection  de  M.  Tacchini,  relative  à  la  théorie 
du  Soleil,  dans  les  Memorie  dei  Spettroscopisti  ilaliani. 
(8m). 

ResaL  —  Sur  le  mouvement  et  la  déformation  d'une  bulle  liquide 
qui  s^élève  dans  une  masse  liquide  d'une  densité  plus  grande. 

(8a2). 

De  Jonquières,  —  Addition  aux  Communications  précédentes 
sur  les  fractions  continues  périodiques.  (832). 

JVeichoUL  —  Caractère  auquel  on  peut  reconnaître  si  l'opération 
indiquée  par 


îm+i. 


Va  Vf  db  b  /ivi, 
ou  par 

\  azh  b  yvw  I, 
peut  être  effectuée  sous  la  forme 

m  désignant  un  nombre  entier  positif,  r  et  iv  des  nombres  ration- 
nels positifs,  et  a  et  b^  a  et  ^  des  nombres  rationnels  quelcon- 
ques; procédé  pour  elfectuer  cette  opération.  (835). 

Il  faut  que  a^v  -h  b^Wj  et  a'  -h  b^vw  soient  les  puissances  exactes 

( 2  m  H-  I )'*■•    et    2  m'*"" 
des  nombres  rationnels  positifs  k  et  k'. 


BULLETTINO  DI  BIBLIOGRAFIA  e  di  Storu  delle  Scienze  matematiche 
E  FisiGHK,  pubblicato  da  B.  Boncompagni. 

Boncompagni  {B ,),  —  Intorno  ad  unoscritto  inedito  di  Adelardo 
di  Bath,  intitolato  :  Régule  Abaci  (1-90),  suivi  de  la  publica- 
tion des  Régule  Abaci.  (91-134). 

La  Bibliothèque  de  rUi>i?ersité  de  Leyde,  la  Bibliothèque  Nationale  de  Paris 
et  la  Bibliothèque  du  Vatican  possèdent  chacune  un  manuscrit  de  cet  Ouvrage 
'  important.  Après  les  avoir  minutieusement  décrits,  l'auteur  en  relève  les  va- 
riantes et  en   fait  l'historique.   Le  manuscrit  de  Leyde  provient  de  la  biblio- 
thèque de  Scaligcr,   léguée  par  lui   à  ILnivcrsilé;   le  manuscrit  de  Paris  était 
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ronservé  autrelois  dans  la  bibliothèque  de  Saiot-Victor.  Après  avoir  éDuméré 
les  Catalogues  dans  lesquels  les  manuscrits  en  question  sont  cités, l'auteur  pa&$e 
aux  mentions  d'Adclard  de  Bath  que  l'on  trouve  dans  divers  travaux  d'Ade- 
lung,  de  Michel  Chasics,  de  Thomas  Wright,  de  Moritz  Cantor,  de  Thomas- 
Henri  Afartin,  etc.  C'est  surtout  Michel  Chasles  qui  s'est  occupé  de  cette  ques- 
tion dans  ses  Déi'eloppements  et  détails  historiques  sur  divers  points  du 
.  système  de  l'Abacus. 

Passant  à  l'examen  de  l'Ouvrage,  l'auteur  remarque  qu'Adelard  se  reconnaît 
trois  prédécesseurs.  Le  plus  ancien  est  Boëce,  à  l'arithmétique  duquel  ont  puisé 
la  plupart  des  abacistes  du  moyen  âge;  puis  vient  Gerbert  (c'est  probablement 
de  ses  Régule  de  Abaco  computi  dont  il  s'agit):  et  enlin  un  mathématicien 
français  nommé  Tiuicliardus. 

Adelard  traite  surtout  de  la  division;  il  en  connaît  trois  :  la  divisio  /errea 
ou  division  par  dilTérence  qui  consiste  essentiellement  dans  l'emploi  d'un  divi- 
seur fictif  plus  grand  que  le  vrai;  la  divisio  aurea^  assez  semblable  à  celle  que 
nous  employons  aujourd'hui  ;  enfin  la  divisio  permixta,  combinaison  des  deux 
précédentes.  11  distingue,  en  outre,  cinq  sortes  (species)  de  divisions,  suivant 
la  nature  du  diviseur  et  du  dividende,  donnant  des  régies  et  des  exemples  pour 
chacun  des  cas.  Suit  une  nomenclature  des  fractions  d'eissesj  indispensables, 
comme  on  sait,  dans  la  manière  de  compter  des  Romains.  Adelard  en  indique 
vingt-quatre  avec  leurs  noms  et  signes  correspondants.  Le  prince  Boncompa- 
gni  fait  remarquer  que  douze  de  ces  fractions  sont  mentionnées  par  Varron, 
dans  son  Ouvrage  De  lingua  latina;  quatorze  par  Volusius  Marcianus  dans 
VAssis  distributio ;  huit  dans  Isidore  de  Séville,  et  dix-huit  dans  le  Vocabu- 
lariutn  de  Papias  (xi*  siècle).  La  chaîne  de  la  tradition  est  donc  interrom- 
pue. Le  Chapitre  sur  les  fractions  duodécimales  présente  une  particularité 
remarquable;  tout  un  passage  assez  étendu  s'accorde  presque  mot  pour  mut 
avec  ce  que.  nous  trouvons  sur  le  même  sujet  dans  un  Traité  intitulé  Libtr 
Abacif  composé  par  un  élève  de  Gerbert,  nommé  Bernelino.  Ce  Traité,  publié 
en  1867,  par  M.  A.  Olleris,  fait  partie  d'un  assez  grand  nombre  de  manuscrits. 
M.  le  prince  Boncompagni  en  a  comparé  huit,  qui  tous  contenaient  le  passage 
en  question. 

L'auteur  termine  par  quelques  considérations  touchant  Adelard  et  son  temps. 
Il  se  nomme  simplement  Adelardus;  mais,  d'après  MM.  Tanner,  Wright  ei 
d'autres,  il  serait  identique  avec  le  moine  Adelbart  de  Bath,  qui  a  laissé  dc^ 
traductions  d'ËucIide,  des  Tables  astronomiques  de  Al  Kharizmi.  de  V Intro- 
duction mineure  de  Abn  Ma'schar  Gia'far,  des  Prestigii  astronomici  de  Thebi- 
ben  Chora,  et  enfin  un  Traité  sur  l'astrolabe.  Les  dates  de  la  vie  de  cet  auteur 
peuvent  être  facilement  précisées.  Adelard  fait  mention  du  roi  Henri  I"  d'An- 
gleterre, qui  a  régné  de  iioo  à  ii35  et,  de  plus,  il  a  dédié  deux  de  ses  Ouvrages 
aux  évéques  Guillaume  de  Syracuse  et  Richard  de  Bayeux.  Or,  Guillaume 
assistait  au  concile  de  Latran  en  1112,  et  Richard  occupait  le  siège  de  Bayeux 
de  iii3  à  ii33.  Adelard  a  donc  vécu  dans   la  moitié  du  xii*  siècle. 

Steinschneider  {Maurice),   —  Étude   sur    Zarkali,    astronome 
arabe  du  xi"  siècle,  et  ses  Ouvrages,  (i  71-182). 

C'est  un  c(  premier  article  »  traitant  principalement  des  sources  servant  de 
complément  à  un  autre  publié  à  la  suite  d'une  Notice  de  Bernaudino  Baldi. 
in^é^é  dans  le  Bulhtlino  pour  \^''\. 
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11  n'y  à  qu'un  seul  Arabe  qui  ait  dil  quelque  chose  sur  XarWali  :  c'esl  le  vizir 
Al  Kifli;  le  ruurt  passage  qu'il  nous  a  laissé  et  une  Notice  un  peu  plus  longue 
du  juif  Isaac  Israëli,  sont  à  peu  près  tout  ce  que  le  moyen  âge  nous  a  légué  sur 
Zarkaii.  Lessiècles  immédiatement  postérieurs  ne  fournissent  qu'un  seulécrivain  : 
Bernadino  Baldi.  Mais  la  moisson  devint  plus  ample  dans  les  temps  modernes. 
L'auteur  cite  Monlucla  (Histoire  des  Mathématiques) ^  J.-R.-Jos.  Delambre 
(Histoire  de  V Astronomie  du  moyen  dge)y  L.-T.-A.  Sédillot(.*/ip/noi>e  sur  les 
instruments  astronomiques  des  yirabes)^  Joacliim  Selewel  (Géographie  du 
moyen  dge)t  Hammer-Purgstall  (Literaturgeschichte  der  Ai'aber)^  Henry- 
Thomas  Colebrook  (Miscellaneous  essays). 

M.  Steinschncider  termine  son  article  par  quelques  observations  sur  le  nom, 
la  ville  natale  et  le  temps  de  Zarkaii.  Il  n*cst  pas  parvenu  à  élucider  complè- 
tement les  deux  premières  questions.  Le  nom,  qui  ne  se  retrouve  pas  ailleurs 
dans  les  Ouvrages  arabes,  a  paru  déjà  çtrange  à  \1  Kifli  et,  quant  à  la  ville,  le 
burnom  de  Kortubi  (de  Cordoue)  n'est  que  l'addition  d'un  écrivain  postérieur 
(Casiri).  Nous  sommes  plus  heureux  quant  au  temps.  Presque  tous  les  témoi- 
gnages s'accordent  à  placer  Zerkali  entre  io()o  et  loSo. 

M.  Stcinschneidcr  nous  promet  une  liste  complète  des  Ouvrages  de  Zerkali 
et  une  étude  sur  ses  imitateurs  ainsi  que  sur  les  mentions  de  ses  Ouvrages  par 
d'autres  auteurs. 

Henry  [Charles).  —  Supplcmenl  à  la  hlbliograpliip  de  Gcrg;oime. 

(•2  11-  '2  18). 

C'est  l'indication  de  quarante-trois  Mémoires,  publiés  sans  nom  d'auteur  dans 
les  Annales  de  Mathématiques  et  qui  doivent  être  attribués  à  Gcrgonne, 
d'après  un  exemplaire  que  le  rédacteur  légua  à  la  Bibliothèque  de  la  Sor- 
bonne. 

TViedeman  {lulardo),    —  SuiroUica   degli  Arabiî.  ïraduzione 
dal  tedesco  del  D'  Alfonso  Sparagna.  (2 19- •>.:>.;')). 

Ca  travail  concerne  surtout  les  Ouvrages  du  célèbre  savant  Ibn  al  Haitam, 
mieux  connu  sous  le  nom  d'Alhazen;  il  s'appelait  en  réalité  Abu  Ali  Mo- 
hamed ben  el  Masan  fbn  cl  lleitem  el  Basri.  La  dernière  particule  de  M)n 
nom  indique  qu'il  était  originaire  de  Basra;  il  ne  peut  donc  être  rangé  au 
nombre  des  auteurs  arabes  proprement  dits,  mais  plut(»t  parmi  les  auteurs  des 
peuples  écrivant  l'arabe:  en  ce  temps,  tout  l'Orient  écrivait  en  arabe  comme 
l'Occident  en  latin. 

I^es  grands  mérites  d'ibn  al  Haitam  en  Optique  étaient  reconnus  déjà  par  ses 
compatriotes.  Ainsi  Ibn  Khaldùn  l'appelle  «  le  plus  célèbre  parmi  les  Musulnv<>ns 
qui  ont  écrit  sur  cette  Science  ».  11  devient  donc  doublement  curieux  d'exami- 
ner ses  œuvres;  heureusement  qu'elles  ont  été  conservées  jusqu'à  nos  jours,  à 
très  peu  d'exceptions  près.  H  ue  manque,  en  effet,  qu'un  seul  des  Traités  cités 
Ibn  Ali  Osebiah  comme  appartenant  à  Ibn  el  Haitam.  Ces  ouvrages  se  trouvent 
dans  deux  manuscrits  dont  l'un  est  à  Londres  et  l'autre  à  Leyde.  Le  manuscrit 
de  Londres  contient  les  articles  optiques  suivants  : 

1"  Sur  la  lumière  de  étoile»; 
j"  Sur  la  lumière: 
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3**  Sur  les  iniruirs  concaves  paraboliques  ; 

4*  Sur  la  lumière  de  la  Lune; 
tandis  que  celui  de  Leyde  renferme  VOptique  avec  un  Commentaire  de  Ka- 
maie'd  din  Abn'l  Hasan  al  Farisi,  suivi  d'autres  Essais  physiques  sur  Tarc-eo- 
ciel,  sur  les  éclipses,  les  ombres,  etc.,  le  tout  d'après  Ibn  al  Haitam  et  AviccnBe. 
Enfin  on  y  trouve  un  extrait  du  manuscrit  de  Londres.  L*un  et  Tautre  manascrit 
sont  très  bien  écrits,  mais  les  dessins  sont  bien  supérieurs  dans  celui  de  Leyde. 

Voici  les  points  sur  lesquels  l'auteur  a  insisté  : 

L  On  trouve  dans  le  manuscrit  de  Leyde  un  dessin  de  Tappareil  employé 
par  Ibn  al  Haitam  pour  déterminer  l'indice  de  réfraction. 

II.  Dans  l'introduction  au  Traité  sur  la  sphère  ardente,  on  trouve  un  théo- 
rème d'après  lequel  l'angle  de  réfraction  du  verre  est  plus  petit  que  la  moitié 
et  plus  grand  que  le  quart  de  l'angle  de  l'incidence;  la  preuve  en  est  faite 
d'après  Ptolémée.  L'autour  y  a  joint  une  table  des  angles  de  réfraction,  corres^ 
pondant  à  divers  angles  d'incidence,  pris  de  5  en  5^  Le  manuscrit,  corrompu 
en  cet  endroit,  ne  permet  pas  de  déterminer  comment  on  était  arrivé  à  con- 
naître les  résultats,  exprimés  en  degrés,  minutes  et  secondes;  toutefois, 
M.  Wiedemann  estime  que  la  méthode  est  probablement  identique  avec  celle 
qu'a  décrite  Ibn  al  Haitam  dans  son  Optique. 

III.  Ibn  al  Haitam  s'est  aidé  de  Ptolémée.  Il  le  cite  manifestement  quand  il 
s'agit  de  prouver  qu'en  passant  d'un  corps  dans  un  autre  plus  dense  le  rayon 
de  lumière  s'approche  de  la  perpendiculaire,  tandis  qu'il  s'en  élt>igne  en  passant 
dans  un  corps  plus  rare. 

IV.  Un  passage  dans  le  manuscrit  de  Londres  prouve  qu'une  série  de  progrés 
importants  dans  la  théorie  des  miroirs  sphériques,  attribués  généralement  à 
Roger  Bacon,  avaient  été  déjà  l'œuvre  d'ibn  al  Haitam.  Ce  dernier  étant  tré> 
connu  dans  l'Occident,  il  est  très  probable  que  le  moine  anglais  lui  a  emprunté 
cette  part  de  ses  connaissances. 

Henry  {Charles),  —  Notice  sur  un  manuscrit  inédit  de  Claude 
Mydorge  (271-278),  suivi  des  Extraits  du  Traité  de  Géométrie 
de  Claude  Mydorge  (Manuscrit  fonds  français,  n"  656,  de  la 
Bibliothèque  Nationale  de  Paris).  (279-330). 

C'est  une  publication  de  roo8  énoncés  de  problèmes  graphiques  se  rapportant 
à  la  Géométrie  élémentaire;  les  solutions  les  plus  intéressantes  seront  données 
dans  le  tome  \VL 

Govi  {Gilherto),  —  Alcune  lettere  inédite  di  Galileo  Galilei. 
(351-379). 

Ces  lettres  proviennent,  à  l'exception  d'une  seule,  de  la  bibliothèque  ambro- 
sienne  et  sont  adressées  à  son  fondateur,  le  célèbre  cardinal  Federigo  Born»- 
mco.Trois  d'entre  elles  sont  destinées  à  accompagner  des  envois  d'ouvrages 
nouvellement  imprimés  du  savant  florentin;  les  letti*es  à  Welscr  sur  les  taches 
solaires  (iHi3),  le  discours  sur  la.  comète  (1619)  et  le  Saggiatore  (1623 ).  \a 
lettre  imprimée  sous  le  n"  3  nous  montre  qu'en  1617  le  cardinal  avait  encore 
des  doutes  sur  l'emploi  du  télescope;  Galilée,  aliié  par  la  fièvre,  se  fait  fort  de 
les  lever  à   la   prochaine  entrevue.    La    sixième  lettre  est  adressée  à  Raffacll» 
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Staccoli,  auditeur  du  duc  Ferdinand  II  de  Toscane.  Elle  porte  la  date  de  i63i 
et  provient  des  archives  des  Médicis.  Galilée  y  exprime  son  opinion  sur  un  plan 
de  canalisation  de  TArno,  soumis  au  grand-duc  par  un  certain  Coccapani.  Il 
estime  qu'il  faut  accorder  à  Tinventeur  les  privilèges  demandés,  mais  seule- 
ment après  qu'il  aura  fait  connaître  plus  spécialement  les  moyens  dont  il  en- 
tend se  servir. 

Ces  lettres  sont  surtout  intéressantes  par  les  commentaires  de  M.  Govi.  C'est 
ainsi  que,  à  propos  des  lettres  sur  les  taches  solaires,  il  nous  fait  l'historique  de  la 
brouille  de  Galilée  avec  le  P.  Scheiner.  Ce  sont  les  attaques  du  Père  qui  furent 
l'origine  des  lettres  de  Galilée,  adressées,  comme  celles  de  son  adversaire',  à 
Marcus  W'elser,  duumvir  d'Augsbourg.  L'impression  de  ces  lettres  fut  surveillée 
à  Home  par  le  prince  Federigo  Cesi.  Le  cardinal  Borromeo,  par  une  lettre  qui 
a  été  conservée,  remercia  fort  courtoisement  le  philosophe  de  son  attention. 
Il  était  évidemment  très  bien  disposé  à  son  égard;  cependant  il  avait  encore 
quelques  doutes.  Une  lettre  de  Cavalieri,  que  M.  Govi  a  trouvée  dans  la  Biblio- 
thèque Nationale  de  Florence,  et  dont  il  publie  le  passage  essentiel,  nous  ap- 
prend que  le  cardinal  s'attendait  à  voir  les  étoiles  fixes  agrandies  par  le  téles- 
cope à  peu  près  comme  les  planètes. 

Dans  le  commentaire  sur  la  quatrième  lettre,  l'auteur  retrace  l'histoire  du 
malentendu  qui  survint  entre  Galilée  et  les  jésuites  du  Collège  Romain.  Le  phi- 
losophe avait  été  aigri  contre  cet  ordre  par  les  démarches  du  P.  Scheiner,  par 
une  thèse  soutenue  contre  lui,  en  1611,  à  rUniversité  de  Mantouc  :  Sur  lahau" 
teur  des  montagnes  de  la  Lune^  et  surtout  par  la  condamnation  du  système 
de  Copernic,  prononcée  grâce  à  l'influence  du  jésuite  cardinal  Bellarmin.  Il 
saisit  donc  l'occasion  de  se  venger.  Le  P.  Grassi,  du  Collège  Romain,  avait  publié 
une  brochure  anonyme  :  De  tribus  cornet is  anni  1618,  disputatio  astronomica. 
Galilée  la  fait  suivre  d'un  Discorso  suite  comète,  publié  sous  le  nom  de  son 
élève  Guiducci,  mais  dont  il  ne  fait  pas  de  difficulté  de  reconnaître  la  pater- 
nité dans  la  lettre  à  Federigo  Borromeo.  Il  y  attaqua  assez  vivement  quelques 
opinions  émises  par  Grassi.  Cette  attaque  fit  un  très  mauvais  effet  à  Rome; 
une  lettre  Ciampoli  vient  nous  le  prouver.  Grassi  répondit  peu  après  par  la 
Libra  astronomica,  publiée  à  Pérouse.  Il  dirigea  ses  attaques  directement 
contre  Galilée,  quoique  celui-ci  ne  se  fût  pas  nommé  dans  le  Discorso.  C'est 
ainsi  qu'il  provoqua  le  célèbre  savant  à  entrer  en  lice.  Galilée  ne  manqua  pas  de 
répondre  à  l'appel  :  il  répliqua  par  le  célèbre  Saggiatore. 

C'est  de  cet  Ouvrage  que  M.  Govi  traite  spécialement  dans  son  commentaire 
sur  la  cinquième  lettre.  Il  s'applique  spécialement  à  éclaircir  l'afTaire  de  Sti- 
gliani.  Ce  dernier  avait  été  chargé  par  Galilée  de  corriger  les  épreuves  impri- 
mées à  Rome.  Il  s'était  si  mal  acquitté  de  sa  tâche,  que  Galilée  fut  obligé 
de  faire  imprimer  séparément,  à  Florence,  un  errata  comprenant  209  fautes. 
Mais,  en  outre,  il  avait  nu  l'audace  inouYc  d'interpoler  un  passage  où  il  se 
faisait  comparer  à  Dante  par  Galilée  qui  n'avait  jamais  lu  ses  Ouvrages.  Il 
eut  également  l'audace  de  nier  celte  interpolation;  mais,  outre  le  témoignage 
d'un  contemporain,  (iiralama  Aleandri,  voici  que  le  manuscrit  original  du 
Saggiatore  vient  confirmer  cette  allégation.  Ce  manuscrit,  qui  est  en  pos- 
session de  M.  Govi,  est  écrit,  il  est  vrai,  par  un  secrétaire  de  Galilée;  mais  il 
porte  des  annotations  de  sa  propre  main.  Or  on  n'y  trouve  pas  le  passage  en 
question. 

D'ailleurs,  le  Saggiatore  ne  fut  pas  la  seule  réponse  aux  attaques  du 
P.  Grassi.  Kn    i6io,  Guiducci   fit  paraître  une  Lettre  au  P.    Tarquinio  Gai-' 
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luzzi  où  il  souleuail  éuergiquemenl  qu'il  éuit  l'auteur  du  DUcorso  délie  co- 
mète. 11  y  eut  encore  une  brochure  intitulée  Scandaglio  sopra  la  libra  cutrono- 
mica  et  attribuée  souvent  à  Francesco  Stelluti,  un  des  fondateurs  de  l'Académie 
dei  Lincei  à  Kome,  mais  que  M.  Govi  prouve  être  de  son  frère  Giovan  Battista 
Stelluti  da  Fabriano.  Cet  opuscule,  aujourd'hui  oublié,  contient  cependant  une 
curieuse  observation  météorologique.  En  parlant  des  gouttes  de  pluie,  Stelluti 
établit  que  la  quantité  d'eau  tombée  sera  toujours  plus  grande  dans  les  lieux 
bas  que  sur  les  hauteurs. 

Quant  à  TalTairc  de  Coccapani,  qui  forme  le  sujet  de  la  sixième  lettre,  M.  Govi 
est  également  en  état  de  nous  fournir  des  explications  très  complètes.  11  a  réussi 
à  trouver  dans  les  archives  de  Florence  les  requêtes  présentées  par  l'inventeur 
au  Grand-Duc  et  les  réponses  qui  lui  furent  faites.  Il  les  reproduit  textuelle- 
ment. 11  parait  que  tout  dépendait  de  Galilée  chargé  officiellement  de  l'examen 
de  raflfairc.  Son  avis  ne  semble  pas  avoir  été  favorable.  Aussi  TafTaire  a-t-ellc 
très  probablement  avorté. 

Le  travail  de  M.  Govi  contient  encore  une  foule  de  renseignements  sur  des 
personnages  inconnus,  comme  le  D'  Giggi,  le  marquis  d'Oriolo,  etc.,  mentionnés 
dans  les  lettres  et  intéressants  pour  leurs  relations  avec  Galilée. 

Aristide  Marre.  —  Appendice  au  Triparly  en  la  Science  des 
nombres  de  Nicolas  Chuquet  Parisien.  (4i3-46o). 

1.  La  plupart  des  problèmes  contenus  dans  cet  Appendice  sont  résolus  à  Taidr 
de  la  Hègle  des  premiers,  appellation  de  TAIgèbre  qui  appartiendrait  en  propre 
à  Nicolas  Chuquet. 

2.  Les  emprunts  faits  par  Esticnne  de  la  Hoche  au  manuscrit  n*  1346  du 
fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris  ne  se  bornent  pas  aui 
1^7  feuillets  du  Triparty  :  on  en  constate  partout,  du  premier  au  dernier  feuilieU 
et  particulièrement  dans  les  feuilles  numérotées  i48-ao8.  Parmi  les  quesliooi 
énoncées  dans  l'Appendice,  il  en  est  un  très  grand  nombre  qui  se  retrouvent 
mot  pour  mot  dans  les  deux  éditions  du  livre  d'Estiennc  de  la  Roche. 

3.  Le  problème  n°  105  de  l'Appendice  met  en  lumière  rexisteucc  d'un  matbë- 
maticien  français  du  xv*  siècle,  maistre  Barthélémy  de  Komans. 

Dr,  D,  Bierens  de  Ilnan.  —  Bibliographie  néerlandaise  hislo- 
rico-scientifique  des  ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont 
nés  aux  xvi*',  xvii*'  et  xviii*  siècles,  sur  les  sciences  mathéma- 
tiques et  physiques,  avec  leurs  applications.  (aip-ÔSo  et  677- 

Une  bibliographie  scientifîque  manquait  jusqu'ici  à  la  littérature  néerlao- 
daise.  M.  Bierens  de  Haan  vient  combler  cette  lacune,  après  avoir  dû  vaincre 
bien  des  difficultés.  Les  bibliothèques  publiques  dans  les  Pays-Bas  sont,  parait- 
il,  insuffisantes,  la  seule  collection  importante  de  livres  mathématiques  néer- 
landais se  trouvant  à  Poulkova.  Les  Ouvrages  sont  décrits  autant  que  possible 
de  visu;  M.  de  Haan  a  rependant  admis  aussi  des  livres  dont  il  ne  savait  que  le 
titre  et  même  d'autres  dont  le  titre  ne  lui  était  pas  exactement  connu;  de  celle 
manière  il  facilitera  les  découvertes  futures.  Il  a  admis  également  des  travaux 
contenus   dans    les  recueils   et  journaux  scientifiques.   Enfin,  il  a  ajouté  pour 
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que  aulcur  quelques  détailâ  biographiques.  Dans  le  volume  pour  ittôi  la  bi- 
ographie va  jusqu'à  la  lettre  K. 

Èilardo  Wiedemann,  —  SuUa  sloria  délie  scienze  naturali 
esso  gli  Arabi.  Pesi  specifici.  Traduzione  del  Dr.  Alfonso 
)aragna.  (718-720). 

lahomed  al  Ciairari  a  composé  eu  917  de  la  Hegira  (ijii-i5i-j  après  J.-C.) 
Ouvrajje  traitant  des  choses  naturelles  précieuses.  W.  Wiedemann  y  a 
jvé  un  passage  où  se  trouvent  mentionnés  les*  poids  spéeifiques  de  divers 
aux  et  pierres  précieuses,  ainsi  que  la  méthode  de  l'investigation.  Les 
Très  sont  très  exacts,  ainsi  que  le  prouve  l'auteur  en  comparant,  dans  une 
le,  les  chiffres  de  Mohamed,  ceux  de  deux  autres  auteurs  arabes  et  enfin  nos 
Très  modernes.  Quaut  à  la  méthode,  on  a  employé  celle  du  déplacement  d'un 
imc  d'eau  dans  un  vase  plein.  La  forme  de  ce  vase  a  été  conservée  dans  l'ou- 
ge  d'AI-KhazIui  intitulé  :  Balance  de  la  Sagesse. 

irice  Steinsclineider,  —  Notice  sur  un  ouvrage  astronomique 

édil  d*Ibn  Ilaltham.  (7^1-740). 

'Ou>Tage  en  ({uestion  est  mentionné  par  Jehnda  ben  Samuel  bfn  Ablas,  au- 
p  juif  du  xui*  siècle.  Dans  le  chapitre  \V  de  son  livre,  Jaïr  JVetib,  Jehnda 
ïmmande  comme  recueil  astronomique  le  livre  d'Abn  li  Aben  Haitham.  C'est 
iemment  l'ouvrage  en  question.  Nous  n'en  possédons  plus  l'original  arabe. 
s  en  revanche  on  en  a  trouvé  quatre  traductions  dont  deux  latines  et  deux 
raïques.  L'auteur  examine  minutieusement  ces  traductions  et  les  manuscrits 
s  lesquels  elles  se  trouvent. 

.  Une  version  latine  faite  d'après  la  version  espagnole  dressée,  par  l'ordre 
Iphonse  d'Espagne,  par  le  juif  Abraham. 

.  Une  version  hébraïque  par  Jacob  ben  Machir  (Prophatius),  qui  se  trouve 
s  un  grand  nombre  de  manuscrits  (M.  Steinschneider  en  cite  huit).  Dans 
sieurs  de  ces  manuscrits  le  traducteur  n'est  pas  nommé,  de  sorte  qu'on  a  pu 
imettre  toute  sorte  de  confusion  dans  les  catalogues.  Un  seul  manuscrit 
lui  du  Vatican)  est  précédé  d'une  préface  du  traducteur,  qui  permet  de  pré- 
T  plusieurs  points  de  sa  biographie,  entièrement  inconnue  jusque-là. 

.  La  version  latine  d'Abraham  de  Balmes,  d'après  la  traduction  de  Jacob, 
ir  le  cardinal  Grimani. 

.  Une  seconde  version  hébraïque,  faite  par  Salomo  Ibn  Pater  Kohen,  médecin 
Burgos,  dont  il  existe  quatre  manuscrits. 

.a  traduction  de  Jarob  ben  Machir  n'est  pas  divisée  en  chapitres  numérotés; 
endant  on  y  distingue  différentes  rubriques  commençant  invariablement  par 
mots  :  Traité  {Ma'arnar)  sur,  etc.  M.  Steinschneider  donne  leurs  titres. 
ir  examen  suffit  pour  prouver  que  l'ouvrage  d'Ibn  aUHaitam  n'est  pas  une 
raographie  comme  celui  d'Al-Fergani,  mais  plutôt  un  livre  spécial  d'Astrono- 

*  • 

.a  version  latine  que  nous  avons  marquée  comme  n"  1  se  distingue  des 
res  par  sa  division  en  chapitres.  Il  y  a  aussi  une  table  des  matières;  mais 
15  le  seul  manuscrit  que  nous  possédions  de  cette  version  (  il  se  trouve  dans 
Bibliothèque  Bodiéicnne,  à  Oxford),  l'énoncé  ne  commence  qu'au  cha- 
'c  \\N  II.  Plu-ieur>  chapitres,  d'ailleurs,  de  celle  traduction  ne  se  retrouvent 
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dans  aucun  autre  manuscrit.  M.  Sleinsclineider  présume  que  ce  sont  des  addi- 
tions de  la  traduction  espagnole  faisant  partie  du   meilleur  mode  d'arrange- 
ment ordonné  par  le  roi  Alphonse.  Il  manque  aussi  dans  celte  version  la  préface 
de  Fauteur,  que  nous  retrouvons  dans  les  manuscrits  hébraïques;  à  sa  place  il 
y  a  un  prologue  que  M,  Co&e  d'Oxford  désigne   comme  Alphonsi  epistola;  i  % 
ressemble,  en  effet,  parfaitement  aux  préfaces  des  autres  traductions  faites  p<^^ 
l'ordre  d'Alphonse  le  Sage.   Cette   version  latine  semble  d'ailleurs  supérieure        ^ 
celle  d'Abraham  de  Balmcs.  Il  paraît  que  ce  dernier   n'a   pas  toujours   compr —  ^ 
le  texte  hébreu. 

L'ouvrage  d'Ibn  al  Haitam,  quoique  très  spécial,  n'était  probablement  qu'  w^ 
abrégé;  au  moins  Averroès,  dans   son  abrégé  de  l'Almageste  (connu  seulem^^ 
par  une  traduction  hébraïque   de   Jacob   Anatoli  )   le   classe  parmi  ceux-là.        r, 
livre  est  d'ailleurs    cité  par  Levi   ben  Gerson    (ou    Léo   de   Bagnols)  dans    ^^ 
commentaire  d'Averroès.  Il  parait  que  Levi  avait  vu  la  traduction  de  Jacob 

Ce  travail  est  complété  par  la    publication  d'extraits  de  plusieurs  des  m;^^ 
scrits  précités. 


MâTHEMAT)SCHE  ANNâLEN,  begriiiulet  von  A.  Clebsui  uiid  C.  Neum^iw. 
gegenwUrtig  herausgegeben  von  F.  Klein  und  A.  Maykr  (*). 

Tome  XVil;  1880. 

Hedekind(L.).  — Le  rapport  anharmonique  et  rinvarlanl absolu 
des  formes  binaires  biquadratiqties.  (1-20). 

Comme  suite  à  ses  travaux  antérieurs  ('),  l'auteur  donne  une  représentation 
du  rapport  anharmonique  et  de  l'invariant  absolu  pour  une  surface  réelle  ei 
non  réglée  du  second  ordre;  et  en  particulier  pour  une  sphère,  en  faisant  voir 
comment,  pour  une  valeur  particulière  donnée  X  —  (cosw)',  l'angle  w  peut  s*" 
construire  géométriquement  et  se  calculer  analytiquement.  Cette  représeolalio" 
est  appliquée  à  quelques  questions  relatives  aux  intégrales  elliptiques,  et  le^ 
positions  harmoniques  et  équiluirmoniques  sont  discutées  avec  détail. 

Rosanes  (./.).  —  Sur  la  théorie  des  coniques.  (sii-So). 

Trois  coniques/,  ç,  <{;,  situées  dans  un  même  plan,  peuvent  toujours,  d'après 
un  théorème  d'Hermite,  être  considérées  comme  polaires  coniques  des  trois 
points  \,  Tj,  X,y  par  rapport  à  une  courbe  du  troisième  ordre  B.  Cette  courbe» 
ainsi  que  les  trois  points,  est  susceptible  d'une  seule  détermination;  mais  il 
existe,  entre  les  points  et  les  coniques,  cette  relation,  que  la  polaire  du  pointa 
par  rapport  à  9  est  identique  à  la  polaire  de  't\  par  rapport  à  /,  etc.,  ce  qu'on 
exprimera  par  les  équations 

r;  =yii>    YT  -  r»»    /»  -  Y;- 
F/auteur   fait  voir  que   les  six  équations  contenues  dans  ces  relations  son^ 


(•)  Voir  Bulletin,  VI„  18. 

O)  Afathem.  Annalen,  t.  1\,  et  /iabilitalionsschri/t,  Karlsruhe;  1876. 
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rncore  vérifiées  par  deux  autres  systèmes  de  trois  points.  Ces  trois  systèmes  de 
trois  points  sont,  dans  leur  position  respective,  soumis  à  trois  conditions,  de 
telle  sorte  que  sept  de  ces  neuf  points  peuvent  être  choisis  à  volonté,  tandis 
que  le  huitième  et  le  neuvième  sont  alors  des  points  de  deux  droites  coordonnées 
projectivement.  Hériproquemcnt,  si  ces  trois  relations  de  position  ont  lieu  entre 
neuf  points,  on  pourra  déterminer  les  coniques  correspondantes/,  9,  ^. 

fJall  (von).  —  Le  système  de  formes  complet  d^une  forme  binaire 
de  huitième  ordre.  (3i-5i).  —  Sur  le  système  complet  d'une 
forme  binaire  de  huitième  ordre,  (i 39-1  Sa).  —  Extrait  d'une 
Lettre  à  la  Rédaction  des  Afathem,  Ânnalen,  (456). 

Kn  se  fondant  sur  les  méthodes  développées  par  Gordan  (Binàre  Formen, 
I^ipzig,  i8-5),  Tauteur  donne  le  système  de  la  forme  binaire  du  huitième 
ordre,  en  le  réduisant,  dans  son  premier  Mémoire,  à  96  formes.  Après  avoir 
pris  connaissance  du  tableau  publié  par  Sylvcster  dans  V American  Journ,  of 
.}fath.,  et  ([ui  contient  70  formes,  l'auteur  parvient,  dans  les  articles  suivants, 
à  réduire  le  système  à  71  formes,  de  sorte  qu'il  ne  diffère  plus  maintenant  du 
résultat  obtenu  par  Sylvester  que  relativement  à  une  seule  forme,  qu'il  consi- 
dère comme  irréductible. 

Klein  (F.),  —  Sur  la  définition  géométrique  de  la  projectivité 
pour    les    figures  fondamentales  du    premier   degré   (Stu/e). 

(d2-54). 

Darboiix  (G.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie 
projective.  (Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Klein).  (55-6i  ;  fr.). 

Les  fondements  de  la  Géométrie  établis  par  v.  Slaudt  reposent  essentiellement 
sur  ce  théorème  :  «  Si  deux  séries  d'éléments  se  correspondent  de  telle  ma- 
nière qu'à  quatre  éléments  quelconques  de  Tune  des  séries,  formant  une  propor- 
tion harmonique,  correspondent  quatre  éléments  également  en  rapport  an- 
•  harmonique,  la  correspondance  est  définie  par  cette  unique  propriété,  et 
elle  coïncide  avec  la  transformation  homographique  ».  Tandis  que  M.  Klein,  en 
mentionnant  il  y  a  quelques  années  ce  théorème  ('),  avait  cru  devoir  compléter 
la  démonstration  de  v.  Staudt  par  la  condition  que,  de  la  correspondance  de 
deux  séries,  que  l'on  peut  construire,  d'un  nombre  infini  d'éléments,  on  puisse 
toujours  conclure  aussi  la  correspondance  des  éléments-limites  corrélatifs; 
M.  Darboux  fait  voir,  par  la  voie  analytique  aussi  bien  que  par  la  Géométrie, 
que  le  théorème  en  question  peut  être  démontré  en  toute  rigueur  sans  admettre 
de  nouvelles  hypothèses. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  du  module. 
(62-70). 

Ce  Mémoire  expose  lés  points  de  vue  généraux  sous  lesquels  l'auteur  a  déjà 
traité,  dans  des  travaux  antérieurs  ('),  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  du 


(*)  Mathem.  Annalen,  t.  VI  et  VII. 
(')  Mathem.  Annalen,  t.  XIV  et  XV. 
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module,  et  a  pour  but  de  développer  les  principes  fondamentaux  d'une  théorif 
(générale  de  cci»  fonctions.  Il  s'agit  ici  de  toutes  les  fonctions  uniformes  d'une 
variable  (o,  qui  restent  invariables  par   les  substitutions  linéaires  à  coefficients 
entiers  de  déterminant  égal  à  i, 

VU)  -i     Ô 


»o':- 


Ces  substitutions  peuvent  se  classer  suivant   trois  points  de  vue   différents     r 
!•  d'après  les  sous-groupes  qu'elles  contiennent;  a*  d'après  la  nature  arithmt^^ 
tique  des  coefficients  de   la  substitution;  3"  d'après  le  genre  (la  connexion)  d%] 
polygone  fondamental  correspondant  à  un  sous-groupe.  C'est  surtout  la  dernîér-e 
classification  qui  est  importante  dans  la  théorie  des  modules  appartenant  à  uu 
groupe.  Si  Ton  a  y?  —  o,  on  pourra  choisir  un  module  algébrique  correspondant 
de  telle  sorte  que  ce  module  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  une  valeur  donn<^ 
quelconque  dans  l'intérieur  du  polygone  fondamental.  Mais,  si  Ton  a  />  >  o,  ji 
faudra,  pour  désigner  le  point  unique  du  polygone,  considérer  au  moins  deux 
modules  à  la  fois,  entre  lesquels  existera  alors  une  équation  du  degré  p  corrfs- 
pondant.  Dans  le  premier  cas,  on  a  un  module  principal  ;  dans  le  second,  on  en  a 
plusieurs,  formant  un  sytème  complet.  Tous  les  modules  appartenant  au  sous- 
groupe  peuvent  s'exprimer  rationnellement,  pour  /?  =  o,  au  moyen  du   modale 
principal,  et  dans  les  autres  cas  au  moyen  des  modules  du  système  complet.  Si, 
de  plus,  <!>'  et  a>  sont  liés  entre  eux  par  une  substitution  d'un  sous-groupe  dési- 
gné, alors,  dans  le  cas  de  /?  —  o,  il  est  non  seulement  nécessaire,  mais  encore 
suffisant  que  le  module  principal  calculé  pour  w  coïncide  avec  le  module  prin- 
cipal calculé  pour  w'.  Mais  si  l'on  a  y?  >  o,  la  même  conséquence  exige  l'égalité 
de  tous  les  modules  d'un  système  complet.  L'auteur  cite  pour  exemples  l'inva- 
riant   absolu  comme  module  principal  de   toutes    les    substitutions    de  w,  la 
racine   v'*""*  du   x*  de   Legendrc,   l'irrationalité    icosaédrique  comme    module 
principal    du   cinquième  degré   {Stu/e),   et  le   système  complet  des  modules 
du  septième  degré.   En   outre,  dans  la   seconde  partie   de   son   travail,  il   fait 
voir  commentées  idées  générales  peuvent  s'appliquer  à  la  théorie  des  transfor- 
mations. 

Gierster  (J.).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  classes 
des  formes  quadratiques  binaires  de  déterminant  négatif.  (  Pre- 
mière et  seconde  Note).  (7i-8/{). 

Les  huit  formules  que  M.  Kronecker  a  établies  entre  les  nombres  de  classes 
des  l'ormes  quadratiques  de  déterminant  négatif  sont  tirées  des  équations  mo- 
dulaires ordinaires  par  une  formation  de  résultantes.  C'est  dans  le  même  sens 
que  l'auteur,  dans  sa  première  Note,  étudie  les  équations  modulaires  des  corps 
réguliers,  en  particulier  celle  qui  appartient  à  l'icosaèdre.  Dans  la  seconde 
Note,  il  se  pose  le  problème  d'aborder  la  même  question  d'une  manière  ana- 
logue pour  les  formes,  en  nombre  infini  des  équations  modulaires  constraites 
par  Klein.  Dans  les  correspondances  modulaires  de  degré  (Stu/e)  m,  le  nombre  -s 
des  coïncidences  est  compté  de  deux  manières,  une  fois  arithmétiquemeot,  .^ 
l'autre  fois  algébriquement,  f^e  dénombrement  arithmétique,  qui,  dans  le  pré- 


sent travail,  est  effectué  pour  un  degré  égal  à  un  nombre  premier  quelconques^ 
fournit  une  somme  de  nombres  de  classes.  Le   dénombrement  algébrique,  ai 
contraire,  est  d'abord  restreint  au  cas  où  les  modules  de  congruence  considéré- 
sont  des  modules  principaux.  On  obtient  alors  une  suite  de  relations  entre  de? 
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nombres  de  classer,  parmi  lesquelles  figurent  aussi  les  formules  de  Kronecker. 
Les  résultats  généraux  sont  calculés  pour  le  septième  degré  (Stu/e). 

ionig(J.).  —  Développement  en  série  suivant  les  fonctions  de 
Besscl.  (85-86 >. 

Kemarque  sur  le  Mémoire  de  M.  Sonine  {Math.  Ann.,  t.  \VÏ),  avec  renvoi 
à  la  représentation  donnée  par  l'auteur  {Math.  Ann,,  t.  V)  des  fonctions  sous 
forme  de  séries  infinies. 

h'ill{A.).  —  Sur  le  théorème  d'addition  et  le  problème  de  Tin- 
version  des  fonctions  elliptiques.  (87-102). 

L*auteur  fait  voir  comment  l'introduction  des  fonctions  Z  et  O  de  Jacobi  se 
déduit  avec  facilité  de  riiitéîîrale  de  troisième  espèce,  en  partant  de  cette  inté- 
grale comme  forme  normale,  exprimée  par  une  intégrale  double. 

irill  (-J.).  —  Sur  les  points  d'inflexion  des  courbes  du  quatrième 
ordre  ayant  des  points  doubles.  (io3-ioG  et  517-522). 

Les  douze  points  d'inflexion  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points 
doubles  peuvent  être  considérés  comme  points  fondamentaux  d'un  faisceau 
doublement  infîni  de  courbes  du  quatrième  ordre.  Dans  les  deux  Notes  enques- 
tion,  l'auteur  nous  montre  comment  on  peut  former  l'équation  de  ce  faisceau. 

^chur  {F,),  —  Sur  la  théorie  des  complexes  de  rayons  du  second 
ordre.  (107-109). 

«c  Si  une  forme  quadratique  de  six  variables  représente  un  complexe  de 
droites  du  second  degré  en  coordonnées  ponctuelles  de  droites,  ses  formes 
adjointes,  qui  au  moyen  du  facteur  variable  constituent  un  faisceau  simple- 
ment infini,  représenteront,  en  coordonnées  tangentielles  de  droites,  les  com> 
plexes  du  second  degré  avec  la  même  surface  de  singularité.  » 

\tarx  {W\).  —  Démonstration  synthétique  du  théorème  d*Euler 
sur  les  rayons  de  courbure,  (i  lo-i  i4). 

^ayley  {A,).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  fonctions  8  mul- 
tiples, (i  1 5- 1 22  ;  ang. ). 

Démonstration  de  ce  théorème  : 

e-wii„...:^>')e(M, -^  20',  ;  jx,  v)=  e-«'-.*.vie(//,,  . ..;  {i-h  jji',  v  -h  v'j. 
Les  fonctions  6  dépendent  de  la  fonction  quadratique  générale 

G(<i,,. ..,  lif  ;  /i,,...,  /ip) 

de  ap  variables,  et  les  caractéristiques  v,,  .. .,  v^;  {i,, . . .,  {ip  sont  des  nombres 
quelconques,  entiers  ou  fractionnaires. 

Harnack  (A.r,),  —  Sur  la  série  trigonométrique  et  sur  la  repré- 
sentation d'une  fonction  arbitraire.  (i23-i32). 

La  nouvelle  méthode  dont  Tauteur  s'est  servi,  dans  ce  Mémoire,  pour  établir 
les  principes  généraux  de  la  théorie  des  séries  de  Fourier  est  plus  complète- 
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ment  développée  dans  le  lome  \I\  des  Malh.  Ann.  et  dans  le  Bulletin  des  Se. 
math,  et  astron. 

Klein  {F-)-  —  Sur  les  formes  normales  en  nombre  infini  de  Tin- 
tégrale  elliptique  de  première  espèce.  (i32-i38). 

]/intégrale  normale  de  Legendre 

f        '^^ 

se  présente  dans  la  classification  de  l'auteur  comme  une   intégrale  de  seroiifc^ 
degré  {Stu/e)f  parce  que  le  module  du  second  degré  y  apparaît  comme  uniqi^^^ 
constante.  On  obtient  des  formes  normales  aussi  légitimes  de  degré  sunéri^u  ^^ 
en  partant  de  la  représentation  des  fonctions  doublement  périodiques  doiin^^ 

par  l] ermite  : 

,ox,  =  a  (il  —  a,)ff(ii  — a2)...»(ii  —  «„), 

px,  -  9{U   -  6, )»(ii  —  ^,)..  .a(w  —  h„). 


que  Ton  peut  interpréter  comme  une  courbe  elliptique  dans  l'espace  dv.n—i 
dimensions,  ou,  suivant  l'expression  de  l'auteur,  comme  une  courbe  elliptique 
de  /t'**^  degré.  Les  intégrales  elliptiques  appartenant  à  ces  courbes  dépendent, 
dans  chaque  cas,  d*une  seule  constante,  qui  est  un  module  du. troisième,  do 
quatrième,  du  cinquième,...  degré.  Le  moyen  de  calculer  les  formes  normales 
(irrationnelles)  repose  sur  le  choix  des  constantes  a^,  6,,. .., /i/,  on  les  preod 
égales  aux  «'*«••  parties  des  périodes.  Le  troisième  degré  s'obtient  à  Taidedeli 
courbe  plane  du  troisième  ordre,  et  sa  forme  normale  se  déduit  de  la  théorie 
des  points  d'inflexion.  Pour  le  quatrième  degré,  on  a  affaire  à  une  courbe  gauche 
du  quatrième  ordre  et  à  la  théorie  des  plans  osculateurs  stationnaires.  Pour  le 
cinquième  rang,  la  représentation  algébrique  dépend  de  l'intersection  de  rinq 
surfaces  du  second  degré  dans  l'espace  de  quatre  dimensions. 

Schubert  (//.).  —  Etude  du  triangle  par  la  géométrie  numérique. 

(l53-2l2). 

Comme  il  serait  impossible  de  résumer  en  peu  de  mots  le  riche  contenu  dere 
Mémoire,  nous  préférons  renvoyer  le  lecteur  au  texte  original. 

Enneper   {A,).   —   Sur    une   équation   entre   les    fonctions  S. 

(2l3-2l6). 
Démonstration  des  équations  (') 


(I) 


^  {x  +  y+z)^{x)^'{y)^{z)~\-îs{x+y-^z)îs{x)^{y')îs'{z) 
=  &',  (  o  ) ô,  (y  H-  «  ) &,  (  ^  4-  a: ) Sr,  (;r  -h^')  ; 


dx^ 


/2K\*r    ,,  .   ,        iKx      ,        ,,,  Il 

Ht)  h*Wam  — -C  +  A-')  \. 

I  sin^am  — -  | 


(')  Hervite,  Comptes  rendus,  t.  LXXXV  ;  1877. 
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où  l'on  a 

&',  (y  » 


Bi{x-h  v'i 


-•  r 


(3)   AA:'»— ^j^  =  cosamMAamMn-  _  A^'i  \  _}.  ^1^|     -  A'sinamacos'ami/. 

Gordan  (P.).  —  Sur  le  système  déformes  complet  de  la  forme 

biquadralique  fx  =  xjxa^-  ^2^3-f-  .^J^i-  (2i6-233). 

Cette  forme  biquadratique  spéciale,  importante  pour  la  théorie  des  équations 
du  septième  de^ré,  se  change  en  elle-même  au  moyen  de  168  substitutions  li- 
néaires, et  par  suite  possède  seulement  quatre  covariants  linéairement  indépen- 
dants. L'auteur,  qui  n'a  pas  encore  publié  sa  démonstration  du  nombre  fini  des 
formes  du  système  des  formes  biquadratiques  ternaires  générales,  donne  pour 
celles-ci  le  système  total  correspondant,  lequel  se  compose  de  b\  formations. 
Le  premier  Chapitre  contient  les  méthodes  générales;  le  second  commence  à 
traiter  la  construction  des  formes  pour  la  forme  biquadratique  générale,  et 
poursuit  cette  recherche  aussi  loin  qu'on  peut  le  faire  sans  calculs  trop  pro- 
lixes. Dans  le  Chapitre  UI,  il  emploie  les  simplifications  qui  se  présentent 
pour  la  forme  particulière  dont  il  s'agit,  et  il  développe  complètement  les  for- 
mes correspondantes. 

Mianchi  {L,),  —  Sur  les  formes  normales  du  troisième  et  du  cin- 
quième degré  (Stu/e)  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce.  (a^^-aGa). 

Ce  travail  contient  un  développement  des  théorèmes  établis  dans  la  Note  de 
M.  Klein,  citée  plus  haut,  sur  les  formes  normales  de  l'intégrale  elliptique,  et 
en  particulier  l'auteur  y  développe  la  représentation  algébrique  de  l'intégrale 
de  cinquième  degré  au  moyen  de  cinq  formes  quadratiques,  dépendantes  seule- 
ment de  l'irrationnalité  icosaédriquc. 

JVoelher(3I.).  —  Sur  la  représentation  invariante  des  fonctions  al- 
gébriques. (263-284). 
Dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques,  une  courbe  algébrique 

est  considérée,  avec  toutes  les  courbes  qui  peuvent  s'en  déduire  par  des  substi- 
tutions rationnelles,  uniformes  réversibles,  comme  appartenant  à  une  même 
classe.  D'après  cela,  et  en  particulier  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennes, 
on  a  à  résoudre  le  problème  de  représenter  toutes  les  fonctions  rationnelles  9 
de  s  cr.  de  2,  sous  la  condition/ =  o,  c'est-à-dire  toutes  les  fonctions  algébriques 
9  de  ^  appartenant  à  une  classe,  sous  forme  qui  soit  indépendante  de  la  rela- 
tion (i)  choisie  dans  cette  classe. 

Les  quotients  des  formes  adjointes  du  (n  —  S)'*"*  ordre  9  ont  le  caractère 
invariant,  et  il  en  est  par  suite  de  même  pour  toute  fonction  de  ces  quotients. 
Réciproquement,  toute  fonction  rationnelle  9  de  s  ci  z  peut  se  mettre  sous  la 
forme  d'une  fonction  rationnelle  homogène  de  dimension  zéro  par  rapport, 
aux  9,  à  la  seule  exception  près  du  cas  où/=  o  représente  une  courbe  hyperel- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIL  (Décembre  1882.)        R.i(i 
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lipliquc,   c'est-à-dire  une  courbe   sur   laquelle   il   existe  une   série  linéaire  df 
couples  de  points.  Alors  on  n*a  plus  à  s'occuper  que  de  relations  entre  ces  rap- 
ports des  9.  Pour  déterminer  les  dimensions  du  numérateur  et  du  dénomioateor 
de  ces  expressions  dans  les  p  fonctions  9,  qui  bont  linéairement  indépendantes 
entre  elles,  il  faut  traiter  la  question  du  nombre  dos  relations  d'un  ordre  queU 
conque  {j.  entre  les  p  fonctions.  On  fait  voir  que  ce  nombre  reste  constant  daa% 
tous  les  cas,  et  dépend  uniquement  du  genre  p  de  la  classe;  sa  valeur  es| 
(le  cas  hyperelliptique  étant  seul  excepté),  pour  l'ordre  ji  >  i. 

Au  §  5,  l'auteur  étudie  les  fonctions  d'ordre  \l  des  9  dans  quelques  cas  spé. 
ciaux,  et  détermine  le  nombre  des  relations  du  {j.'**"*  ordre  dans  le  cas  des 
courbes  hyperelliptiques.  Ce  nombre  a  pour  valeur 

Dans  les  §  6  à  7,  on  discute,  comme  exemple  du  mode  de  conception  doot  od 
a  développé  les  principes,  les  courbes  qui  ont  avec  la  courbe  fondamentale,  en 
tous  les  points  d'intersection,  un  contact  du  premier  ordre.  On  arrive  ainsi  àdes 
résultats,  relativement  aux  systèmes  de  courbes  de  contact,  qui  ont  une  bien 
plus  grande  extension  que  ceux  que  Ton  pourrait  obtenir  par  la  seule  considé- 
ration des  courbes  adjointes. 

Bâcklund  {A.-V.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  (aSS-SaS). 

Ce  Mémoire  traite  des  équations  aux  dérivées  partielles  entre  n  variables  in- 
dépendantes Xyy  . . .,  x^  et  une  fonction  inconnue  2,  telles  que  leur  solution 
complète  puisse  s'exprimer  au  moyen  de  deux,  de  trois,  ...,  ou  d'un  plus  grand 
nombre  d'équations  entre  2,  J7,,  ...,  x^ci  n  constantes  arbitraires;  et  laotear 
fait  voir  comment,  étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles,  on  penl 
reconnaître  si  elle  possède  cette  propriété.  Les  méthodes  générales  pour/i  =  3  et 
/i  =  4  sont  développées  dans  le  cas  particulier  de  deux  équations  intégrales. 

Freyberg  (./.).  —  Equation  pour  la  détermination  des  points  de 
contact  des  tangentes  doubles  des  courbes  du  quatrième  degré, 
(329-33i). 

Cette  Note  renferme  une  exposition  très  claire  et  très  simple  du  calcui  de 
liesse  pour  la  représentation  de  la  courbe  bien  connue  du  quatorzième  ordre, 
sous  forme  symbolique. 

Maver  {A.),  —  Sur  les  intégrales  générales  des  équations  diffé- 
rentielles de  la  Dynamique,  et  leur  réalisation  par  les  méthodes 
de  Lie.  (337-354). 

l/auteur  dit,  dans  son  Introduction  :  «  Pour  le  mouvement  d'an  svstémr  de 
points  matériels,  soumis  seulement  à  des  attractions  intérieures,  et  pouvant  *f 
mouvoir  comme  un  corps  solide  libre,  les  principes  généraux  de  la  Mécanique 
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fournissent  dix  intégrales.  Ces  dix  intégrales  se  partagent  en  deux  groupes,  de 
raractère  tout  à  fait  différent.  Le  premier  groupe  se  compose  seulement  de 
Tunique  intégrale  de  la  force  vive,  laquelle  (jointe  aux  équations  de  condition 
qui  peuvent  exister  dans  le  système,  ainsi  qu'aux  positions  et  aux  vitesses  ini- 
tiales données  pour  les  points)  contient  toutes  les  données  nécessaires  pour  la 
détermination  univoque  du  mouvement,  et  par  suite  estelle-mème  nécessairement, 
à  elle  seule,  l'expression  analytique  du  problème  dynamique.  Le  second  groupe 
c«it  formé  de  trois  intégrales  des  aires  et  des  six  intégrales  du  centre  de  gravité 
qui  ont  lieu  sans  aucun  changement,  de  quelque  manière  que  la  fonction  des 
forces  soit  exprimée  au  moyen  des  distances  mutuelles  des  points.  Ces  dernières 
intégrales,  ne  correspondant  pas  seulement  à  un  problème  de  Dynamique,  mais 
à  une  infinité  de  problèmes,  ne  sont  pas  nécessairement  uniques.  La  réponse  à 
la  question  de  savoir  s'il  existe  encore  d'autres  intégrales  générales  de  cette 
seconde  espèce  est  le  sujet  du  premier  paragraphe  de  ce  travail. 

A  la  démonstration  de  la  non-existence  d'autres  principes  généraux  de  Méca- 
nique de  même  nature  que  les  principes  cités  se  rattache  ensuite,  dans  les  para- 
graphes suivants,  cette  seconde  question  :  Jusqu'à  quel  point,  dans  l'état  actuel 
des  méthodes  d'intégration,  peut-on,  au  moyen  de  ces  intégrales  générales, 
pousser  la  solution  d'un  problème  de  la  dynamique  d'un  système  de  points 
matériels?  Lie  a  donné  la  réponse  à  cette  question  pour  le  problème  des  trois 
corps  ou  pour  un  système  de  points  libres.  Pour  un  système  restreint  par  des 
équations  de  condition,  la  réponse  s'obtient,  d'une  manière  claire  et  évidente, 
par  un  calcul  fondé  sur  un  théorème  de  Jacobi  ('),  et  donné  par  Mathieu  ('). 
Toutefois,  il  faut  encore,  pour  la  démonstration  du  théorème,  des  développements 
de  calculs  considérables.  Le  théorème  général  donné  par  Lie  (')  est  déjà  en 
réalité  suffisant  à  lui  seul  pour  répondre  à  la  question  proposée. 

Cantor  (C).  —  Sur  les  multitudes  de  points  groupés  en  ligne 
droite.  (355-358). 

Suite  de  l'article  publié  dans  le  tome  XV. 

La  présente  Note  se  rapporte  à  un  groupe  de  points  du  second  genre,  c'est- 
à-dire  qui  ne  possèdent  pas  un  nombre  fini  de  groupes  dérivés.  L'auteur  fait  voir 
comment  on  peut  ici  détacher  de  la  série  infinie  des  dérivées  de  nouveaux  groupes 
de  points,  en  extrayant  le  groupe  des  points  communs  à  tous  les  dérivés.  Il 
en  résulte  un  groupe,  que  nous  désignerons  par  p(^',  et  au  moyen  duquel 
on  pourra  former  de  la  même  manière  de  nouveaux  groupes.  On  remarquera 
aussi  Texemple  qui  montre  qu'un  groupe  de  points  du  second  genre  ne  doit, 
dans  aucun  intervalle  aussi  petit  que  Ton  voudra,  être  dense  en  tout  lieu, 

Gordan  (P.).  —  Sur  la  représentation  typique  de  la  forme  ternaire 
biquadratique/=  xjx, -h  0:^X3-1-  ^I-t^,  (359-3j8). 

Après  avoir  développé,  dans  le  Mémoire  analysé  plus  haut,  le  système  complet 
de  cette  forme  biquadratique,  l'auteur  résout,  dans  le  premier  Chapitre  du 
présent  travail,  le  problème  d'exprimer  toute  forme  rationnelle  au  moyen  d'un 


(')  Journal  de  Borchardt,  t.  L\. 

(')  Journal  de  Liouville;  187}.  —  Dynamique  analytique  ;  1878. 

(')  Mathem.  Annalen,  t.  XL 
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système  de  formes  associées.  L'n  tel  système  se  compose,  dans  le  cas  prt*senl,  dp 
la  fonction  /,  d'un  invariant  i,  de  trois  covariants  ^,  A,  Q,  du  sixième,  du 
quatorzième  et  du  vingt  et  unième  degré  respectivement,  et  de  deux  formes 
intermédiaires  linéaires,  qui  sont,  par  rapport  aux  ;r,  des  degrés  respectifs  8  et 
9,  et  de  la  forme  intermédiaire  identique  it,. 

Dans  le  Chapitre  II,  on  démontre  que  la  forme  biquadratiquc  spéciale  con«i- 
dérée  est  complètement  caractérisée  par  la  condition 

et   donne   la   solution   du  problème  de  transformer  une  fonction  /,  d'ailleurs 
quelconque,  satisfaisant  à  cette  condition,  dans  la  forme  canonique 

Enfin,  le  problème  généralisé  :  Étant  données  les  trieurs  numériques  des 
/ormes  canoniques  f,  A,  <{/,  Û^  satisfaisant  à  la  relation  numérique  qui  doit 
exister  entre  elles,  déterminer  les  inconnues x^,  x^y  x^y  est  complètement  résolu 
au  moyen  de  la  représentation  type,  sous  forme  explicite. 

Markof  {A.),  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies. 
(379-399;  fr.). 

«  L'auteur  a  démontré,  dans  son  premier  Mémoire  ('),  qu'à  toute  classe  de 
formes  binaires  quadratiques  de  déterminant  positif  donné  correspond  one 
certaine  suite  de  nombres  positifs  entiers 

(J)  ...,  d-l,  a_2,  «_,,  «0,  a,,  04,  01,,  ..., 

et  réciproquement;  le  rapport  entre  a^D  et  le  minimum  de  ces  formes  est  égal 
au  maximum  de  la  somme 

I  12 

at»H H =î-» 


Ojh-iH : —       flU— iH- 


où  l'indice  x  est  un  nombre  variable. 

»  Après  avoir  fait  différentes  suppositions  relativement  à  la  suite  (J)  et  avoir 
fait  varier  l'indice  x,  on  arrive  aux  résultats  suivants  : 

»  Pour  chaque  nombre  positif  /  <  f ,  on  peut  trouver  une  infinité  de  suites  (J) 
satisfaisant  à  la  condition  Lx^/,  pour  tout  indice  x. 

»  A  tout  nombre  positif  /  >  J  correspond  un  nombre  limité  de  suites  (J)« 
satisfaisant  à  la  condition  Lx=/,  pour  tout  indice  x. 

»  Si  la  suite  (J)  satisfait  à  la  condition  Lqc^/>  J,  pour  tout  indice  x  il  lai 
correspond  dans  ce  cas  un  certain  système,  composé  d'un  nombre  limité  de 
suites  W,  V,  . . .,  S,  H,  dont  Tune  W  ne  contient  pas  de  termes  égaux  iv„  toaies 
les  suivantes  se  déduisant  les  unes  des  autres  par  une  formule  donnée. 


(•  )  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies  {Math,  Annalen,  t.  XV). 
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»  Dans  ce  second  Mémoire,  l'auteur  détermine  la  période  de  la  suite  (J)  et  le 
maximum  de  la  somme  j-t  les  nombres  w*,  v*,  ...,  *•,  r*  étant  connus.  » 

0 

Neumann  (C).  — Les  principes  de  rEIectroclvnamique.(4oo-434). 

Ce  Mémoire,  imprimé  depuis  l'année  1868  ('),  contient  essentiellement  deux 
études  de  principes  importantes  pour  les  lois  des  phénomènes  électriques. 
D'abord  l'auteur  fait  la  supposition  que  la  tendance  au  mouvement  d'un  point 
fixe  vers  un  autre,  représentée  par  le  potentiel,  se  transmet,  non  pas  instanta- 
nément, mais  progressivement,  et  se  propage  ainsi  dans  l'espace  avec  une 
certaine  vitesse  constante,  extrêmement  grande.  De  cette  hypothèse  et  de  la 
supposition  que  le  principe  d'Haniilton  se  réalise  sans  restriction,  résulte  la 
réalité  de  la  loi  de  Wcbcr.  Il  montre  en  second  lieu  que  cette  loi  se  fonde  sur 
un  potentiel,  duquel,  par  la  variation  relativement  aux  coordonnées,  on  peut 
déduire,  abâolument  comme  on  le  fait  du  potentiel  newtonien,  les  composantes 
de  la  force  par  la  différenliation.  Il  établit  en  même  temps  la  conclusion  qui 
admet  le  principe  de  la  force  vive  pour  la  loi  de  Weber.  Ces  recherches  sont 
enrichies  en  partie  dVrlaircissements  que  Hicmann  avait  exposés  dans  ses  leçons 
(professées  en  1861  el  publiées  par  HattendorfTen  18-6).  Cependant  l'auteur,  dans 
un  Appendice,  fait  remarquer  avec  raison  que  l'idée  de  l'introduction  d'un  po- 
tentiel électrodynamique,  en  en  déduisant  les  forces  par  la  variation  des  coor- 
données, a  été  publiée  par  lui  pour  la  première  fois,  indépendamment  de  Riemann, 
dans  une  exposition  détaillée. 

Krause  {M,).  —  Sur  la  transformation  linéaire  des  fonctions  hyper- 
elliptiques  du  premier  ordre.  (435-447)' 

—  Sur  la  multiplication  des  fonctions  hypcrelliptiques  du  premier 
ordre.  (448-455). 

La  première  de  ces  études  a  pour  objet  la  composition  de  la  transformation 
linéaire  générale  au  moyen  de  six  transformations  de  nature  plus  simple,  et  elle 
donne  une  Table  de  la  transformation  des  seize  fonctions  6.  Dans  le  second 
Mémoire,  l'auteur  développe  les  formules  de  multiplication  des  fonctions  6,  en 
se  fondant  sur  le  théorème  d'addition,  et,  à  l'aide  de  la  transformation  linéaire  et 
de  la  substitution  des  demi-périodes,  il  déduit  une  série  d'équations  pour  la 
détermination  des  coefficients. 

Schubert  {II-)'  —  La  relation  trilinéaire  entre  trois  figures  fon- 
damentales du  premier  degré  {Einstujîgen  Grundgebilden), 

(457-472). 

Trois  fijçures  à  une  dimension  g  y  g',  g"  sont  dites  trilinéaires  entre  elles 
lorsque,  entre  leurs  éléments  x,  x\  x'y  il  existe  une  équation 

xx' x"  -\-  ax' x"  H-  a! af  X  -+-  a" xx' 

n  bx        -i-b'x'     H-ft'j?'    -=C. 


(  '  )  (iratulalionsifvkri/t  der  Tiibitiger  Lnivemiltil  zii/u  /iin/zigjdrigen  Jiiùi- 
Ifïuni  (1er  /tonner  UniçersiUit. 
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Le  cas  le  plus  simple  d'une  relation  trilinéairese  produit  sur  trois  séries  rei'- 
tilignes  de  points  dans  Tespace,  lorsque,  en  dehors  de  ces  suites,  on  prend  an 
point  fixe,  et  que  l'on  considère  comme  correspondants  entre  eux  trois  points 
situés  dans  un  même  plan  que  ce  point  fixe.  Si  les  trois  droites  sont  dans  le 
même  plan,  la  droite  de  jonction  de  deux  points  quelconques  sur  deux  des 
droites  coupera  la  troisième  droite  au  point  correspondant;  les  trois  séries  d^ 
points  sont  dites  en  relation  rcctilignc. 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  :  i**  les  six  éléments  singuliers  de  touL^ 
relation  trilinéaire;  a*  les  relations  de  rapports  anharmoniques  entre  dcuxgroup^^, 
ternaires  d'éléments  correspondants  et  les  six  points  singuliers;  3**  le  caractè^^, 
qui  indique  si  une  relation  trilinéaire  est  rectiligne;  4*  ^'^  construction  linéai.  ^ 
d'un  nouveau  groupe  ternaire;  5*  les  propriétés  et  la  construction  linéaire  de  i^ 
surface  générale  du  troisième  degré  engendrée  par  trois  faisceaux  plans  trt|y. 
néaires;  ô"  les  dégénérescences  des  relations  trilinéaires. 

Dyck  (  JF.).  —  Sur  la  formation  et  Tétude  du  groupe  et  de  Tirra- 
tionnalité  des  surfaces  régulières  de  Riemann.  (  473-5 1 6). 

Une  surface  régulière  de  Riemann  est  définie  comme  une  surface  étendue  en 
N  feuilles  sur  le  plan  complexe,  et  qui,  par  un  groupe  de  N  transformations,  con- 
sistant dans  l'échange  des  feuilles,  reprend  sans  altération  son  état  primitif. 
Dans  le  présent  travail,  l'auteur  expose  les  méthodes  générales  pour  obtenir  la 
propriété  du  groupe  et  sa  composition  au  moyen  de  groupes  partiels,  ainsi  que 
l'irrationnalité  de  la  surface,  d'après  sa  définition  géométrique.  Dans  le  dernier 
paragraphe,  il  traite  spécialement  comme  exemple  les  surfaces  régulières  de 
genre  i  et  leurs  relations  avec  le  problème  de  la  transformation  des  foDCtioos 
elliptiques. 

Dyck  (W.).  —  Note  sur  une  surface  régulière  de  Riemann  do 
genre  3  et  sur  la  courbe  normale  du  quatrième  ordre.  (5io- 
5i6), 

11  s'agit  d'une  surface  à  96  feuilles,  dont  les  feuilles  se  relient  entre  elles  en  un 
point  par  12  groupes  de  8  feuilles  chacun,  en  un  autre  point  par  32  groupes  de 
3,  en  un  troisième  par  tfi  groupes  de  2.  L'auteur  discute  son  irrationnalité. 

Mayer  (^.).  —  Sur  la  solution  donnée  par  Pfaffdu  problème  de 
Pfaff.  (j23-r)3o). 

Recherche  des  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour  que  Ton  puisse  ap- 
pliquer la  méthode  de  Pfaff  a  l'intégration  de  l'équation 

X| dx^  -r-  Xjc/j?, -h. . . -h  X„ dx^  —  o. 

Scheibner  (  W.).  —  Sur  les  valeurs  asymptotiques  des  coefficients 
du  développement  d'une  puissance  quelconque  du  rayon  vecteur 
suivant  Tanomalie  moyenne  (').  (  53 1-544)' 


(')  Une  traduction  anglaise  de  cet  article  a  paru  dans  V AsironomictU  Journal 
de  Gould,  Cambridge  (Mas:».);  août  i856. 
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Scheibner  (IV.).  —  Sur  les  valeurs  asymptoliques  des  coeffi- 
cients dans  les  développements  ordonnés  suivant  ranoinalie 
moyenne  (*).  (545-56o). 

Ces  arlicles  contiennent  une  méthode  générale  très  élégante  pour  la  déter- 
mination asymptotique  des  coefficients  des  développements  en  séries  suivant 
l'anomalie  moyenne,  en  particulier  pour  Téquation  du  centre,  problème  traité 
déjà  par  Carlini  (Milan,  1817),  puis  repris  par  Jacobi.  Laplace  Ta  partiellement 
résolu  dans  le  tome  V  de  la  Mécanique  céleste. 

Konigsberger  (L.).  —  Extension  du  théorème  d'Abel  sur  la 
forme  des  intégrales  de  fonctions  algébriques  qui  admettent  une 
expression  algébrique  ou  logarithmique.  (56i-564). 

Klein  {F.).  —  Sur  certaines  valeurs  partielles  des  fonctions  8. 
(565-574). 

Schubert  (//.).  —  Remarque  sur  la  détermination  du  nombre  des 
lignes  torsales  d'une  surface  réglée.  (573-576). 

ToinoXVIlI;  1881. 

Schur  (F.)»  —  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  engendrées  par  des 
figures  fondamentales  collinéaires.  (1-22). 

Ces  recherches  concernent  la  génération  des  surfaces  du  troisième  ordre  au 
moyen  de  trois  systèmes  plans  (Ebenenbundel)  collinéaires  et  des  courbes  planes 
du  troisième  ordre  au  moyen  de  trois  systèmes  plans  collinéaires  ;  elles  montrent 
que,  inversement,  une  courbe  du  troisième  ordre,  ou  une  surface  du  troisième 
ordre,  peut  être  engendrée,  et  cela  d'une  infinité  de  façons,  au  moyen  de  systèmes 
collinéaires.  D'une  façon  plus  précise,  on  est  conduit  pour  les  courbes  à  trois 
réseaux  de  coniques  dont  la  courbe  triple  est  la  courbe  du  troisième  ordre  et,  pour 
les  surfaces  du  troisième  ordre,  à  une  surface  du  second  degré,  relativement  à 
laquelle  les  droites  d'un  doublc-six  de  Schlaefli  {SchlaeflVsche  Doppelsechs) 
sont  polaires  réciproques.  Au  moyen  de  quatre  systèmes  de  plans  (Ebenen- 
bundel) collinéaires,  on  engendre  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre,  de 
troisième  espèce,  avec  7  points  doubles  apparents.  Ces  courbes  constituent  une 
multiplicité  24"p''*.  Outre  ces  courbes,  l'auteur  étudie  les  courbes  du  sixième 
ordre  formées  de  |K>ints  qui  sont  les  points  conjugués  d'un  plan  par  rapport' à 
un  faisceau  de  surfaces  du  second  degré.  Il  est  ainsi  amené  à  la  détermination 
d'un  faisceau  de  surfaces  du  second  ordre  qui  constituent  les  premières  polaires 
des  points  d'un  plan  par  rapport  à  une  surface  du  troisième  ordre.  Finalement 
il  étudie  les  surfaces  du  quatrième  ordre  engendrées  par  quatre  systèmes  colli- 
néaires dans  l'espace.  Il  montre  ainsi  que  les  surfaces  dépendent  de  33  con- 
stantes. 


(•)  Extrait  des  Berichte  der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  W'iss.;  mai  18.Î6. 


ajo  SECONDE  PAUTIE. 

Zeuthcn.  —  Théorie   des  figures  projeclives  sur  une  surface  du 
second  ordre.  (33-68). 

Dans  le  célèbre  Mémoire  inlitulé  :    Théorie  analytique  des  courbes  à  dou- 
ble courbure  de  tous  les  ordres  tracés   sur  l'hyperboloide   à    une  nappe 
{Comptes  rendus f  t.  LUI),  M.  Chasies  rapporte  les  courbes  d'une  surface  du 
second  ordre  à  un  syslème   de  coordonnées  sur  la  surface.  Une  valeur  donnée 
de   l'une   ou  de  l'autre   des  coordonnées   déternnine  une  génératrice  de  l'un^ 
ou    de    l'autre    des   deux    séries.   Ces    coordonnées    peuvent    servir    aussi   ^ 
établir  une  projcclivité  entre  deux  figures  sur  la  surface.  Si  x,y  sont  les  coor^ 
données  d'un  point  quelconque  de  l'une  des  figures,  on  déterminera  le  poi|^| 
correspondant  de  l'autre,  soit  par 

x' ^,    y-— :>» 

soit  par 

ay-hb         ._«fjti 
cy-\-  d      *^        Y  j:  -,_  0 

Les  nouvelles  coordonnées  af  et  y'  déterminant  respeclivemenl  des  Rénm- 
Irices  de  la  niénie  série  que  j;  cl  y,  on  voit  qu'il  existe  deux  espèces  de  figuns 
projectivcs.  Nous  verrons  que  dans  les  deux  ras  elles  sont  projectives  dans  \c 
sens  propre  du  mol,  Tune  pouvant  être  formée  de  l'autre  par  une  suite  de  pro- 
jections centrales  successives,  et  qu'elles  sont  les  seules  figures  sur  une  surface 
du  second  ordre  qui  méritent  ce  nom. 

Les  propriétés  des  figures  projectives  que  nous  déduirons,  dans  le  §  2, 
d'une  définition  géométrique  identique  à  la  définition  analytique  que  nous 
venons  de  donner,  sont  applicables,  non  seulement  au  cas  où  la  surface  a  des 
génératrices  réelles,  mais  aussi  à  celui  où  la  surface  a  des  génératrices  ima- 
ginaires, ce  qui  n'empêche  pas  les  figures  d'être  réelles.  Seulement,  dans  anr 
partie  des  constructions  indiquées  dans  le  §  2,  on  fait  usage  d'éléments  qui 
sont  imaginaires  dans  ce  cas;  dans  le  §  3,  nous  y  substituons  de^  opéraliou^ 
réelles. 

Les  applications  de  la  théorie  des  figures  projectives  sur  une  surface  du 
secjnd  ordre  sont  analogues  à  celles  de  la  théorie  des  séries  projectives  de 
points  d'une  conique  plane.  Le  problème  de  l'inscription  de  polygones  dont  lr> 
c6tés  passent  par  des  points  donnés  se  résout  aussi  pour  une  surface  par  lroi> 
essais  (Ji  4),  et  la  théorie  de  ces  polygones  présenle  beaucoup  d'analogie  ave<: 
la  théorie  connue  de  Poncelet  sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique  plane. 
On  trouve  par  exemple  que,  de  même  qu'il  existe  une  relation  entre  le* 
points  d'intersection  d'une  droite  avec  une  conique  et  avec  les  cùtés  d'un 
polygone  inscrit  à  un  nombre  pair  de  cùtés,  il  existera  une  relation  entre  U 
trace  sur  un  plan  d'une  surface  du  second  ordre  et  la  trace  d'un  polygone  insrril 
à  un  nombre  impair  de  côtés.  Pour  le  cas  d'un  pentagone,  cette  même  rela- 
tion a  été  trouvée,  mais  exprimée  d'une  manière  bien  diflférente,  par  M.  Paul 
Serrel  (  '  ). 

l>c  nn^nic  que  le  théorème  de  Hesargucs  sur  un  quadrilatère  inscrit  à  une  m 


C)  Ocomclrie  de  direction,  p.  o-;i. 
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nique  s'applique  à  la  construction  de  la  conique,  celui  dont  nous  venons  de 
parler  sur  un  pentagone  inscrit  à  une  surface  s'applique  à  la  construction  de  la 
surface  (§6).  Malgré  la  différence  de  la  forme  du  théorème,  la  construction 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  par  huit  points,  qui  fait  une  partie 
principale  de  la  construction  de  la  surface,  s'est  montrée  identique  à  celle  de 
M.  Serret  (*).  pendant  que  la  construction  que  nous  avons  trouvée  du  huitième 
point  comm'un  aux  surfaces  du  second  degré  passant  par  sept  points  donnés  est 
différente  de  celle  de  IM.  Serret  ('),  mais  aussi  simple. 

Notre  sujet  nous  a  semblé  mériter  d'être  exposé  d'une  manière  élémentaire,  ce 
que  nous  avons  essayé  de  faire  dans  les  §  2-i  et  6-7,  qui  sont  indépendants  des 
§  1  et  5.  Dans  le  §  1,  j'ai  exposé  quelques  considérations  plgs  générales  sur 
les  transformations  d'ordre  supérieur  d'une  surface  de  second  degré  en  elle- 
même,  qui  m'ont  guidé  dans  mes  premières  études  des  figures  projectives  sur  la 
surface.  J'y  démontre  notamment  une  formule  énuméralive  analogue  à  celle 
qui  exprime  le  principe  de  correspondance  plane,  dont  on  aurait  pu  la  déduire 
par  une  projection  stéréographique,  mais  j'ai  préféré  en  donner  une  démonstra- 
tion directe.  » 

Konif^(J.).  —  Sur  les  systèmes  finis  de  formes  dans  la  théorie 
des  fondions  rationnelles,  (^ig-'j^). 

L'auteur  résume  ainsi  le  résultat  général  de  ses  recherches.  Toutes  les  fonc- 
tions rationnelles  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  satisfaisant  à  des  con- 
ditions données  quelconques,  peuvent  être  exprimées  rationnellement  au  moyen 
d'un  nombre  fini  de  telles  fonctions,  convenablement  choisies. 

Konig  (./.)'  —  Sur  la  théorie  des  résolvantes.  (-8-81). 

Krey  (//.).  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  correspondance  unî- 
voque  des  points  de  deux,  surfaces.  (84-90). 

Quatre  équations  homogènes  biquaternaires  : 

/,  (  j7,,  j*,,  Xj,  x^  ;  y^Xi^ys^yA  )  ^~  **• 

y,  ( X,,  jTj,  J7j,  j*! ;  y\%  ^'j,  y^^  y^  )  '~-  o, 

/;,  (  J7p  J7j,  Xj,  x^  ;  yx^y^iy^*  y\  >  '^-  ^^ 

y,  (x,,  Xj, x,,  j"|;  .>'i».>'2t^3>^'4  )  ~  o» 

définissent  un  couple  de  surfaces  liées  l'une  à  l'autre  d'une  façon  univoqiie; 
soient  m^,  /i,  les  degrés  respectifs  de /^  par  rapport  aux  x  et  aux  y;  les  surfaces 
sont  des  ordres 

et 

L'auteur  détermine  les  nombres  qui  caractérisent  les  singularités  des  deux 
surfaces. 


(')  Gcotnetrie  de  ilireclion,  p.  j-jS. 
(•)  Géométrie  de  direction,  p.  3i|. 
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Pasch  {M,).  —  Note  sur  les  courbes  rationnelles.  (91-92). 

L'équation  d'une  courbe  rationnelle  n'est  autre  chose  que  la  relation  algé- 
brique qui  existe  entre  les  trois  formes  algébriques  binaires;  Tauteur  la  discute 
de  ce  point  de  vue. 

Pasch.  —  Note  sur  les  formes  ternaires  à  déterminant  fonction- 
nel évanouissant.  (93-94  )• 

Entre  trois  formes  homogènes  du  /t'*"*  degré  sans  diviseur  commun  à  déter- 
ninant  fonctionnel  nul,  existe  une  équation  irréductible  de  degré  v,  d'espèce  o, 
V  étant  un  diviseur  de  n, 

Brill  (A.),  —  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  qui  ont  la 
forme  d'un  lacs  (*).  (95-98). 

L'auteur  donne  des  courbes  gauches  du  quatrième,  du  sixième  et  du  dixième 
ordre  formées  d'entrelacements  susceptibles  d'être  réduits  à  un  nœud. 

Rohn  (AT.).  —  Sur  les  diverses  formes  delà  surface  de  Kummer. 
(99-«59). 

Voir  Bulletin,  2*  série,  t.  V. 

Klein.  — Remarque  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre.  (160). 

L'auteur  indique  une  surface  du  quatrième  ordre  composée  de  neuf  parties 
réelles  distinctes. 

Me/lier,  —  Sur  une  fonction  voisine  des  fonctions  sphériques  et 
cylindriques  et  sur  son  application  à  la  théorie  de  la  distribution 
électrique.  (16 1-194 )• 

L'auteur  montre  d'abord  comment  la  distribution  de  l'électricité  sur  un  ct^ne 
limité  à  son  sommet,  sous  l'influence  de  forces  électriques  extérieures  ayant 
leur  point  central  sur  l'axe;  ou  encore  sur  la  surface  engendrée  par  la  révolu- 
lion  d'un  segment  de  cercle  autour  de  sa  corde,  peut  être  représentée  d'une 
façon  très  simple  au  moyen  d'une  fonction  très  voisine  des  fonctions  spécifique 
et  des  fonctions  cylindriques  (fonctions  de  Fourier-Bcssel )  et  satisfaisant  à  un 
équation  différentielle  de  même  forme  que  les  dernières.  M.  Mehler  désigne  ce 
nouvelles  fonctions  sous  le  nom  de  /onctions  coniques;  elles  permettent  de  ré 


soudrc  les  problèmes  analogues  pour  les  liyperboloïdes  de  révolution  et  pou t 

deux  calottes  sphériques  limitées   à    un  même  cercle.  I^s  fonctions  conique=-  3 
sont  définies,  d'abord  pour  des  valeurs  réelles  de  0  et  {x,  par  l'intégrale 


Ki'(cos6)  = 


sjxiti    /*' 


acosjxiti    /**  cosjAarfg 

V^a(cos«i-H  cos6) 


Cette   même  définition  s'étend  aux  valeurs  imaginaires  de  p.  et  conduit  cd 


(')  Le  mot  lacs  est  pris  dans  le  sens  qu'il  a  dans  l'expression  lacs  d'amour. 
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particulier  à  l'équation  relative  aux  fonctions  sphériques 

P-(cose)=  K"'(""*"â)(co8e). 

La  fonction  cylindrique  l{xi)  se  présente  comme  cas  limite,  pour  jt  inGni- 
ment  grand  et  8  infiniment  petit,  le  produit  {j.6  ayant  une  limite  finie  x. 

Les  fonctions  coniques  peuvent  encore  être  représentées  par  l'intégrale  suivante, 
qui  subsiste  aussi  pour  les  valeurs  imaginaires  de  (i, 

Ki*(cose)  =  -  r 


cos  {^\Li)d? 


v/2(cosp  —  cos6) 
Celte  représentation  conduit  à  la  nouvelle  formule 

sin(/i-4-l-)M? 


P"(cos6) 


^a(costt  —  cosji) 

Pour  les  fonctions  cylindriques  Tauteur  appelle  l'attention  sur  Tinlégrale 

sincLdx 


lix)  = 


-u 


v/«>— x' 


qui  peut  être  obtenue  comme  cas  particulier  de  l'intégrale  par  lui  donnée  pour 
représenter  Ki^.  Le  dernier  paragraphe  concerne  le  théorème  d'addition  pour 
les  fonctions  sphériques,  et  aussi  la  représentation  des  fonctions  de  deux  varia- 
bles par  une  intégrale  triple,  analogue  à  l'intégrale  de  Fourier  :  on  parvient 
ainsi  aux  deux  développements  spéciaux 


COS] 


|__  _^    /**..  Ung(ixici) 


}s^\x)dx 
x—y    ' 

Ki'(rF)KJ^(-^)djji, 


^  icos  (  ïti:  i 

qui  ont  leurs  analogues  dans  la  théorie  des  fonctions  sphériques. 

Neumann  (C).  —  Sur  les  fonctions  coniques  de  Mehier  et  sur 
leur  application  aux  problèmes  électrostatiques.  (igS-aSë). 

Dans  ce  travail,  l'auteur  applique  les  fonctions  coniques  de  Mehier  au  pro- 
blème électrostati(|ue  pour  une  surface  conotdc,  c'est-à-dire  pour  la  surface 
engendrée  par  la  révolution  d'un  arc  de  cercle  autour  de  sa  corde,  dans  le  cas 
où  il  n'y  a  point  de  forces  extérieures  et  aussi  dans  le  ras  général  où  il  existe 
de  telles  forces.  Enfin  l'auteur  étudie  des  surfaces  limitées  d'une  part  par  une 
surface  conoYde,  de  l'autre  par  une  surface  sphériquc. 

Les  fonctions  coniques  s'introduisent  en  exprimant  l'inverse  de  la  distance  de 
deux  points  en  coordonnées  bipolaires.  Ayant  fixé  deux  points  A,  A'  sur  l'axe 
des  abscisses  à  une  distance  a  de  l'origine,  un  point,  situé  au-dessus  de  l'axe 
des  Xy  aux  distances  p,  p'  des  deux  pôles  A,  A',  est  défini  par  les  deux  équation» 


^  -  c-o, 

Q 


angle  (p,p')  =  a); 


on  a  en  ouliv 


Oû   = =:    - —  ' 

a  COS  {'9  —  acosfa)         Cj 
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les  courbes   w  —  const.    sont   des  arcs  de    cercle  ayant    AA'  pour  corde;  les 
courbes  9  =  const.  sont  des  cercles  orthogonaux  aux  précédents. 

Pour  la  densité  électrique  sur  un  conoïde  de  longueur  d'axe  2a,  de  para- 
mètre (i>,  chargé  d'électricité  jusqu'à  une  tension  donnée  C,  on  parvient  à  l'ex- 
pression suivante  : 

A  =  C     ^'^         r   ^9^o^Ç^  , 
4'2c^asiu(<>  «/q      K.(cos(tf) 


/**   dq  cas  g  fï 
Jq      K^(cos(tf 

et,  pour  la  masse  totale  d'électricité,  on  a 

Ja  1^«(C0SW) 


ou 


K,(H.)  = 


2  C08  [LTzi    /•  *         cos  jxa  rfa 


/2(cosai  +  jj.) 

Le  potentiel  de  la  couche  pour  un  point  extérieur  (O^b),,^, )  est 

V  =  CiAi;    r"rf,C.K,(ix)L,(|x)ros^e 


ou 


|i  =  coswp    6_  =  -, 77- 

'       *       cos(7ri) 

La  déduction  de  ces  formules  repose  sur  une  proposition  générale  de  Calrul 
intégral  relative  aux  fonctions  circulaires,  proposition  que  l'auteur  a  établie 
dans  son  Mémoire  Ueber  die  nach  Kreis-,  Kugel-  m.  Cylinderfunclionen 
fortschreilenden  Entwickelungen.  M.  Neumann  donne  en  outre  des  forniule* 
générales  pour  la  distribution  sous  l'influence  de  forces  extérieures  données  cl 
discute  le  même  problème  pi)ur  un  conducteur  formé  de  deux  sphères  réunies 
par  un  conoïde. 

Klein.  —  Sur  les  fonctions  de  Lamé.  (s437-24(>). 

Les  fonctions  de  Lamé  relatives  à  l'indice  n  sont,  abstraction  faite  d'un  fac- 
teur où  peuvent  figurer  les  éléments  X,  y^X* — b\  v^X' — r',  des  fonction*  en- 
tières en  X'.  Il  y  en  a  T  -4-  I  de  même  classe  et  de  degré  t.  On  savait  que  les  ra- 
cines de  l'équation  e(X)—  o  étaient  toutes  réelles,  distinctes  et  comprises  entre 
o  et  c,  6  étant  inférieur  à  c.  En  partant  de  considérations  géométriques  nou- 
velles, l'auteur  montre  comment  se  distribuent  les  racines  de  diverses  fonctions 
dans  les  intervalles  de  o  à  6  et  de  6  à  c;  il  montre  qu'il  y  a  toujours  une  et  seule- 
ment une  fonction  admettant  k  racines  dans  le  premier  intervalle  et  t  —  k  dan» 
le  second,  en  sorte  que  les  fonctions  d'un  même  type  se  trouvent  complètement 
distinguées  par  la  distribution  des  racines  dans  ces  intervalles. 

Pour  les  fonctions  générales  de  Lamé  du  y?'*™*  ordre,  l'auteur  montre  d'une 
façon  analogue  comment  les  racines  des  fonctions  appartenant  à  une  même 
classe  se  distribuent  dans  les/?  intervalles. 

\ctto  (  F! ,).  —    Hcniarfjiics  mit    les  c(|ualions  ubéliciines.    ( 'i47' 
aji). 
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Dans  ce  travail  Taulcur  définit  les  équations  les  plus  générales  qui  peuvent 
être  résolues  algébriquement  par  la  méthode  d*Abel. 

Schur.  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  projec- 
tive.  (252-254). 

Celte  Note  concerne  la  démonstration  donnée  par  M.  Darboux  {Math.  Annal., 
t.  WII)  du  théorème  fondamental  de  Staudt. 

Stolz.  —  Rôle  de  Bolzano  dans  l'histoire  du  Calcul  infinitésimal. 

(->.55-279). 

Cet  important  travail  historique  est  destiné  à  appeler  l'attention  sur  les  écrits 
en  partie  oubliés  de  Bernhard  Bolzano.  Bolzano  est  né  à  Prague  en  1781,  il  y 
est  mort  en  1848;  dans  une  suite  de  Mémoires  publiés  entre  1810  et  1817,  il 
exposa  les  principes  de  l'analyse  des  fonctions  réelles  d'une  façon  nouvelle  et 
y  introduisit  des  notions  dont  l'importance  ne  peut  plus  être  méconnue.  Voici 
les  titres  des  écrits  dont  il  est  question. 

1.  Beitràge  zu  einer  begrûndeten  Darstellung  der  Mathematik.  i.  Licf. 
Prag,  1810. 

'2.  Der  binomische  Lehrsatz  und  als  Folgerung  au^  ihm  der  polynomische 
und  die  /ieihen,  die  zur  Berechnung  der  Logarithmen  und  Exponential- 
grôssen  dienen,  genaiter  als  bisher  erweisen.  Prag,  1816. 

3.  Bein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes,  dass  zwischen  jezwei  Wer- 
then,  die  ein  entgegengesetztes  Besultat  gewàhren,  wenigstens  eine  réelle 
Wurzel  der  Gleichung  liège.  Prag,  1817. 

4.  Die  drei  Problème  der  Bectification,  der  Complanation  und  der  Cubi- 
rang  ohne  Betrachtung  des  unendlich  Kleinen,  ohne  die  Annahmendes  Ar- 
chimedes  und  ohne  irgend  eine  nicht  streng  erweisliche  Voraussetzung  ge- 
Ifist,  zugleich  als  Probe  einer  gànzlichen  Umgestaltung  der  Baumwissen- 
schaft  allen  Mathenialikern  zur  Priifung  vorgelegt.  Leipzig,  18 17. 

5.  Dr.  Bernhard  Bolzano* s  Paradoxien  des  Unendlichen,  herausgegeben 
aus  dem  schriftlicfien  JVachlasse  des   Verfassers  von  Dr.  Fr.  PHhonsky. 

Leipzig,  i85i. 

Faà  de  Bruno,  —  Trois  Notes  sur  la  théorie  des  formes.  (280- 
288). 

I.  Sur  un  théorème  général  dans  la  théorie  des  formes  binaires. 
Si  dans  une  forme  binaire  on  fait  la  substitution 

X  =  p\.  +  ^  Y, 
y^p\-^q'\, 

les  opérations  dites  6  et  8|  sont  équivalentes  aux  opérations 

,  d  ,   d       ^  d  d 

P  Tp-^"^   Tq     ^'    Pd^'^^^W 

II.  Sur  le  jacobien  des  formes  binaires. 


24C  SECONDE  PARTIE. 

III.  Théorème  général  sur  les  déterminants  fonctionnels. 
Soit,  eu  général,  D  le  déterminant 

P  AP  A»  P 
Q  AQ  A«Q 
R     AR     A^R 


où  chaque  colonne  est  dérivée  de  la  première  par  l'opération  A  quelconque  ré- 
pétée une,  deux  fois,  etc.,  de  suite  et  en  sorte  que  la  dernière  colonne  ne  ren- 
ferme que  des  constantes  par  rapport  à  A;  on  aura 

AD  =  o. 

Holzmûller  (C).  —  Étude  complète  d'une  transformation  isogo- 
nale  représentée  par  une  fraction  du  second  degré.  (289-318). 

Il  s'agit  de  la  transformation  définie  par  Téquation 
et  de  la  transformation  inverse 


z 


=  Z-\-\/z^-i. 


Gierster  (*/.).  —  Les  sous-groupes  du  groupe  de  Galois  des 
équations  modulaires  pour  le  cas  d'un  degré  premier  de  trans- 
formation. (3ig-365). 

Le  théorème  suivant  résume  les  résultats  essentiels  du  travail  de  l'auteur  :  «  En 
dehors  des  sous-groupes  cycliques  et  métacycliques  déjà  connus,  il  ne  peut  y 
avoir  de  contenus  dans  le  groupe  de  Galois  de  l'équation  modulaire  que  troi! 
espèces  de  sous-groupes  :  ce  sont  les  groupes  tétraédriques,  octaédrîques,  icosaé- 
driques  de  12,  a4)  ^  substitutions  et  de  plus  il  y  a  : 

)»  Des  groupes  tétraédriques  pour  chaque  degré  de  transformation  q. 
»  Des  groupes  octaédriques  pour  9  =  d:  i ,  mod  8. 
j»  Des  groupes  icosaédriques  pour  9  =±1,  mod  5.  » 

Rupp  (O.).  —  Sur  la  dépendance  entre  les  caractères  d'un 
surface  réglée  définie  par  ses  directrices  et  les  caractères  de  ce 
directrices.  (267-310). 

L'auteur  traite  des  surfaces  réglées  engendrées  par  une  droite  qui  rencontr 
une  fois  trois  courbes  données,  ou  deux  fois  une  courbe  donnée  et  une  fois  ui 
autre  courbe  donnée,  ou  trois  fois  une  courbe  donnée. 

Rausenberger,  — Théorie  de  la  périodicité  générale  (379-417 

L'auteur  appel  le /o/ic/îb/i  périodique  une  fonction  transcendante  ¥{x)  jouissa 
de  la  propriété 

F[?.(^)]  =  F(^), 

où  «p,  (:r)  ~  y  désigne  une  fonction  algébrique  quelconque  de  jr,  définie  par 
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équation /(J7,^)  =  o.  Si  une  fonction  admet  Téquation  de  périodicité 

elle  admet  aussi  les  équations  de  périodicité  y  =  9»(J?)i  y  =  9_|  (a:),  où  ^nia:) 
signifie  l'opération  9,  (^)  répétée  A*  fois,  et  où  cp_|(x)  est  la  fonction  inverse  de 
7^(j7).  En  mettant  maintenant  dans  F(x),  à  la  place  de  Xf  une  fonction  algé- 
brique ^^{x)f  on  aura 

F[4',(^)]  =  F[?.*.(^)], 
et,  en  désignant  F[«)/,  (j?)]  par  F^{x),  on  déduit  de  l'égalité 

h\[^^,{x)]=:F{x) 

que  la  fonction  F,  (  x)  admet  l'équation  de  périodicité  ^  =  <l'-i?|+i(«). 

Cette  substitution  fonctionnelle  permet  de  ramener  les  diverses  espèces  de 
périodes  à  certains  types  normaux.  Les  fonctions  à  période  fermée  {wieder- 
kehrende  Période)  sont  les  fonctions  pour  lesquelles  on  a  ^^{x)  =  a:.  Toutes 
les  fonctions  ?i(x)  de  cette  nature  se  déduisent  de  la  substitution  y  =  ax^  où 
a  est  une  racine  /i'**^  de  l'unité.  L'équation  de  périodicité  rationnelle  en  x  tty 
la  plus  générale  possible  se  ramène  à  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes  normales 

y  —  px,    y  —  X -\- n, 

qui  ne  peuvent  se  réduire  l'une  à  l'autre  par  aucune  substitution  algébrique  et 
pour  lesquelles  il  convient  d'observer  que  toute  forme  ^  =  â7-h  n  se  ramène  à  la 
forme  y  =.  x  -^  m  par  une  substitution  linéaire,  tandis  que  la  forme  y  ^^ px 
ne  se  ramène  à  la  forme  y  =  qx  par  une  substitution  algébriqae  que  si  q  est 
une  puissance  commensurable  de  p. 

Pour  les  fonctions  à  équation  de  périodicité  irrationnelle,  on  se  borne  à  étudier 
les  équations  dont  les  répétitions  sont  de  même  multivocité  (  Vieideutigkeit) 
que  la  fonction  périodique  elle-même;  l'auteur  établit  le  théorème  suivant  : 

Toutes  les  équations  de  périodicité  du  /i**"^  degré  qui,  répétées,  restent  du 
m'**^  degré  proviennent  d*une  équation  linéaire  par  la  substitution  d'une 
/onction  rationnelle  du  /i'*"*  degré  à  la  place  de  x  et  de  y. 

Enfin  l'auteur  traite  brièvement  des  fonctions  à  deux  équations  de  périodicité 
rationnelles  échangeables  et  parvient  à  ce  théorème  : 

Toute  fonction  univoque  à  période  multiplicatrice  peut  être  transformée 
en  une  fonction  univoque  à  double  période  additive,  au  moyen  d'une  substi- 
tution transcendante. 

Klein  (F.),  —  Sur  les  corps  limités  par  des  surfaces  homofocales 
du  second  degré.  (410-247). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  montre  comment  la  solution  que  Lamé  a  développée 
pour  le  problème  du  potentiel  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 
peut  être  étendue  aux  corps  limités  par  six  surfaces  d'un  système  homofocal, 
ou  par  un  moindre  nombre. 

Schroter  {H,).  —  Sur  Thexagone  gauche  formé  par  trois  couples 
de  génératrices  parallèles  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe.  (428-f 
44a). 
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Tliomae  (J-)-  —  Sur  les  fonctions  algébriques  qui  apparliennenl 
à  une  surface  donnée  de  Riemann.  (443-447)- 

ConstrucLion  d'une  fonction  algébrique  représentée  sur  une  surface  à  quatre 
feuillets  avec  des  points  d'embranchement  (  Windungspunkt)  donnes. 

Veronese{G.),  —  Nombre  des  équations  indépendantes  qui  relient 
les  caractères  généraux  d'une  courbe  dans  l'espace  à  n  dimen- 
sions. (448). 

Une  courbe  dans  un  espace  à  n  dimensions  a  3/i  caractères  généraux,  entre 
lesquels  il  existe  3(/t  —  1)  équations  indépendantes. 

Bachmann.  —  Sur  la  théorie  de  Galois  des  équations  algébriques. 

(449-468). 

L'exposition  de  M.  Bachmann  évite  l'emploi  de  la  théorie  des  substitutions,  au 
moyen  de  laquelle  M.  Camille  Jordan,  dans  son  commentaire  sur  Galois  {Math. 
Ann.f  1. 1),  a  expliqué  la  méthode  de  résolution  de  Galoiset  repose  essentiellement 
sur  le  concept  des  corps  numériques  {Zahlenkôrper)  (Dederind,  Sur  la 
l/iéorie  des  nombres  entiers  algébriques)  et  sur  le  concept  d'irréductibilité. 

Mehler{G.).  —  Sur  la  théorie  de  la  distribution  de  l'électricité  sur 
les  corps  conducteurs.  (469-506). 

L'auteur  ouvre  une  nouvelle  voie  pour  obtenir,  au  moyen  d'intégrales  défînics, 
les  résultats  obtenus  précédemment  au  moyen  de  séries  et  traite  le  cas  de  deux 
surfaces  sphériques,  concentriques  ou  non. 

Dyck  (}V,Y  —  Recherche  d'une  représentation  explicite  de  la 
surface  de  Riemann  qui  correspond  à  la  résolvante  de  Galois 
des  équations  modulaires  pour  la  transformation  de  degré  premier 
des  fondions  elliptiques   (5o7-5'27). 

Ilurwitz  (-<4.).  —  Fondements  d'une  théorie  indépendante  des 
fonctions  modulaires  elliptiques  et  théorie  des  équations  au 
multiplicateur  de  premier  grade  {Stufe).  (528-5g2). 

Dans  la  première  Partie  l'auteur  traite  des  transformations  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers,  telles  que 


b>    = 


de  déterminant -h  i,  des  sous-groupes  qu'elles  contiennent,  de  leur  représentation 
au  moyen  du  polygone  fondamental;  il  définit  les  fonctions  modulaires  et  les 
formes  modulaires  de  la  A''*"*  dimension;  ces  dernières  sont  des  fonctions  analy- 
tiques univoques,  homogènes  de  laA*^**"*  dimension  de  deux  arguments  Uj,  u,  qui 
restent  invariables  quand  on  soumet  les  arguments  à  une  transformation  linéaire 
homogène  quelconque  d'un  sous-groupe  contenu  dans  l'ensemble  des  trans- 
formations précédentes;  les  fonctions  modulaires  sont  les  quotients  de  deux 
formes  modulaires  de  même  dimension. 
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M.  Hurwilz  en  (*tii(lie  ia  représentation  analytique  et  ics  relations  algébriques. 
La  seconde  Partie  contient  une  tliéorte  des  équations  au  multiplicateur,  même 
dans  le  cas  d'un  degré  de  transformation  composé,  théorie  fondée  sur  les  recherches 
fçénérales  dont  on  vient  de  parler. 

Du  Bois'Reymond.  —  Sur  les  fondions  de  représentation  (SqS- 
f)o3). 

La  preuve  de  l'égalité 

lim      /     dx/{x)rf{Xjh)  =^/{o)\'\m      1     ^{Xjh)dx 


suppose  :  1°  que 


lim     /     ^{xji)dx 
/<  =  «  ^  'a 


0 
est  indépendante  de  a,  fmie  et  déterminée;  2"  que 

lim/     <^{Xyh)dx=o^ 

quand  a,—  a  et  -jt  tendent  vers^zéro  simultanément  et  indépendamment. 

Mangold  {H,),  —  Sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
développables. 

Ce  théorème  :  Deux  segments  égaux  et  parallèles  à  un  troisième  sont  égaux 
entre  eux,  ne  se  généralise,  pour  une  surface  courbe,  que  pour  les  surfaces 
développables. 


NOUVELLES  ANNALES  db  MATHéMATiQUBS,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Ch. 
Brissb  (').  —  3*  série. 

Tome  II;  i883,  i"  semestre. 

Bouché  (E.).   —  Note  sur  Timpossibilité  de  la   quadrature  du 
cercle.  (5-i6). 

Cette  Note,  tirée  de  la  3*  édition  du  Traite  de  Géométrie  de  M.M.  Rouché  et 
de  Comberousse,  résume  d^une  façon  fort  claire  les  travaux  de  M.  Hermite  et 
de  M.  Lindcmann,  qui  ont  fait  faire  à  cette  question  si  souvent  débattue  un  pas 
définitif. 

Le  théorème  auquel  on  parvient  consiste  en  ce  que  le  nombre  tt  ne  saurait  être 


(')  Voir  Bulletin,  VII,,  177. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  n*  série,  l.  VII.  (Décembre  i883.)       R.17 
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racine  d'une  équation  algébrique  à  cœfficienU  rationnels  {réels  ou  imagi- 
naires). On  peut  consulter  sur  ce  sujet  :  Hermitb,  Mémoire  sur  la  /onction  ex- 
ponentielle, 1874;  et  LixDBMAN!!,  Comptcs  rcndus,  t.  XCV,  et  Mathematisohe 
Annalen,  t.  XX,  1882. 

La  guerre.  —  Sur  les  anlicaustiques  par  réflexion  de  la  parabole, 
les  rayons  incidents  étant  parallèles,  (i6-34). 

Application  de  la  théorie  des  semi-droites  et  des  cycles,  due  à  Tauteur.  Celui- 
ci  démontre  que  Tanticaustique  est  un  hypercycle  cubique;  il  étudie  ensuite 
les  tangentes  par  un  point  sur  une  tangente  donnée,  la  tangente  parallèle  à  une 
semi-droite  donnée,  les  tangentes  communes  à  un  cycle  qui  touche  une  tangente 
à  l'hypercycle,  le  cycle  osculatcur  en  un  point  donné,  et  quelques  autres  pro- 
priétés encore.  Enfin,  il  termine  par  quelques  considérations  plus  générales  sur 
les  anticaustiques  d'une  courbe  algébrique  quelconque,  et  sur  la  théorie  des 
hypercycles. 

Picart  {A,).  —  Noie  sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles, à  deux  variables  indépendantes,  du  deuxième  et  du 
troisième  ordre.  (34-43). 

Variété  de  la  méthode  de  Legendre,  ayant  pour  objet  de  généraliser  celle  de 
Laplace  sur  l'intégration  des  équations  linéaires  du  deuxième  ordre  ramenées 
préalablement  à  la  forme  S  H-  P/?  -+-  Q^  =  V.  Le  procédé  de  M.  Picart  s'applique 
à  l'équation  linéaire  complète. 

Cesaro  {E.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
Stirling.  (43-46). 

On  sait  que  cette  formule  est  la  suivante  : 


é  — /|-4-  — 

1 .2.3. .  .n  =  v/2'ïc/ï./i"e         "'». 


M.  Cesaro  y  parvient  d'une  manière  fort  originale,  et  en  s'appuyant  sur  la 
formule  de  Wallis. 

Cesaro  {E,).  —  Sur  l'existence  de  certains  polyèdres.  (46-47)» 

Démonstration  de  cette  proposition  :  //  n*y  a  que  cinq  espèces  de  polyèdres 
dont  tous  les  angles  solides  ont  2/1  arêtes  et  toutes  les  faces  n  côtés • 

Lebon  (E.),  —  Remarque  sur  Tintersection  de  deux  quadratiques 
réglées.  (47-48). 

Lorsque  deux  quadratiques  réglées  ont  un  plan  principal  commun  P,  une  gé- 
nératrice commune  et  leurs  sections  par  un  autre  plan  principal  Q  homothé- 
tiques,  leur  intersection  est  formée  de  deux  génératrices  et  d'une  conique  pa- 
rallèle au  plan  Q. 

Question  proposée  :  1430.  (4^). 
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Picart  (-^.).  —  Théorie  nouvelle  du  calcul  des  variations.  (49" 
64). 

L'auteur  pose  dès  le  début  le  problème  général  de  la  variation  d'une  intégrale 
multiple,  et  en  donne  une  analyse  pour  le  cas  d'une  intégrale  triple,  avec  une 
seule  fonction  des  variables.  L'article  se  termine  par  l'indication  de  quelques 
applications,  toujours  pour  le  cas  d'une  intégrale  triple,  le  plus  intéressant  à  cet 
égard. 

Laguerve,  —  Sur  quelques  propriétés  des  cycles.  (65-74)* 

Applications  d'une  théorie  dont  il  a  été  question  plus  haut.  L'auteur  introduit 
ici  la  notion  de  la  distance  de  deux  cycles;  il  définit  ainsi  la  distance  des 
points  de  contact  d'une  semi-droite  tangente  aux  deux  cycles.  Il  tire  grand 
proHt  de  cette  notion  pour  établir  plusieurs  propriétés,  notamment  sur  les  co- 
niques et  leurs  directions  asymptotiques. 

Laquière,  —  Construction  géométrique  des  caustiques  par  ré- 
flexion. (74-7^)» 

Détermination  directe  du  point  brillant,  d'où  l'on  peut  déduire  ensuite  la  con- 
struction du  centre  de  courbure  de  la  courbe  miroir. 

Legoux  (^.).  —  Généralisation  d'un  théorème  relatif  aux  points 
d'inflexion  des  cubiques  planes.  (77-82). 

L'auteur  prend  l'équation,  en  coordonnées  homogènes, 

t  =  a:«^'?5T-i- aV  =  o. 

Lorsque  a  —  Ji  =  y  —  i,  et  ô  =  3,  on  a  un  système  de  cubiques.  Dans  le  cas 
général,  on  a  des  courbes  d'ordre  6,  et  c'est  sur  la  distribution  des  points  d'in- 
flexion (réels  ou  imaginaires)  de  ces  courbes  que  l'auteur  établit  une  intéres- 
sante série  de  propriétés. 

Catalan  {E,).  —  Sur  la  circonférence  des  neuf  points.  (82-84)- 

Application  de  la  théorie  des  triangles  annexes  d'un  triangle  donné,  lesquels 
résultent  d'une  construction  des  plus  élémentaires,  que  l'auteur  définit. 

^esaro  {E.),  —  Propriétés  d'une  courbe  de  poursuite.  (85-8g). 

Deux  mobiles  M,  {x  partent  en  même  temps  d'un  point  O;  M  parcourt  une 
trajectoire  quelconque;  \l  occupe  à  chaque  instant  le  centre  de  gravité  du  che- 
min parcouru  par  M.  La  trajectoire  de  {x  est  une  courbe  de  poursuite  sur  M. 
M.  Cesaro  en  donne  des  propriétés  fort  intéressantes. 

OMcoDRs  d'admission  à  l'Ecole  CENTRAIS  EN  1882.  —  Première 
et  seconde  session  :  Composition  en  Géométrie  anal^'tique,  en 
Géométrie  descriptive,  en  Triangle,  en  Physique  et  en  Chimie. 


l-'  »  /o 


'j.5j.  seconde  partie. 

BiBLioGiiAPHie.  —  P.  Mansion  :  Introduction  à  la  théorie  des  dé- 
terminants. Compte  rendu  par  H.  Brocard. 

Publications  récentes.  (96). 

Laguerre.  —  Sur  les  courbes  de  direction  de  la  troisième  classe. 

C'est  encore  une  application  de  la  théorie  des  cycles  et  des  scmi-droilcs.  I..es 
propriétés  établies  dans  cet  article  se  rattachent  à  celles  de  ranlicaustiqae  par 
réflexion  de  la  parabole  pour  des  rayons  incidents  parallèles.  L'auteur  montre 
que  la  classification  des  courbes  planes  de  direction  se  ramène  à  la  classification 
des  surfaces  développables  isotropes. 

Picart{A,),  —  Rcprésenlation  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs 
variables,  entre  de  certaines  limites  de  ces  variables,  par  des 
séries  procédant  suivant  les  valeurs  relatives  à  un  indice  variable 
et  multipliées  par  des  coefficients  constants,  d'une  fonction  qui 
satisfait  à  une  certaine  forme  d'équations  aux  différentielles  or- 
dinaires ou  partielles  du  second  ordre.  (109-1 18). 

Ce  titre  est  un  peu  long,  mais  l'article  n'en  présente  pas  moins  d'intérêt. 
L'auteur  examine  successivement  le  cas  d'une  variable  et  celui  de  deux  va- 
riables. Il  s'attache  à  démontrer  en  toute  rigueur  que  la  série  obtenue  représente 
la  fonction  donnée. 

Laquière.  —  Quelques  propriétés  d'une  classe  dç  courbes  spi- 
rales, (i  18-129). 

Ces  courbes  sont  celles  dont  la  tangente  tourne  avec  une  vitesse  angulaire 
d'orientation  proportionnelle  à   celle  du  rayon  vecteur  mené  d'un    pôle  fixe  au 

point  de  contact.  Leur  équation  générale  est  p  =  a  cos^»  -  •  M.  Laquière  en  étudie 

les  podaires,  1rs  tangcMilcs,  les  asymptotes,  les  rayons  de  courbure  cl  les  caus- 
tiques par  réflexion  du  pôle. 

Cesaro  {E ,),  —  Théorème  de  Géométrie.  (129-133). 

Détermination  des  droites  pouvant  engendrer  une  surface  développable,  parmi 
colles  qui  sont  invariablement  liées  au  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  binor- 
niale  et  la  normale  principale  en  chaque  point  d'une  courbe. 

Chaleau  (C).   —   Solution  géométrique  des  questions   1395  et 
1387.  (i3:3-i3()). 

Propriétés  de  l'hyperbole. 

Cliauchat  (L.),   —   Solution    analvtique  des  questions    1387  et 
1395.  (i3()-i3S). 
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PUBLICÀTIOKS  RÉCENTES.  (l  38-1  43). 

Ql^BSTIOHS   PROPOSÉES  I   1431   à  1436.  (l43-l44)' 

Laurent  {II.),  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  l^éliminalion.  (i45- 
i6o). 

L'auteur  se  propose  de  faire  connaflre  une  méthode  nouvelle,  le  nombre  des 
cMjuations  étant  supérieur  d'une  unité  à  celui  des  inconnues.  Dans  ce  but,  il 
introduit  la  notion  des  polynômes  réduits,  que  nous  ne  pouvons  définir  ici, 
mais  qui  semble  être  d'une  application  heureuse  et  féconde  à  la  théorie  de  l'éli- 
mination. 

Caron  («/.).  —  Note  sur  la  ponctuation.  (161-166). 

Examinant  la  projection  horizontale  d'un  système  de  surfaces,  l'auteur  sup- 
pose qu'une  verticale  se  déplace  de  manière  à  percer  successivement  le  plan 
horizontal  dans  toutes  les  régions.  L'étude  de  ce  déplacement  lui  permet 
d'énoncer  plusieurs  propriétés  dignes  d'intérêt,  sur  les  parties  vues  et  cachées. 

Ilumbert,  —  Sur  les  triangles  conjugués  à  une  conique  et  sur  les 
tétraèdres  conjugués  à  une  quadratique.  (16^-188). 

y\.  Humbert  s'est  proposé  d'exposer,  relativement  aux  triangles  polaires  de» 
coniques,  aux  diamètres  conjugués  des  quadratiques  et  à  leurs  tétraèdres  po- 
laires, une  méthode  de  calcul  nouvelle.  Il  met,  de  deux  manières  différentes,  le 
premier  membre  de  l'équation  d'une  conique  en  coordonnées  homogènes  sous 
la  f(»rme  d'une  somme  de  trois  carrés,  et  cela  le  conduit  très  directement  et  très 
simplement  à  la  détermination  d'un  triangle  polaire.  Les  coordonnées  tangen- 
tielles  s'appliquent  à  celte  méthode,  aussi  bien  que  les  coordonnées  ponc- 
tuelles. 

L'application  aux  diamètres  conjugués  des  quadratiques  est  presque  immé- 
diate; et  sur  ce  sujet  plusieurs  questions  intéressantes  sont  traitées. 

Enfin,  l'article  se  termine  par  l'indication  d'une  méthode  tout  à  fait  analogue, 
pour  l'étude  des  tétraèdres  polaires  des  quadriques.  On  prend  le  premier 
membre  de  l'équation  de  la  surface  (en  coordonnées  homogènes)  sous  la  forme 
d'une  somme  de  quatre  carrés. 

Ocagne  {M,  d'),  —  Addition  à  une  Note  sur  un  mode  de  déter- 
mination des  courbes  planes.  (189-192). 

Cette  Note  avait  paru  dans  le  même  Recueil  (3*  série,  t.  I,  p.  40).  Il  s'agit  de 
propriétés  relatives  aux  normales  et  aux  centres  de  courbure. 

Question  pooposée  :  1437.  (192). 

Antomari  (^1 .).  —  Relations  entre  les  distances  d'un  foyer  d'une 
conique  à  quatre  points  ou  à  quatre  tangentes.  (igS-aoS). 

Cet  article  ne  représente  que  le  commencement  du  Mémoire  de  M.  Vntomari. 
Les  relations  qu'il  met  en  lumière  semblent  nouvelles,  el  elles  sont,  comme  il  le 
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fait  remarquer,  susceptibles  d'applicatioas  intéressantes.  La  première  Partie  se 
rapporte  aux  distances  d'un  foyer  à  quatre  points.  Après  avoir  établi  une  série 
de  théorèmes  concernant  les  relations  dont  il  s'agit^  l'auteur  en  fait  applicatico 
à  la  détermination  des  foyers  dans  Tellipse. 

Forestier,  —  Équation  aux  carrés  des  différences  de  Téquation 
générale  du  quatrième  degré.  (209-219). 

L'auteur  s'est  proposé  de  simplifier,  pour  ce  cas,  les  méthodes  de  Sylvcster  et 
de  Bézout,  la  première  conduisant  à  un  déterminant  du  huitième  ordre  qui  con- 
tient 4o32o  termes,  la  seconde  obligeant  ainsi  à  des  calculs  inextricables.  Le 
procédés  indiqués  sont  relativement  très  courts,  fractionnent  le  calcul  et  per- 
mettent d'obtenir  chaque  coefficient  séparément  et  d'une  manière  tout  à  fait 
indépendante. 

Ocagne  (J/.  rf').  —  Sur  un  algorithme  algébrique.  (220-226). 

Cet  algorithme,  qui  n'est  autre  que  celui  désigné  par  Wronski  sous  le  nom  de 
fonction  aleph,  ainsi  que  nous  le  fait  connaître  M.  d'Ocagne,  représente  le  dé- 
veloppement de  la  m'*"**  puissance  d'un  polynùme  a, -4- rtj -h  . .-+- a^,  où  Ton 
remplace  tous  les  coefficients  par  l'unité.  Application  de  cet  algorithme  à  la 
théorie  des  séries. 

Ibach  {L.'F.),  —  De  quelques  propriétés  d'une  famille  de  poly- 
gones que  Ton  peut  former  avec  un  polygone  donné.  (226-233). 

On  divise  les  côtés  d'un  polygone  dans  des  rapports  donnés,  et  il  en  résulte, 
en  joignant  les  points  de  division,  un  nouveau  polygone.  Expression  de  l'aire 
de  ce  polygone;  cas  du  triangle;  démonstration  de  plusieurs  propriétés  de  ces 
polygones.  Quelques-unes  gagneraient  à  être  énoncées  avec  plus  de  rigueur  et 
de  clarté. 

Legoiix  {A,),  —  Note  sur  un  faisceau  de  surfaces  d'ordre  quel- 
conque. (3i33-236). 

L'équation  oc* y^ ^ u^ -\- kw^  =  o  représente  un  système  de  surfaces  d'ordre 
quelconque.  M.  Legoux  en  recherche  la  hessienne.  Cet  article  n'est  que  le  com- 
mencement de  son  Mémoire.  Il  est  regrettable,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  re- 
marquer jadis,  qu'on  fractionne  à  l'excès  des  publications  qui  gagneraient  à 
pouvoir  être  lues  dans  leur  ensemble. 

Genty,  —  Noie  de  Géométrie  infinitésimale.  (237-239). 

Intéressante  propriété  de  deux  courbes  planes,  qui  conduit  heureusement  i 
une  construction  très  simple  du  centre  de  courbure  de  l'ellipse. 

QuESTio.>s  pnoposÉBs  :  1438  à  lil6.  (239-240). 

Walecki,  —  Démonstration  du  théorème  de  d'Alemberl.  (241-248). 
H  s'agit  de  la  proposition  algébrique  fondamentale  :  Toute  équation  a  une 
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racine.  La  démonstration  dont  il  s*agit  reproduit,  avec  quelques  développements 
et  une  simplification  due  à  M.  Laguerre,  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus  y 
19  mars  1882. 

Colin,  —  Problème  de  Géométrie.  (248-249)' 

Sur  une  droite  qui  enveloppe  un  cercle. 

Ocagne  {M,  rf').  —  Note  sur  la  transformation  par  semi-droites 
réciproques.  (249-252). 

Application  de  la  théorie  des  cycles  et  des  semi-droites  de  M.  Laguerre. 

Ocagne  {M.  rf').  —  Sur  l'enveloppe  de  certaines  droites  variables. 

(252-259). 

Il  s'agit  de  la  corde  variable  d'une  courbe  plane  :  i*  quand  cette  corde  est  de 
longueur  constante;  3«  quand  l'arc  est  de  longueur  constante;  3«  quand  la 
somme  de  l'arc  et  de  la  corde  est  constante;  4"  quand  la  corde  est  vue  d'un 
point  fixe  sous  un  angle  constant;  5*  quand  les  tangentes  aux  extrémités  de  la 
corde  forment  un  angle  constant. 

Fouret  (G,).  —  Recherche  d'une  courbe  plane  possédant  un  lieu 
géométrique  de  pôles  principaux  d'inversion.  (259-262). 

On  sait  qu'un  p6lc  principal  d'inversion  est  un  point  tel  que  la  transformation 
reproduit  la  courbe  donnée.  L'auteur  démontre  qu'il  n'existe  pas  de  courbe 
anaila^matique  plane  satisfaisant  à  la  condition  proposée;  et  que  seule  la  cir- 
conférence se  transforme  en  elle-même  en  prenant  un  pôle  d'inversion  quel- 
conque. Extension  à  l'espace. 

Fouret  (G.).  —  Sur  quelques  identités  trigonométriques.  (262- 

'.>.()5). 

Démonstration  nouvelle  et  applications  de  la  formule 

sm{b  —  c)        s\n{c  —  a)        sin(a  —  b) 
sina  sïnb  sine 

sin(6  —  c)  sin(c  —  a)  sin(a  —  b) 

-\ : : i : =  O. 

sma  siab  sine 

IVeilL  —  Sur  le  discriminant  de  l'équation  du  quatrième  degré. 

(265-266). 

L'auteur  donne  sons  forme  simple  la  condition  pour  que  l'équation  du  qua- 
trième degré  ait  une  racine  double. 

Cesaro  (E.).  —  Théorème  de  Géométrie.  (266-267). 

Addition  au  théorème  indique  plus  haut.  (129-133 ). 
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Kœnigs  (C).  —  Sur  le  complexe  formé  par  les  axes  d'une  surface 
du  second  ordre.  (267-272). 

Ici,  00  appelle  axe,  d'après  M.  Reye,  toule  droite  normale  au  plan  polaire 
d'un  de  ces  points.  L'article  contient  l'énoncé  et  la  démonstration  d'un  grand 
nombre  de  propriétés  de  ces  axes  ainsi  définis. 

Laquière{E,'M.),  —  Recherche  des  cercles  coupant  Irois  cercles 
donnés  sous  des  angles  déterminés.  (272-287). 

La  solution  que  donne  M.  Laquiérc  est  élémentaire  et  géométrique.  11  la  fait 
suivre  d'une  formule  donnant  l'équation  de  l'ensemble  des  huit  circonférences 
qui  satisfont  à  la  question.  Il  étend  enfin  les  résultats  obtenus  à  la  Géométrie 
dans  l'espace,  et  aux  seize  sphères  qui  résolvent  le  problème  analogue,  poor 
quatre  sphères  données. 

QuB3Tiojfs  pROPosÉis  :  1447  à  1450.  (287-288).  A.  L. 
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